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10 P. CABAU

Resumen

Probamos que se puede definir estructuras de espacios convenientes
sobre limites directos de algebroides de Lie y sus prolongaciones.

Palabras clave: limite directo; algebroide de Lie; prolongacion de algebroide
de Lie; calculo diferencial conveniente.

Abstract

We prove that direct limits of Lie algebroids and their prolongations
can be endowed with structures of convenient spaces.

Keywords: direct limit; Lie algebroid; prolongation of Lie algebroid; conve-
nient calculus.

Mathematics Subject Classification: 46A13, 46T05, 58A32

1 Introduction

Los algebroides de Lie definidos por J. Pradines en [17] constituyen una genera-
lizacién natural de las dlgebras de Lie y de los fibrados tangentes a una variedad.

En los ultimos afos, esta nocion se ha revelado fecunda en Mecanica, Geo-
metria simpléctica y teoria del Control 6ptimo. En [19], Weinstein plantea el
problema de un posible desarrollo de un formalismo geométrico sobre alge-
broides de Lie similar al formalismo de Klein en Mecdnica Lagrangiana. En
[15], Martinez da una respuesta positiva a este problema usando la nocién de pro-
longacion de un algebroide de Lie introducida por Higgins vy
Mackenzie en [10].

En este articulo nos interesamos a los limites directos de tales estructuras y
obtenemos los resultados dados en los teoremas 21 y 22 de la dltima seccién: se
puede definir sobre estos limites una estructura conveniente.

En la seccidn 2 recordamos el formalismo conveniente desarrollado en [12].
Desarrollamos la nocién de limite directo de diferentes estructuras (espacios vec-
toriales topologicos, variedades, fibrados vectoriales) en las secciones 3 y 4. En-
tonces, obtenemos estructuras convenientes sobre estos limites (Proposicién 6 y
Proposicién 11). En la seccion 5 recordamos las nociones de algebroides de Lie
y sus prolongaciones. En la dltima seccién probamos que se puede definir sobre
limites directos de tales objetos estructuras convenientes y damos el ejemplo del
oscilador arménico conveniente.
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LIMITES DIRECTOS DE PROLONGACIONES DE ALGEBROIDES DE LIE 11

2 Calculo diferencial conveniente

Con el fin de equipar un espacio vectorial topolégico de Haussdorf localmente
convexo (e.v.t.l.c.) E con una estructura diferencial, como introducida por Fro-
licher, Kriegl y Michor, se utiliza la nocién de curva diferenciable ¢ : R — F de
clase C"*° que no plantea ningtin problema.

La propiedad clave es la de c¢*°-completitud.

Definicion 1 Se dice que un ev.tlc. E es c*°-completo o conveniente si se
cumple la propiedad siguiente: Dado B C E un conjunto cerrado, acotado y
absolutamente convexo, el espacio lineal Ep generado por B es un espacio de
Banach.

Un e.v.t.l.c. conveniente es Mackey completo (cf. [12] Teorema 2.14).

La c*-topologia de un e.v.t.l.c. es la topologia final inducida por la familia
de las curvas C*° R — F; se denotard por ¢c>™ E. A sus conjuntos abiertos los
llamaremos c°°-abiertos.

Nétese que la c*°-topologia es en general mds fina que la topologia original.
En los espacios de Fréchet, esta topologia coincide con la topologia del e.v.t.1.c.

En general, ¢* E no es un espacio vectorial localmente convexo.

Sean E y F dos espacios convenientes y sea U C F un c®°-abierto. Se dice
que una aplicacién f : E DU — Fesc®si foce C®(R,F) para cada
ce C*®(R,U).

Ademas, se puede definir una estructura de espacio vectorial ¢®°-completo
sobre el espacio C* (U, F') (cf. [12], 2.3 (5)).

Proposicion 2 Los limites, las sumas directas y los limites directos estrictos de
espacios convenientes son espacios convenientes.

Las nociones de variedad conveniente (véase [12], 27.) y de fibrado vectorial
conveniente (véase [12], 29.) se definen de manera natural.

3 Limites directos de espacios vectoriales topologicos

En esta seccion vamos a referirnos a [1], [6] y [7].
Sea (I, <) un conjunto direccionado. Un sistema directo en una categoria

Aesunpar § = (X, ¢ donde X; es un objeto de la categoria
icl, jel, i<j

y los 5{ : X; — X, son homomorfismos (bonding maps) que cumplen las
propiedades siguientes:
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12 P. CABAU

1. Vie I, et =1dy,.

2. V(i,j,k) € I3i<j<k, £5 oel = ek,

Un cono sobre S es un par (X, ¢;),.; donde X € obA, ¢; : X; — X ylos
homomorfismos € : X; — X verifican las relaciones £ o e} = ¢; parai < j.

Un cono (X, €;);c; es un limite directo de S si para cualquier cono (Y, 6;);;
sobre S existe un unico homomorfismo ¢ : X — Y tal que ¢) o ; = 6;. En tal
caso, escribiremos X = limS o X = lim.X.

Cuando I = N dotado de la relacion de orden en los nimeros naturales, los
sistemas directos numerables se llaman sucesiones directas.

3.1 Limites directos de conjuntos

SeaS = (Xi, eg ) un sistema directo de conjuntos (A = SET).
icl, jel, i<j
Seald = [[ X; = {(x,7) : € X;} la uni6én disjunta de los conjuntos X;
icl

G X — Uu
r = (x,9).

equivalencia ~ sobre ¢/ de la manera siguiente: ¢; (x) ~ ¢; (y) si existe k € I
c i < kyj < ktales que £ (z) = e;‘? (y). Tenemos el conjunto cociente
X =U/ ~ ylaaplicacion ¢; : wo¢; donde 7 : U — U/ ~ es la aplicacion
candnica suprayectiva.

Entonces, (X, ¢;) es el limite directo S en la categoria SET.

Si cada Eg es inyectiva entonces ¢; es inyectiva. Por supuesto S es equiva-
lente al sistema directo de los subconjuntos ¢; (X;) C X, con las inclusiones

canonicas.

con la inclusién candnica . Se define una relacion de

3.2 Limites directos de espacios topologicos

Sis = (Xi7 el ) es un sistema directo de espacios topoldgicos X;
iel, jel, i<j

donde 5{ son aplicaciones continuas, entonces el limite directo (X, ¢;),.; enla
categoria de conjuntos coincide con el limite directo en la categoria TOP de los
espacios topoldgicos si X tiene la DL-topologia, i.e. la topologia mds fina para
la cual todas las aplicaciones ¢; son continuas. Entonces O C X es abierto si y
s6lo si ;! (O) es abierto en X; paracadai € I.

S es estricto si cada 5{ es un encaje. En esta situacion, cada ¢; es un encaje.

Demos ahora algunas propiedades de sucesiones crecientes de espacios to-
polégicos ([7], Lema 1.7):
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LIMITES DIRECTOS DE PROLONGACIONES DE ALGEBROIDES DE LIE 13

Proposicion 3 Sea X1 C Xy C -+ una sucesion creciente de espacios topo-
logicos tales que las inclusiones son continuas. Ponemos en X = |J X, la
neN*

topologia final correspondiente a la familia de las inclusiones ¢, : X, — X
(i.e. la DL-topologia). Entonces, tenemos las propiedades siguientes:

1. Sicada X,, es T1, entonces X es T7.
2. 8i O, C X, es abiertoy O1 C Oy C ---, entonces O = |J O, es

neN*
un abierto de X y la DL-topologia sobre O = liﬂOn coincide con la

topologia inducida por X.
3. Si cada X, es localmente compacto, entonces X es Haussdorf.
4. Si cada X, es Th y K C X es compacto, entonces K C X, para
cierto n.
3.3 Limites directos de espacios vectoriales topolégicos de
dimension finita

Sea E un espacio vectorial real de dimensién numerable.

Sea E; C Es C --- una sucesion creciente de subespacios vectoriales de
E de dimensién finita tal que £ = |J E,. Se obtiene una sucesion directa
neN*

estricta de subespacios vectoriales dotada de la topologia final por las inclusiones
E, — E.

Entonces O C X es abierto si y sélo si ¢, (O) es un abierto de X, para cada
n € N.

Puesto que los espacios son de dimensiones finitas esta topologia coincide
con la més fina topologia de espacio vectorial localmente convexo ([6], Ejemplo
3.5); el conjunto de todos los subconjuntos equilibrados, absorbentes y convexos
es una base para esta topologia.

Ademds F es un espacio vectorial conveniente ([6], Lema 6.1).

Tenemos la relacién que sigue entre la diferenciabilidad C* y la ¢ ([7],

Lema 1.9)

Lema 4 Para una aplicacion f : O — F donde O = |J O,, es una suce-
neN*
sion creciente de conjuntos abiertos (O, C Ey,)y F un ev.tlc. real y Mackey

completo tenemos la equivalencia siguiente: f es C™° siy sdlo si f es ™.

Ejemplo 5 El espacio vectorial R, también denotado por RN, de todas las

sucesiones finitas es el limite directo estricto de (R",a‘q donde

‘)(i,j)eNQ, i<j
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14 P. CABAU

5{:(xl,...,asi)r—>(331,...,331470,...,0).

Es un espacio vectorial numerable y conveniente ([12], 47.1). Una base de R*
es (€;);cn- donde e; = <O, ...,0, 1 ,0,.. > €¢; (RI)

ith term

4 Limites directos de variedades

4.1 Limites directos de sucesiones crecientes de variedades de
dimension finita

Combinando los resultados obtenidos por Glockner ([7], Teorema 1 y Proposi-
cién 3.6), obtenemos:

Teorema 6 Sea M = <M¢, el ) una sucesion directa de varieda-
ieN*, jEN*, i<j

des de clase C™ paracompactas de dimension finita donde £ : M; — M son

inmersiones inyectivas de clase C*°. Sea s = sup (dim M;) € N U {+o0}.
1EN*
Hay una tinica estructura de variedad c* modelada sobre R>™ por la cual

en: My, — M = |J M, es una aplicacion de clase ¢* para cadan € N* y
1EN*
tal que (M, ep,),cn- = li_ngS en la categoria de las variedades convenientes.

Ejemplo 7 La esfera S™ ([12], 47.2).— El espacio conveniente R es equipado
con el producto escalar débil dado por la suma finita (x,y) = > x;y; bilineal
i

y acotada. El limite inductivo de S* C S?> C --- es el subconjunto cerrado
S*® = {x € R®: (z,z) = 1} de R*®. Es una variedad conveniente modelada
sobre R*°.

4.2 Funciones sobre limites directos de variedades

Sea M = (M,-, 8{ ) A ‘ ~una sucesion directa de variedades de clase
1€N*, jeN* i<j

C™ donde 5{ : M; — M; son inmersiones inyectivas C*°. Podemos identi-

ficar M; con el subconjunto sg (M;) de M;. El dlgebra de las funciones reales

definidas sobre M; se denotard por F (M;). Entonces, podemos definir la suce-

sién F = (;f (M;)

.07 ) con las aplicaciones
ieN*, jeN*, i<j

& F(My) — F(M)
fi — fi
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LIMITES DIRECTOS DE PROLONGACIONES DE ALGEBROIDES DE LIE 15

donde §] = (55 > ,ie. 0] (fj) = f;j o). Estas aplicaciones satisfacen las

condiciones 5{ ) 5;? = (5f para cada ¢ < j < k. Entonces JF es una sucesion
+oo

proyectiva y se puede identificar el limite proyectivo limF (M;)con [ F (M;).
i=1

Sea f = 1£n fi el limite proyectivo de funciones f; : M; —>ZR de clase
C. fesc™ (cf. [7]).
Para cada x € M se define la diferencial df, : T,M — R de la manera
siguiente: si x € My, entonces df (z) = dfy (xy): Ty, My — R.

4.3 Limites directos de campos de vectores

Sea M = (Mi, 5{) una sucesion directa de variedades paracom-
i€N*, jeN*, i<j

pactas de clase C* donde &) : M; —> M, son inmersiones inyectivas C'.

Entonces podemos equipar 7 = (TMZ-, T 5{ ) con una estructura
, , iEN*, jEN®, i<j
de fibrado vectorial conveniente (cf. [18]).

Sea (X;);cy- una sucesién de campos de vectores X; € X (M;) tal que:
ngoXi :oneg.
Podemos definir una seccion ¢ de lim7'M; como lim X;.

—+00

Ejemplo 8 X = >  x;— es un campo de vectores de R definido de la ma-
i=1 €L

nera siguiente: sea x € R*; existe n = n (x) € N* tal que x = 1y, (z1,...,Ty)
nx) 9

donde i, : R™ — R es la inyeccion canonica. Tenemos asi Xy = Y Tig
i=1 Li

4.4 Limites directos de grupos de Lie

Podemos encontrar en [7], Teorema 4.3 (d), el resultado siguiente a propdsito
del limite directo de una sucesion de groupos de Lie de dimension finita.

Proposicion 9 Sea una sucesion de grupos de Lie reales de dimension finita y
de clase C* G = (G%d) donde ef : Gy — G son C°°-

i€N*, jEN*, i<j
homomorfismos. Entonces G = hﬂGi es un grupo de Lie c*°-regular.

Ejemplo 10 GL (o0o,R) = hgl GL (R™) es un grupo de Lie conveniente.

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 24(1): 9-28, January 2017



16 P. CABAU

4.5 Limites directos de fibrados vectoriales

Denotamos la inyeccién canénica R < R’ por 7.

Sea M = (Mi, el ~una sucesion directa de variedades para-

)ieN*, jEN*, i<y ‘
compactas de clase C*° y de dimension finita (dim M; = d;) donde &/ : M; —
M son inmersiones inyectivas de clase C'™°. Podemos suponer que M C Mo C
--+. Aqui consideramos la situacién donde sup d; = +oo.

Par cada nimero natural ¢, sea (F;, m;, M;) un fibrado vectorial cuya fibra
es isomorfa al espacio vectorial [E; de dimensién r; (que se puede identificar a

(2

R"#) donde supr; = 4+00. Supongamos que £ = ( E;, X ) ' ~_esuna

sucesion directa de variedades donde )\g : B; — L son inmersiones inyectivas
de clase C*° y morfismos de fibrados vectoriales. Supongamos también que
EiCEyC....

A la sucesion £ = ((EZ, i, M), ,)\g) _ ' ~la llamaremos limite

1eN*) jeN* i<j
directo de fibrados vectoriales si, para cada x; € M;, existe un sistema directo de
trivializaciones (U;, ¥;) (conU; C Uy C - -+ y U; abierto de M;) de (E;, m;, M;)
donde V¥; : 7, 1 (U;) — U; x R" son difeomorfismos locales tales que z; € U;
y para cada par (i, j) € N2 i < j, tenemos las condiciones de compatibilidad:
(5 % i) o ws = w00,

La proposicién siguiente generaliza el resultado de [18] a propésito de limite

directo de fibrados tangentes.

Proposicion 11 Sea £ = ((Ei,m, M;), ,)\‘Z) una sucesion di-
iEN*, jEN*, i<j

recta de fibrados vectoriales. Entonces <h£EZ, hﬂm, h_II)JMZ) puede ser equi-
pado con una estructura de fibrado vectorial conveniente cuya base es modelada
sobre R* y cuyo grupo estructural es el grupo de Lie conveniente GL (00, R) =

lim GL (R™).

Demostracion. Definamos en primer lugar una estructura de variedad sobre
E= thZ

Para cada ¢ € N*, E; es un espacio topoldgico localmente compacto; en-
tonces, hﬂEZ es Hausdorff (cf. [9]).

Sea v € E; definamos une carta en v como sigue. Puesto que v pertenece a
lim £, existe n € N* tal que v = Ay (vp) convy, € Epy 7w, () = € My,
Para i > n, la trivializacién local ¥; : 1 (U;) — U; x R" da origen, via
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LIMITES DIRECTOS DE PROLONGACIONES DE ALGEBROIDES DE LIE 17

una carta @; : U; — R%, a una carta 1; : 77;1 (U;) — R% x R™. Puesto
que X} es un morfismo sobre €7, tenemos 7; o A} = €/ o m; y podemos definir
T = liglm : h_II;El —_— hﬂMl por w(v) = 7, (vy) = x € M, C hgle
Tenemos entonces lim (m) H(U;) =71 (thZ)

Puesto que el diagrama siguiente es conmutativo

(m) " (U3) N (m) ™" (U;)

N
;) 195
U; x R"i (55 X L:i) U; x R"
-~ 4

podemos definir una trivializacién local del fibrado (hﬂEz, limr;, hﬂMl)
v gl (h_II;UZ> — hglUi x R
v=limy; (x:hgwi,ﬁzli_ng@)
donde v; = 6, (v;) con 6, = pry oV,.

VU es un homeomorfismo como limite directo de homeomorfismos.
Utilizando las cartas (U;, ¢;) i>n, S€ puede definir una carta de ' en v:

Y owl (hﬂUl) — R x R*®
v=limy; (Izliﬂxﬁ,ﬁzliﬂ@)
donde T; = ¢; ().
Ademds 0,1,y = iy (6;) ., -1,y 1 7' (y) — {y} x R* es lineal.
Probemos ahora que los cambios de cartas son c¢*°-difeomorfismos.

Consideramos dos cartas (77_1 (U*) ™)y (77_1 (Uﬁ) ,¢B) env € E. Tene-
mos entonces:

ey (o (00 0)) o (o (00 0)

donde TO"BO(Ldi, try) = (Ldys bry)OTS p (¢, : R¥ < R es lainyeccién canénica).
Se sigue que 79 = (cpﬂ o(p0)7t, 680 (00‘)_1> € Diff*® (R*) x GL (R, 00)
donde GI (R, 00) es un grupo de Lie conveniente ([12], 47.7).

Probemos ahora la ¢*-diferenciabilidad de la proyeccion 7 : E — M. Sea c:
]—¢,e] — 71 (U) € E una curva tale que ¢ (0) = vdonde 7 (v) =z € U C
M. Puesto que c(]—¢,¢[) es relativamente compacto, tenemos ¢ (|—¢,&[) C
(mn) "t (Uy) (3,4.). Entonces moc = myo¢, € O (J—e,e[,R%) . Deducimos
deestoque mes c™. m

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 24(1): 9-28, January 2017



18 P. CABAU

S Algebroides de Lie

Recordamos definiciones y propiedades utilizadas en [3] (ver también
[11]y [16]).

5.1 Definiciones. Expresion local. Ejemplos

Sea 7 : E — M un fibrado vectorial sobre une variedad de dimensién finita
cuya fibra es un espacio vectorial [E de dimension finita.

Un morfismo de fibrados vectoriales p : &2 — T'M se llama un ancla. Este
morfismo da origen a un F—modulo p: I' (E) — I' (T'M )=X(M) definido para
cada € M y cada seccién s de E por: (p(s)) (z) = p(s(x)) y denotado
también por p.

Llamaremos a (E, 7, M, p) un fibrado anclado.

Definicion 12 Un casi-corchete sobre un fibrado anclado (E,T,M,p) es un
corchete |., ] p que satisface una regla de Leibniz:

VfEFVs1,s2 € (E), [s1,fs2], = [[s1,82],+ (p(s1)) (f) s2.

Un fibrado anclado (E, T, M, p) equipado con un casi-corchete es llamado casi-
algebroide de Lie.

Definicion 13 Un corchete de Lie sobre un fibrado anclado (E, T, M, p) es un
casi-corchete que verifica la identidad de Jacobi:

+ [53, [s1, 52]pi| =0.

\V/Sl,82753 € r (E) ) |:Sl7 [525 53]pi|p + |:827 [83731]p:| o

p

Un fibrado anclado (E,m, M, p) equipado con un corchete de Lie se llama al-
gebroide de Lie.

Cuando (E,7, M, p) es un algebroide de Lie el corchete [.,.], es un mor-
fismo de dlgebras de Lie.

Ejemplo 14 Cualquier dlgebra de Lie de dimension finita es un algebroide de
Lie sobre un punto.

Ejemplo 15 El fibrado tangente mwyy : TM — M a una variedad diferencial

es un algebroide de Lie donde el ancla es 1dr s y el corchete de secciones es el
corchete de Lie de los campos de vectores.
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LIMITES DIRECTOS DE PROLONGACIONES DE ALGEBROIDES DE LIE 19

Ejemplo16 £ = T M y p = N es un tensor de Nijenhuis, i.e. un tensor que
verifica la condicion

[INX,NY]=N([NX,Y]+ [X,NY] - N ([X,Y])).
(TM,7,M,N) es un algebroide de Lie (cf. [2]) donde el ancla es N y el
corchete de secciones es el corchete |., ]\ definido por:

(X,Y]y =[NX,Y]+[X,NY] - N ([X,Y]).

Ejemplo 17 Sea (M, A) una variedad de Poisson. El fibrado cotangente T* M
a una variedad diferencial estd dotado de una estructura de algebroide de Lie
donde el ancla es el morfismo A* y el corchete en las 1-formas (cf. [14]) viene
dado por:

[0, Bla = Lags (@) = Laza (8) +d (B, A
para a, B € QY (M).

Si fijamos un sistema de coordenadas locales (x’) L<i<n, €0 la base My una
base local (€a);<q<,, de secciones de 7, obtenemos un sistema de coordenadas
locales (z*,y®) de E.

Tenemos una expresion local del ancla y del corchete:

-0
p(ea) = PZ@ y [ea; eﬁ]p = ngev

donde las funciones p!, y Cgﬁ verifican relaciones debidas a la condicién de
compatibilidad y a la identidad de Jacobi.
5.2 Calculo en algebroides de Lie
Dado un algebroide de Lie (E, 7, M, p) se definen la derivada de Lie y la dife-
rencial exterior.
Derivada de Lie. Sea s una seccién de E. Se define la derivada de Lie L,
— de una funcién f € QY (M, E) = F de clase C* por:

Lg (f) = Lpos (f) = ipos (df) .
—de una g—forma w € Q¢ (M, E) (donde g > 0) por

(LEw) (s1,...,8¢q) = LE (w(s1,...,5¢))

- E w <Sla---732'—17[Sasi]p>3i+17---a3q)-

=1
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Diferencial exterior. Se define la diferencial exterior d,
— de una funcién f € F por

dof =t,0df.

—de una g—forma w € Q9 (M, E) (donde ¢ > 0) por

q

(dpw) (s0,- -+, 8) = Y _ (= (505 8i5--,5))

1=

0
z+j ~ ~
+ g < ([s“s]]p, 0,...,si,...,sj,...,sq)>.
1<j<

0<i<j<q

Si ( )1< <y, SO coordenadas locales sobre My si {€a}; <<, €S una base
local de secciones de 7 tenemos las expresiones locales siguientes:

A . 1
dz' = ple® yde’ = —50;’560‘ A el

donde (e®) es la base dual de (e,).
Tenemos
dy,od,=0.

La cohomologia asociada con d,, se denomina la cohomologia del algebroide
de Lie (E,7,M,p).
5.3 Morfismo de algebroides de Lie

Definicion 18 Un morfismo de fibrados vectoriales 1) : E — E' sobre f :
M — M' es un morfismo de algebroides de Lie (E,7,M,p)y (E',7',M', p')
sip* : QI (M, E") — QI (M, E) definida por:

(1/1*0/)9& (51,...,8¢q) = o/f(z) (Yosi,...,1ho08g)
verifica la relacion:
dyop™ =" ody
5.4 Prolongaciones de algebroides de Lie

Vamos a recordar la definicidn de la estructura de algebroide de Lie sobre la pro-
longaciéon de un algebroide de Lie mediante una fibracién (véase [5],

[16]y [4D).
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Sea (E, 7, M, p) un algebroide de Lie de rango m sobre una variedad M
de dimensiéon n y sea v : P — M una fibracién de rango ¢, esto es, una
submersidén sobreyectiva.

Para cada punto p € P, consideramos el conjunto

EEP ={(b,v) € Ex X TyP : p(b) = Tpv (v)}

donde Tv : TP — T'M es la applicacion tangente av y v (p) = z € M.

El conjunto TP = J 7;E P tiene una estructura natural de fibrado vecto-
peP

rial cuya proyeccién es 75 : (b, v) — v (v).

Denotaremos de manera redundante (b, v) por (p, b, v).

El fibrado vectorial 7'5 : TEP — P admite una estructura de algebroide de
Lie denominada prolongacion del algebroide de Lie E mediante la fibracion v o
fibrado E-tangente a P.

El ancla pp:T¥P — TP es la proyeccién sobre el tercer factor, i.e.
ppP (pv bﬂ)) =v.

Con el fin de definir un corchete de secciones de Tg vamos a considerar
secciones particulares.

Una seccién Z € T (Tg ) se dice que es proyectable si existe una seccion
ocderT: FE — M yun campo de vectores U sobre P proyectable mediante
al campo de vectores p (o) y tales que Z (p) = (p,o (v (p)),U (p)) para todo
p € P.

El corchete de dos secciones Z y Z, dadas por Z;(p) = (p, oi(v(p)), Ui(p)),
1 =1,2,es:

21,2, () = (v 100, 02],, (v (0)) . [U1, U] () )

paracadap € P.

Es facil probar que se puede elegir una base local de secciones proyectables
del espacio I (TE )

Si (2", u™) | ;< 1< 4, SON coordenadas locales sobre Py si {€a}i<q<p
es una base local de secciones de 7 : E — M podemos definir una base local
{Xa, Vatica<m 1< a<,de secciones de 7E dadas por:

Xy (p) = <p, ea (v (D)), Pl (;;Jp) y Valp) = <p,0, <82A>p> -

Si z = (p, b, v) partenece a TEP donde b = 2%¢,, entonces v es de la forma

o 40
o2 U guA

_ 1«
V= Py 2
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y podemos escribir:
2= 2%, (p) + v Va (p).

Para Z € T’ (Tg ) dada localmente por Z = Z*X,, + VAV, se tiene que

0 L yad

Z) = pb 74— .
pP( ) pa amz OUA

5.5 Prolongacion de morfismos de algebroides de Lie

Seanv : P — My v : PP — M’ dos fibraciones. Sea ¥ : P — P’
una aplicacién fibrada sobre ¢ : M — M’. Consideramos dos algebroides
delier : E — Myt : E — My una aplicaciéon ® : £ — FE’
fibrada sobre . Si ® es admisible podemos definir una aplicacién admisible
T®V : TEP — TE' P’ por

T (p,b,v) = (¥ (p), & (b) , TV (v)).

Recordamos el resultado siguiente (véase [15]):

Proposicién 19 T2V es un morfismo de algebroides de Lie si y sélo si ® es un
morfismo de algebroides de Lie .

6 Limites directos de prolongaciones de algebroides de
Lie
Definicion 20 Se llama a (E;, 7;, M;, p;);cy- Sucesion directa de algebroides

de Lie si

1. (| E; /\g es una sucesion directa de fibrados vectoriales de
iEN*, jEN*, i<
dimensiones finitas (1; : F; — M;) sobre la sucesion directa de variedades de

dimensiones finitas ( (MZ-, z—:i) ) )
iEN*, JEN*, i<j

2. Para cada i,j € N* tales que i < j, tenemos
pjo )\g = ng o p;.

3. /\g . By — E; es un morfismo de los algebroides de Lie (E;, 1;, M;, p;) y
(Ej, 75, My, pj) -
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Tenemos el resultado siguiente:

Teorema 21 Sea (E;,;, M;, pi)ieN* una sucesion directa de algebroides de
Lie. Entonces (h_II)JEZ, ling7;, lim M, hgnpz) es un algebroide de Lie conveniente.

Demostracion.
(hﬂEi, lim;, hﬂMJ es un fibrado vectorial conveniente sobre la variedad

conveniente li IEM ; modelada sobre R* (cf. Proposicién 11).

2. Sean (s}), e Y (s3). ;en- directas sucesiones de secciones de fibrados vecto-
riales m; : E; — M;. Entonces se cumplen las condiciones

J 1 _ .1 J

A; osz—sjoei' )
2 2 J
S; J i

Tenemos que probar la compatibilidad de los corchetes:

M o [sll,sf]E = [s},s?]Ej oel ()
y de las propiedades de Leibniz:
Mo [si,9i x S?]Ez = [sjl,gj X S?]Ej oaz. 3)

a) Con el fin de probar la compatibilidad de los corchetes utilizamos los morfis-
mos )\] E; — E; de algebroides de Lie sobre ¢/ : M; — M; que satisfacen:

dpo (M) = (X) od,, @)
y por tanto, aplicados a ai; € Q' (M}, Ej) :
(o (M) (@) (sh:57) = (M) 0y, (@) (s}57)
El primer miembro es igual a
(o (M) (@) (sh.52)
= Toen (V) €00)) () = Lo (%) (20) (D)
~ (%) @) 1.1,
= le ( ()\J OS?)) - X? (ozj ()\z os})) — ()\{ o [SZI,SZQ]EZ) .

donde X = pjos]cona = 1,2 cumplen larelacién: X7 (f;) = X[ (fi) donde

fj = O O §j.
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El segundo miembro es igual a

(M), @) (shsD)

= dy, () (N o s}, X 0 57)

. (N 6 2)) . oY s [ NVo gl W o2
(6 e2)) AN oY) s I o el W oo o2
pjos} <a3 <)‘i © 32)) ijosf. (% <)‘i © 3z>> @; {)\i 05;,A; 0 Si]E

G AZOS% - X? Q )\5051- — )\gosil,)\gos?
(o (M ost)) = x5 (a3 (N o53)) — o }

(3

J

J

J

En particular, para cada a; € 0! (M;, E)),
Q; (AZ ([3117 812] Ez)) = Qj |:Ai o Szl, )\i o S?}E y por lo tanto:

Mo

)

Utilizando X} o s¢ = 59 0 el, tenemos: X! o [s 5

1.2
Sz‘asi]Ei

J

sl Vg2
_{)\iosi,)\iosi} .
E;

1 .2 el o2 J
1 Z]Ei_[sj’sj]EjOEi'

b) Con el fin de probar (3) vamos a establecer

Mo (g0 x [shis?] g, + (01 (1)) (90) x 52)

= (gj X [s},s?]Ej + (pj (831)) (g5) x SJQ) o 5{

porque, para k € {i,j}, tenemos:

[$ks gre % Si]Ek = g X sk 5% B T (on (s1)) (g1) x 5.

Podemos escribir:

X o (g0 [sh 5], + (01 (1) (90) % )

+ X o ((pi (1) (91) x 82

=g; X <)\j o s%,s?]El) + )\g (X} (91)) x )\g os? (/\g es un morfismo)

+ X1 (gj)oe] xsToel cf. (2)

] 7 7 7
giocl) x ([shs?], 0e) + (X) (95) x 83) o

: Ej) o 5? + (pj (sjl) (g;) % s?) ogl

i
JQ‘]EJ- + (pj (57)) (95) % S?) oel.
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3. Con la construccién de hgl[ , li» si p; es un morfismo de algebroides
(Ei, miy My, pis [, i) — (T'M;, M;, [, ]), entonces tenemos

limp; (lim|[ , ;) = [limp;(.), limp;(.)].

Es facil probar que si cada corchete [ , |; satisface la identidad de Jacobi, el
limite lim | , ]; satisface también la identidad de Jacobi. m

Sea (E;, 1;, M;, pi)ieN* una sucesion directa de algebroides de Lie donde

((Ei,/\g )) es la sucesion directa de fibrados asociada. Sea
1eN*, jEN*, i<j

(P, vi, Mi)ieN* una sucesion directa de fibrados vectoriales y Hg P — P

una aplicacién fibrada sobre 5? : M; — M,. Puesto que )\f €s un mor-

fismo entre los algebroides de Lie (Ei, 1, My, pi) y (Ej, 15, Mj, p;), entonces
™ 6] TEp, — TFEi P; es un morfismo de prolongaciones de algebroides de
Lie (cf. Proposicién 19). Con la condicién de compatibilidad

PP; oT)‘ZGg = THZ o pp,

(TEZ' P, Tﬁi, P, p pi) es una sucesion directa de algebroides de Lie.
1 N*

1€

Utilizando el Teorema 21 obtenemos el resultado siguiente.

Teorema 22 (hﬂT EiPi,li_H;Tgi,ligPi,ligppi) es un algebroide de Lie

conveniente.

Ejemplo 23 El oscilador armdnico conveniente.— Consideramos el caso del os-
cilador armonico que es un sistema bihamiltoniano. Consideramos aqui el limite
directo de prolongaciones de algebroides de Lie T*" E* donde E,, = TR" y el
ancla es el tensor de Nijenhuis

)
2
o )Y’
N 2
C LU
(&™) +(y")*
0 2
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o 0 & Lk
A — g = 4,
oxk’ oyk | arr
Si (a:i, ua) L<i<n 1<a<n SON coordenadas sobre T*R"™ consideramos el hamilto-

Tenemos los corchetes siguientes: [
niano, definido para (xi, ,ua) # (0,0), por
H, : (:Cl,lua) — Hln ((ZCZ) + (,ua)2> )
i=1

Tenemos una sucesion proyectiva de funciones.
Obtenemos las ecuaciones de Hamilton sobre cada T*R"™ (c¢f. [16] ):

dx’ _ ; 0H,
a P Oy,
e, 0H. . OH,
at ~ Peggi T H1Tes oug

Estas ecuaciones se pueden simplificar de forma que:

dzt

dt
dit*

dt
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