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202 A. MACEDA-MÉNDEZ

Resumen

La matemática difusa generaliza los conceptos tradicionales de la ma-
temática utilizando los llamados conjuntos difusos, lo que permite mode-
lar y estudiar de manera más apropiada fenómenos caracterizados por su
imprecisión. Estas generalizaciones incluyen conceptos de álgebra, análi-
sis y topología, entre otros. Por otra parte, los complejos cúbicos tienen
aplicaciones al procesamiento de imágenes digitales y al estudio de los sis-
temas dinámicos, pero en la literatura actual no hay una extensión de sus
propiedades utilizando conjuntos difusos. En este documento se propone
una generalización del concepto de complejo cúbico y de algunas de sus
características, tales como realización poliédrica, conexidad, componente
conexa y agujero, utilizando conjuntos difusos. Se definen los árboles su-
perior e inferior de un complejo cúbico difuso, los cuales proporcionan
información sobre la manera en la que están relacionados sus extremos
regionales. También se definen los grupos de homología de estos comple-
jos cúbicos difusos y se demuestra que el rango del 0-grupo de homología
de un nivel dado es igual al número de máximos regionales de dicho nivel.
Por último, se muestra cómo se le puede asociar un complejo cúbico difuso
a una imagen digital bidimensional en tonos de gris para estudiar algunas
de sus propiedades topológicas.

Palabras clave: complejo cúbico; topología difusa; conexidad.

Abstract

Fuzzy mathematics generalize concepts of traditional mathematics us-
ing fuzzy sets. This enables to study and model more properly phenomens
characterized by imprecision. These generalizations includes concepts of
algebra, analysis and topology. On the other side, cubical complexes have
applications in digital image processing and in the study of dynamical sys-
tems, but in the actual literature there is not an extension of their properties
using fuzzy sets. In this paper is proposed a generalization of the concept
of cubical complex and of some of their properties, such as connectedness,
polyhedral realization, connected component and holes, using fuzzy sets.
The upper and lower trees of a fuzzy cubical complex are defined, which
give information about the way in which its regional extrema are related.
The homology groups of a fuzzy cubical complex are defined and it is
shown that the rank of the 0-homology group of a given level is equal with
the number of regional maxima of that level. Finally, it is shown how to
associate a fuzzy cubical complex with a bidimensional digital grayscale
image in order to study somo of its topological properties.

Keywords: cubical complex; fuzzy topology; connectedness.

Mathematics Subject Classification: 54A40, 03E72.
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MATEMÁTICA DIFUSA Y COMPLEJOS CÚBICOS 203

1 Introducción

El concepto de conjunto difuso, introducido por Zadeh en [30], ha sido utilizado
para extender diversos conceptos de la matemática tradicional, tales como al-
gunos tipos de conjuntos (afines y convexos [14], acotados [30], conexos [12,
15]), estructuras algebraicas (subgrupos [22, 27], espacios vectoriales [16]) y
estructuras discretas (grafos [31]). Una descripción más amplia de este tipo
de extensiones puede encontrarse en [10]. Una generalización a los espacios
topológicos fue propuesta por Chang en [6], mientras que Ying y Mao en [29]
presentan un estudio muy amplio de los diversos conceptos de topología que
se han extendido mediante conjuntos difusos. En el caso de la topología alge-
braica, se han propuesto generalizaciones del concepto de homotopía, como en
[8], mientras que los grupos de homología, utilizando conjuntos difusos se de-
finen, con diferentes enfoques, en [28, 26, 2]. En estos trabajos se presentan
diversas propiedades de los grupos de homología relacionadas con algún tipo
de homotopía, pero no se relaciona el rango de los grupos de homología difusa
con conceptos de conexidad. Una forma de estudiar los grupos de homología
para algunas aplicaciones en áreas como el procesamiento de imágenes, el re-
conocimiento de patrones y en el estudio de sistemas dinámicos lineales y no
lineales, es mediante los llamados complejos cúbicos cerrados [9, 32, 20].

En este documento se presenta una generalización del concepto de complejo
cúbico utilizando conjuntos difusos. Para ello, se proporciona una definición
de complejo cúbico que incluye a los complejos cerrados y a los abiertos. Pos-
teriormente se presentan la definición y propiedades básicas de los complejos
cúbicos difusos, incluyendo algunas nociones de conexidad y su relación con
los llamados extremos regionales. A partir de los conjuntos de nivel de un com-
plejo cúbico difuso, se definen dos grafos que contienen información sobre los
extremos regionales y se demuestra que estos grafos son árboles, a los cuáles se
les puede dar una orientación canónica eligiendo un vértice apropiado. También
se propone una definición de los grupos de homología de un complejo cúbico
difuso, así como de sus números de Betti.

Entre los principales resultados se muestra que los máximos regionales tienen
propiedades similares a las de las componentes conexas de un complejo cúbico
cerrado, mientras que los mínimos regionales generalizan el concepto de agu-
jero. Se demuestra que el 0-número de Betti de un nivel dado es igual al número
de máximos regionales de dicho nivel del complejo cúbico difuso. También se
explica cómo construir un complejo cúbico difuso a partir de una imagen digital
bidimensional en tonos de gris y se demuestran algunos teoremas que estable-
cen relaciones estrechas entre las propiedades topológicas de la imagen y las del
complejo cúbico difuso correspondiente.
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204 A. MACEDA-MÉNDEZ

2 Complejos cúbicos

En esta sección se recuerdan algunos conceptos que serán necesarios más ade-
lante. Sea Rn el espacio euclidiano n-dimensional y Z el conjunto de números
enteros. Una k-celda o celda k-dimensional en Rn es un conjunto de la forma

s(x1, . . . , xn; Λ) = I1 × I2 × . . .× In (1)

donde x1, x2, . . . , xn ∈ Z, Λ es un subconjunto de {1, 2, . . . , n} con k elemen-
tos, Iλ = {xλ + 1/2} si λ /∈ Λ e Iλ = {xλ − 1/2, xλ + 1/2} si λ ∈ Λ. Los 2k

elementos de Rn que la forman son sus vértices. Cuando no sea relevante indicar
los elementos x1, . . . , xn, se escribirá simplemente s. La realización poliédrica
de esta celda es

|s(x1, . . . , xn; Λ)| = J1 × J2 × . . .× Jn

donde Jλ = {xλ+1/2} si λ /∈ Λ y Jλ = (xλ−1/2, xλ+1/2) si λ ∈ Λ. Nótese
que esta realización poliédrica está definida como el producto cartesiano de k
intervalos abiertos y de n− k puntos. Cuando k = n, esta celda es un conjunto
abierto en Rn respecto a la topología usual. El conjunto de las realizaciones
poliédricas de todas las celdas constituye una partición de Rn. Una celda s es
cara de una celda s′ si s ⊂ s′. Si además s �= s′, se dice que s es una cara
propia de s′. En este último caso las realizaciones poliédricas de s y s′ no tienen
puntos en común, pero |s| está contenida en la adherencia de |s′| y |s| ∪ |s′| es
un conjunto convexo.

Un complejo cúbico es cualquier colección de celdas. En particular, el con-
junto de todas las k-celdas, con k = 0, 1, . . . , n, es un complejo cúbico que se
denota por |Zn|. Los elementos de

{(x1 + 1/2, . . . , xn + 1/2) : x1, . . . , xn ∈ Z}

son los vértices de |Zn|. De acuerdo con esta definición, puede ocurrir que una
cara de alguna celda de un complejo cúbico no pertenezca al complejo cúbico.

Dado un complejo cúbico K, su complemento es el conjunto de las celdas
de |Zn| que no pertenecen a K y se denota por Kc. La adherencia o cerradura
del complejo cúbico K es el conjunto de las celdas que son cara de alguna celda
de K y se denota por K. Esto define un operador de cerradura en el conjunto de
los complejos cúbicos y por lo tanto induce una topología en él. Respecto a esta
topología, un complejo cúbico K es cerrado si contiene todas las caras de sus
celdas, y es abierto si su complemento es cerrado. Un complejo cúbico L es un
subcomplejo de K si toda celda de L pertenece a K. La realización poliédrica de
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MATEMÁTICA DIFUSA Y COMPLEJOS CÚBICOS 205

K, denotada por |K|, es la unión de las realizaciones poliédricas de sus celdas.
Esta realización es un subconjunto cerrado (abierto) de Rn con la topología usual
si, y sólo si, el complejo cúbico es cerrado (abierto).

(a) (b) (c)

Figura 1: Realización poliédrica de complejos cúbicos.

En la Figura 1a se muestra la realización poliédrica de un complejo cúbico
cerrado, formado por cuatro 0-celdas, cuatro 1-celdas y una 2-celda. La Figura
1b muestra la realización poliédrica de un complejo cúbico abierto formado úni-
camente por una 2-celda, mientras que en la Figura 1c se muestra la realización
poliédrica de un complejo cúbico que no es ni abierto ni cerrado, formado por
una 0-celda, una 1-celda y una 2-celda.

Dos celdas s y s′ de un complejo cúbico K están en relación de conexidad
si existe una sucesión finita de celdas de K, digamos s0 = s, . . . , sm = s′,
tal que si es cara de si+1 o si+1 es cara de si para todo i = 0, 1, . . . ,m − 1.
Esto define una relación de equivalencia en K. Sus clases de equivalencia son
subcomplejos de K llamados componentes conexas de K. El complejo cúbico K
es conexo si tiene una única componente conexa. Las componentes conexas de
la realización poliédrica del complejo cúbico K son las realizaciones poliédricas
de las componentes conexas de K.

3 Conjuntos difusos

A partir de esta sección, I denotará al intervalo unitario [0, 1].
Dado un conjunto ordinario X , un conjunto difuso en X es una función

A : X → I . Al valor de A en un elemento x ∈ X se le llama el grado de
pertenencia de x al conjunto difuso A. Cualquier subconjunto ordinario de X
se puede ver como un conjunto difuso en X mediante su función característica.
Dado a ∈ I , se define a como el conjunto difuso en X que tiene el valor cons-
tante a.
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206 A. MACEDA-MÉNDEZ

Con IX se denotará a la familia de todos los conjuntos difusos en X . En este
conjunto se pueden definir operaciones de unión e intersección como sigue: Si
para λ ∈ Λ, Aλ : X → I es un conjunto difuso en X:

(∨

λ∈Λ
Aλ

)
(x) = sup

λ∈Λ
{Aλ(x)} . . . unión,

(∧

λ∈Λ
Aλ

)
(x) = inf

λ∈Λ
{Aλ(x)} . . . intersección.

El complemento de un conjunto difuso A está dado por

Ac(x) = 1−A(x).

Un conjunto difuso A es un subconjunto del conjunto difuso B si

A(x) ≤ B(x) para todo x ∈ X.

En este caso se escribe A ≤ B.
Estas definiciones generalizan las usuales si se consideran las funciones ca-

racterísticas. Además, estas operaciones son conmutativas, asociativas, distribu-
tivas y satisfacen las leyes de De Morgan. No se cumple, en general, que
A ∨Ac = 1 o A ∧Ac = 0.

Dado A ∈ IX y a ∈ I , se define el a-nivel superior cerrado de A como el
conjunto ordinario A[a] = {x ∈ X : A(x) ≥ a}. De manera similar se denotan

A(a) = {x ∈ X : A(x) > a} ,

A[a] = {x ∈ X : A(x) ≤ a} ,
A(a) = {x ∈ X : A(x) < a} .

El soporte del conjunto difuso A es

supp(A) = {x ∈ X : A(x) �= 0} ,

mientras que su rango es

rank(A) = {a ∈ I : a = A(x) para algún x ∈ X}.
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MATEMÁTICA DIFUSA Y COMPLEJOS CÚBICOS 207

4 Topología difusa

A una colección τ ⊂ IX que satisface las condiciones:

1. 0, 1 ∈ τ ;

2. A,B ∈ τ implica A ∧B ∈ τ ;

3. Aλ ∈ τ, λ ∈ Λ implica
∨

λ∈ΛAλ ∈ τ ;

se le llama una topología difusa en X y (X, τ) es un espacio topológico difuso.
Los elementos de τ son los conjuntos abiertos. Un conjunto difuso en X es
cerrado si su complemento es abierto.

A partir de un espacio topológico ordinario (X,T ) se puede construir una
topología difusa en X considerando las funciones semicontinuas inferiormente.
Una función f : X → I es semicontinua inferiormente si f [a] = {x ∈ X :
f(x) ≤ a} es un conjunto cerrado en X , para todo a ∈ I . La colección de
las funciones de X en I que son semicontinuas inferiormente constituye una
topología difusa en X que se denota por ω(X). En este caso, la función carac-
terística de cualquier conjunto abierto es un elemento de esta topología difusa.
Además, un conjunto difuso A en X es abierto si, y sólo si, cada conjunto A[a] es
cerrado. Equivalentemente, cada A(a) debe ser un conjunto abierto para que A
sea un conjunto abierto. Caracterizaciones similares se tienen para los conjuntos
cerrados respecto a esta topología.

En la topología difusa es importante extender propiedades topológicas, tales
como la conexidad y la compacidad, para que se puedan estudiar en un espacio
topológico difuso. Sin embargo, esto se puede hacer de diversas maneras. Por
ejemplo, para la propiedad de conexidad, en [15] se presentan dos formas dis-
tintas de extenderla, mientras que en [13] se comparan varias extensiones de la
propiedad de compacidad. A fin de determinar si estas extensiones son buenas,
Lowen propone que una propiedad P ′ para los espacios topológicos difusos es
una buena extensión de una propiedad P para los espacios topológicos si, y sólo
si, cada vez que el espacio topológico (X,T ) tiene la propiedad P , el espacio
topológico difuso (X,ω(T )) tiene la propiedad P ′.

Una discusión más extensa sobre conjuntos difusos y topología difusa puede
consultarse en [29].

5 Complejos cúbicos difusos

Una celda difusa se define como un conjunto difuso cuyas propiedades se rela-
cionan con las de las celdas ordinarias definidas anteriormente.
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208 A. MACEDA-MÉNDEZ

Definición 1 Una k-celda difusa es un conjunto difuso s en Rn cuyo soporte es
una k-celda y que es constante en dicho soporte. El valor de k es la dimensión
de la celda difusa y su valor constante es el grado de la celda, denotado por
deg(s). Los elementos de su soporte son sus vértices. El conjunto de todas las
celdas difusas se denota por |Zn|I .

A partir de estas celdas difusas se definen los complejos cúbicos difusos.

Definición 2 Un complejo cúbico difuso K es cualquier colección de elementos
de |Zn|I tal que celdas difusas diferentes tienen distintos soportes.

La última condición de esta definición implica que si s y s′ son celdas difusas
distintas del complejo cúbico difuso K entonces las realizaciones poliédricas de
sus soportes no tienen puntos en común.

Para los complejos cúbicos difusos se definen su soporte y sus secciones de
forma similar al caso de los conjuntos difusos.

Definición 3 Dado un complejo cúbico difuso K, su soporte es el complejo
cúbico ordinario definido por

supp(K) = {supp(s) : s ∈ K} ,

y su fondo, denotado por Bk(K) es el complejo complemento de su soporte.

Definición 4 Si K es un complejo cúbico difuso, para cada a ∈ I − {0}, su
a-nivel K[a] es la colección de los soportes de sus celdas de grado ≥ a. El
conjunto K[0] es, por definición, el complejo cúbico |Zn|. De manera similar,
para a �= 0 se define

K(a) = {supp(s) : s ∈ K, deg(s) < a} ∪ Bk(K)

mientras que K(0) es el complejo cúbico vacío. Para todo a ∈ I se definen

K(a) = {supp(s) : s ∈ K, deg(s) > a} ,

K[a] = {supp(s) : s ∈ K, deg(s) ≤ a} ∪ Bk(K).

Todos estos conjuntos son complejos cúbicos ordinarios, K(0) = supp(K),
K[0] = Bk(K), K(1) = ∅ y K[1] = |Zn|.

Los complejos cúbicos difusos se clasifican en cerrados o abiertos, depen-
diendo de las propiedades de sus conjuntos de nivel, de forma similar a la carac-
terización de los conjuntos abiertos o cerrados respecto a la topología difusa de
las funciones semicontinuas inferiormente.
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MATEMÁTICA DIFUSA Y COMPLEJOS CÚBICOS 209

Definición 5 Un complejo cúbico difuso K es:

1. Cerrado si K[a] es un complejo cúbico cerrado para todo a ∈ I .

2. Abierto si K[a] es un complejo cúbico cerrado para cada a ∈ I .

Puesto que K[a] = (K(a))c y K[a] = (K(a))
c, es claro que un complejo

cúbico difuso K es:

1. Cerrado si, y sólo si, K(a) es un complejo cúbico abierto para cada a ∈ I .

2. Abierto si, y sólo si, K(a) es un complejo cúbico abierto para todo a ∈ I .

Para algunas discusiones posteriores, relacionadas con conceptos de conexi-
dad, será útil la siguiente definición.

Definición 6 El rango de un complejo cúbico difuso K cuyo fondo es vacío,
denotado por rank(K), es el conjunto de elementos a ∈ I para los cuales existe
una celda difusa s ∈ K tal que deg(s) = a. Si el fondo de K es no vacío, se
agrega el elemento 0 al conjunto anterior.

Puesto que el conjunto de celdas en Rn es numerable, se deduce que el rango
de un complejo cúbico difuso es un subconjunto numerable de I .

6 Realización poliédrica de complejos cúbicos difusos

Definición 7 Si s es una celda difusa, su realización poliédrica es el conjunto
difuso en Rn, |s| : Rn → I cuyo soporte es la realización poliédrica del soporte
de s y cuyo grado de pertenencia en los puntos de su soporte es deg(s). La rea-
lización poliédrica de un complejo cúbico difuso K se define como el conjunto
difuso en Rn dado por

|K| =
∨

s∈K
|s|.

Una propiedad importante de la realización poliédrica de un complejo cúbico
difuso está dada en el siguiente lema.

Lema 1 Sea K un complejo cúbico difuso y x ∈ Rn. Si |K|(x) > 0, entonces
existe una única celda difusa s ∈ K tal que |K|(x) = |s|(x).
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210 A. MACEDA-MÉNDEZ

Demostración. Si |K|(x) > 0, entonces sups∈K |s|(x) > 0 y por tanto existe
una celda difusa s ∈ K tal que |s|(x) > 0. Esto indica que x pertenece al
soporte de |s| y por tanto |s′|(x) = 0 para cualquier otra celda difusa s′ ∈ K. En
consecuencia, |K|(x) = |s|(x).

Algunas relaciones entre los a-niveles de un complejo cúbico difuso y los de
su realización poliédrica se presentan en el siguiente teorema.

Teorema 1 Sea K un complejo cúbico difuso. Para todo a ∈ I:

1. |K[a]| = |K|[a].

2. |K(a)| = |K|(a).

3. |K[a]| = |K|[a].

4. |K(a)| = |K|(a).

Demostración. Sólo se demostrará 1. Si a �= 0, dado x ∈ |K|[a], por el Lema 1
se cumple |s|(x) ≥ a para una única celda difusa s ∈ K. Con esto, x ∈ supp(s)
y deg(s) ≥ a, de donde supp(s) ∈ K[a] y x ∈ |K[a]|.

Ahora, si x ∈ |K[a]|, entonces x ∈ |s| para alguna celda s ∈ K[a]. Como
s = supp(s′) para alguna celda difusa s′ ∈ K con deg(s′) ≥ a, entonces
|K|(x) = |s′|(x) ≥ a, con lo que x ∈ |K|[a].

Cuando a = 0, es clara la igualdad.

Utilizando el teorema 1 se obtiene la siguiente caracterización importante de
los complejos cúbicos difusos cerrados (abiertos).

Teorema 2 Un complejo cúbico difuso es cerrado (abierto) si, y sólo si, su rea-
lización poliédrica es un conjunto difuso cerrado (abierto) en Rn con respecto
a la topología difusa ω(Rn).

7 Conexidad de complejos cúbicos difusos

En esta sección se presentan definiciones relacionadas con el concepto de conexi-
dad para complejos cúbicos difusos y se demuestran algunas de sus propiedades.

La conexidad de un complejo cúbico difuso se define a partir de la conexidad
de sus a-niveles superiores cerrados.

Definición 8 Un complejo cúbico difuso K es conexo si todo a-nivel superior
cerrado K[a] es un complejo cúbico conexo.
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MATEMÁTICA DIFUSA Y COMPLEJOS CÚBICOS 211

En el caso de los complejos cúbicos difusos que no son conexos, el concepto
de máximo regional tiene un papel similar al de componente conexa.

Definición 9 Sea K un complejo cúbico difuso. Un máximo regional de K de
nivel a > 0 es un complejo cúbico ordinario L que satisface:

1. L es una componente conexa del complejo cúbico K[a].

2. Para todo b > a, L ∩K[b] = ∅.

De manera análoga, los mínimos regionales tienen un papel similar al de las
componentes conexas del complemento de un subconjunto del plano.

Definición 10 Un mínimo regional de nivel a, 0 < a < 1, de K es un complejo
cúbico ordinario L tal que

1. L es una componente conexa del complejo cúbico K[a].

2. Para todo b < a, L ∩K[b] = ∅.

Un mínimo regional de nivel 0 de K es una componente conexa de Bk(K).

Definición 11 Un extremo regional de nivel a de K es cualquier complejo cúbico
ordinario que es un máximo o un mínimo regional de nivel a de K.

Las celdas de un extremo regional de un complejo cúbico difuso están es-
trechamente relacionadas con las celdas difusas de dicho complejo cúbico, como
se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 3 Sea K un complejo cúbico difuso y L un complejo cúbico ordinario.

1. Si L es un máximo regional de K de nivel a, entonces, para cada celda
s ∈ L existe una única celda difusa s′ ∈ K tal que supp(s′) = s y
deg(s′) = a.

2. Si L es un mínimo regional de K de nivel a, 0 < a < 1, entonces, para
cada celda s ∈ L existe una única celda difusa s′ ∈ K con supp(s′) = s
y deg(s′) = a.

Demostración. Sólo se probará 1. Dado una celda s ∈ L, existe una única celda
difusa s′ ∈ K con s = supp(s′) y deg(s′) ≥ a. Si deg(s′) > a, definiendo
b = deg(s′) se tiene que s ∈ L∩K[b] con b > a, contradiciendo la definición de
máximo regional. Por tanto, deg(s′) = a.

Las componentes conexas de los a-niveles superiores cerrados de un com-
plejo cúbico difuso tienen propiedades similares a las de las componentes conexas
de un complejo cúbico ordinario.
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Lema 2 Si K es un complejo cúbico difuso y L1, L2 son componentes conexas
de K[a1] y de K[a2], respectivamente, con a1 > a2, entonces L1 ∩ L2 = ∅ o
L1 ⊂ L2.

Demostración. Basta observar que L1 es un subcomplejo conexo de K[a2] y que
L2 es una componente conexa de K[a2].

Teorema 4 Si K es un complejo cúbico difuso cerrado entonces sus máximos
regionales son complejos cúbicos cerrados.

Demostración. Si L es un máximo regional de nivel a de K, entonces su reali-
zación poliédrica |L| es una componente conexa del conjunto cerrado |K[a]| en
Rn y por tanto es un conjunto cerrado. Así, L es un complejo cúbico cerrado.

Este resultado es similar al correspondiente para las componentes conexas
de un conjunto cerrado en un espacio topológico ordinario.

En el caso de los mínimos regionales se tiene el siguiente resultado análogo.

Teorema 5 Los mínimos regionales de un complejo cúbico difuso abierto son
complejos cúbicos cerrados.

El siguiente teorema muestra la relación entre conexidad y máximos re-
gionales de un complejo cúbico difuso.

Teorema 6 Un complejo cúbico difuso K con rango finito es conexo si, y sólo
si, tiene un único máximo regional.

Demostración. Sean a1 < a2 < . . . < ak los elementos del rango de K. Si K es
conexo, entonces K[ak] es un máximo regional de nivel ak. Además, para todo
a < ak, K[a] es conexo y contiene a K[ak], por lo que no hay máximos regionales
de nivel a de K.

Ahora, si K tiene un único máximo regional, como cualquier componente
conexa de K[ak] es un máximo regional de nivel ak de K, se deduce que K[ak] es
conexo y corresponde al único máximo regional de K. Además, una componente
conexa L de K[ak−1] no es un máximo regional de K, por lo que L ∩ K[ak] �= ∅
y L∪K[ak] es un complejo cúbico conexo contenido en K[ak−1] y por tanto L =
L ∪ K[ak]. Así, K[ak] ⊂ L. Se deduce que K[ak−1] tiene una única componente
conexa y en consecuencia es conexo. El mismo razonamiento se puede aplicar a
los complejos cúbicos K[a] para los elementos restantes a en el rango de K. Por
tanto, K es conexo.

El resultado de este teorema no se cumple sin la hipótesis de que el rango
sea finito.
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Ejemplo 1 Considérese el complejo cúbico difuso K en R, formado por

1. Las 0-celdas cuyo soporte es {n+ 1/2} y cuyo grado es 1− 1/n.

2. Las 1-celdas con soporte {n− 1/2, n+ 1/2} y grado 1− 1/n,

para n ∈ N con n ≥ 2.
El complejo cúbico K[a] es conexo para todo a ∈ I , pero K no tiene máximos

regionales.
Además, si se agrega la 0-celda difusa con soporte {3/2} y grado 1, se

obtiene un complejo cúbico difuso con un único máximo regional, pero en el que
los complejos cúbicos K[a] no son conexos.

Sea K un complejo cúbico difuso con rango finito y sean a1 < . . . < ak, sus
elementos no nulos. Las componentes conexas de K[ak] son máximos regionales
de nivel ak de K. Además, si l < k, una componente conexa de K[al] es un
máximo regional de nivel al de K si, y sólo si, L ∩K[al+1] = ∅.

De forma similar, si el fondo de K es no vacío, definiendo a0 = 0, las
componentes conexas de K[a0] son mínimos regionales de K de nivel a0. Para
k > l > 0, una componente conexa de K[al] es un mínimo regional de K de nivel
al si, y sólo si, L ∩K[al−1] = ∅.

Teorema 7 Sea K un complejo cúbico difuso con rango finito

rank(K) = {a0, . . . , ak},

donde a0 < . . . < ak. Si L es un mínimo regional de nivel ai de K para algún
i < k y ai �= 0, entonces es una componente conexa de

(
K[ai+1]

)c.

Demostración. Basta observar que (K[ai+1])
c = K(ai+1) = K[ai] si i < k y

ai �= 0.

De forma similar se demuestra que si L es un máximo regional de nivel ai del
complejo cúbico difuso K, entonces es una componente conexa de (K[ai−1])c.

Utilizando este resultado, se deducen las siguientes propiedades de los ex-
tremos regionales.

Corolario 1 Sea K un complejo cúbico difuso con rango finito.

1. Si K es cerrado, sus mínimos regionales son complejos cúbicos abiertos.

2. Si K es abierto, sus máximos regionales son complejos cúbicos abiertos.
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8 Árboles de un complejo cúbico difuso

Con el fin de estudiar la forma en la que se relacionan entre sí los extremos
regionales de un complejo cúbico difuso, se pueden construir dos grafos a partir
de dichos extremos, siguiendo la idea utilizada en [17].

Un grafo no dirigido es una pareja G = (V,E) en la que V es un conjunto no
vacío cuyos elementos son los vértices del grafo y los elementos de E, llamados
aristas, son conjuntos de la forma {u, v} con u, v ∈ V y u �= v. Dos vértices
u, v son adyacentes si {u, v} ∈ E. El grafo G es conexo si para cualesquiera
dos vértices u, v existe una sucesión de vértices v0 = u, v1, . . . , vn = v tales que
{vi−1, vi} ∈ E para i = 1, 2, . . . , n. Un ciclo en G es una sucesión de vértices
v0, v1, . . . , vn tal que v0 = vn y para cada i = 0, . . . , n− 2 los vértices vi, vi+1

y vi+2 son distintos entre sí. Este ciclo es simple si los vértices v0, v1, . . . , vn−1

son distintos. Un grafo conexo que no tiene ciclos simples es un árbol.
Sea T = (V,E) un árbol en el que V es finito y sea r uno de sus vértices,

llamado raíz. A cada vértice v se le asigna un número natural l(v), llamado
su nivel, de la siguiente forma. La raíz r tiene nivel 0. Cada vértice que sea
adyacente a la raíz tiene nivel 1. Dos vértices de nivel 1 no pueden ser adyacentes
porque en ese caso se tendría un ciclo simple utilizando la raíz y estos vértices.
A cada vértice que sea adyacente a un vértice de nivel 1 y que no sea la raíz se le
asigna el nivel 2. Este proceso se puede continuar de forma inductiva. Así, cada
arista del árbol tiene vértices {u, v}, y se puede suponer que l(v) = l(u) + 1;
el vértice u es el inicio y el vértice v es el final de la arista y se dice que u
es antecesor de v o que v es sucesor de u. De acuerdo con esto, cada vértice
puede tener 0 o varios sucesores y cada vértice, excepto la raíz, tiene un único
antecesor. A un vértice que no tiene sucesores se le llama una hoja. Con esto
(V,E, r) es un árbol dirigido.

Utilizando las componentes conexas de los a-niveles de un complejo cúbico
difuso se pueden construir dos grafos.

Definición 12 Sea K un complejo cúbico difuso con soporte finito y con rango
finito rank(K) = {a0 = 0, . . . , ak}. Se construye un grafo no dirigido, deno-
tado por TK, de la siguiente manera. Los vértices del grafo son parejas orde-
nadas de la forma (L, i) donde L es una componente conexa del complejo K[ai].
Sus aristas son los conjuntos {(L1, i), (L2, i+1)} donde L1 es una componente
de K[ai], L2 es una componente de K[ai+1] y L2 ⊂ L1, para i ≥ 0.

Una propiedad importante de este grafo está dada en el siguiente teorema.

Teorema 8 El grafo TK es un árbol.
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Demostración. Para demostrar que TK es conexo, nótese que dado cualquier
vértice (L0, i+ 1) de TK, al ser L0 un complejo conexo contenido en K[ai], hay
una componente conexa L1 de K[ai] que lo contiene. Por inducción, se obtiene
una sucesión

(L0, i+ 1), (L1, i), . . . , (Li+1, 0)

en la que vértices consecutivos forman una arista del grafo. Como K[a0] = |Zn|,
se deduce que el grafo es conexo.

Supóngase ahora que (L0, i0), . . . , (Ln, in) es un ciclo simple de TK. Hay
dos posibilidades: i1 = i0+1 o i0 = i1+1. En el primer caso, L1 ⊂ L0. Si i1 =
i2 + 1 entonces L1 ⊂ L2 y L2 es una componente de K[ai0 ]

cuya intersección
con L1 es no vacía y por tanto L0 = L2, lo que contradice la definición de ciclo.
En consecuencia, i2 = i1 + 1 y L2 ⊂ L1. Por inducción, se deduce que

L0 ⊂ Ln−1 ⊂ . . . ⊂ L1 ⊂ L0

lo que contradice la definición de ciclo.

Este árbol puede hacerse un árbol dirigido tomando como raíz K[a0] = |Zn|.
En este caso, el vértice (L, i) es una hoja si, y sólo si, L es un máximo regional
de nivel ai.

De forma similar se define un grafo TK considerando las componentes de
los complejos K[ai]. Este grafo también es un árbol y, tomando como raíz a
K[ak] = |Zn|, los mínimos regionales corresponden a sus hojas.

9 Grupos de homología

A cada complejo cúbico difuso se le pueden asociar grupos de homología uti-
lizando sus a-niveles, de tal manera que se relacione su rango con el número de
máximos regionales.

Definición 13 Dado un complejo cúbico difuso K con soporte finito y rango
rank(K) = {a0, . . . , ak}, su m-ésimo grupo de homología de nivel ai se define
como

Hm(K, ai) = Hm(|K[ai]|, |K[ai+1]|).

El rango de este grupo es el m-ésimo número de Betti de nivel ai y se denota por
βm(K, ai).

En la definición anterior se consideran los grupos de homología singular de
las realizaciones poliédricas de los a-niveles indicados.
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Puesto que el 0-número de Betti del par (|K[ai]|, |K[ai+1]|) es igual al número
de componentes de K[ai] que no contienen elementos de K[ai+1], se obtiene el
siguiente resultado.

Teorema 9 El número de máximos regionales de nivel ai de un complejo cúbico
difuso K es β0(K, ai).

10 Aplicaciones

Las imágenes digitales binarias tienen un papel muy importante en la clasifi-
cación y reconocimiento de patrones en imágenes digitales. En [11] se encuentra
una excelente introducción a diversos conceptos que se han aplicado para estu-
diar propiedades topológicas de las imágenes digitales binarias, ya sean bidimen-
sionales o tridimensionales, utilizando elementos de matemáticas discretas. Por
ejemplo, para el caso bidimensional, una imagen digital binaria es una tétrada
(Z2, B,m, n) en la que B ⊂ Z2 es el conjunto de puntos negros, Z2 − B es
el conjunto de puntos blancos y {m,n} = {4, 8}; m indica el tipo de adyacen-
cia entre dos puntos negros y n el tipo de adyacencia entre dos puntos blancos
o entre un punto negro y uno blanco [23, 21, 11]. Utilizando estas adyacen-
cias se definen diversas propiedades topológicas de una imagen digital binaria,
tales como sus componentes (m-componentes del conjunto de puntos negros),
sus agujeros (n-componentes finitas del conjunto de puntos blancos) y su árbol
de adyacencias. Estas propiedades son muy importantes en las tareas de clasifi-
cación y reconocimiento de patrones y pueden determinarse mediante diferentes
tipos de algoritmos.

A fin de aplicar métodos de la topología algebraica, al conjunto de puntos
negros de una imagen binaria se le puede asociar un complejo cúbico [1, 3, 4,
21], que en el caso (m,n) = (8, 4) es de tipo cerrado, mientras que en el caso
(m,n) = (4, 8) es abierto [21]. Para ello, a cada p = (x1, x2) ∈ Z2 se le
asocia el complejo cúbico formado por las celdas que son caras de la 2-celda
s(x1, x2; {1, 2}). A este complejo se le llama realización geométrica del punto
p y se denota por |p|. En este caso, la realización geométrica cerrada de un
conjunto B ⊂ Z2, denotada por |B|, es el complejo cúbico cerrado formado por
la unión de las realizaciones geométricas de los elementos de B, mientras que su
realización geométrica abierta, denotada por |B|o, es el complejo cúbico abierto
dado por el interior de la realización geométrica cerrada. La Figura 2a muestra
un subconjunto B formado por 4 puntos de Z2, mientras que en las Figuras 2b
y 2c se muestra la realización poliédrica de su realización geométrica cerrada y
abierta, respectivamente.

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 24(2): 201–225, July 2017



MATEMÁTICA DIFUSA Y COMPLEJOS CÚBICOS 217

(a) (b) (c)

Figura 2: Realizaciones cerrada y abierta de un subconjunto de Z2.

Hay una relación estrecha entre las propiedades del conjunto B y las de su
realización geométrica. Por ejemplo, se puede demostrar que B es 8-conexo si,
y sólo si, su realización geométrica cerrada es un complejo cúbico conexo. De
igual forma, B es 4-conexo si, y sólo si, su realización geométrica abierta es un
complejo cúbico conexo. A partir de estos resultados se puede probar que hay
una biyección entre las componentes de una imagen binaria y las componentes
de su realización geométrica. Lo mismo ocurre con los agujeros. Además, sus
árboles de adyacencias son isomorfos. Por esto, se pueden utilizar los rangos
de los grupos de homología del complejo cúbico resultante para determinar el
número de componentes y el de agujeros [3, 9, 18]. También se utilizan estos
grupos de homología para definir la característica de Euler de una imagen bina-
ria. Un análisis similar se realiza en el caso tridimensional [5].

Para el estudio de las imágenes digitales en tonos de gris se han extendido
algunos de los conceptos anteriores utilizando conjuntos difusos [24, 25]. Para
este tipo de imágenes también se han definido diversas características topoló-
gicas, como sus extremos regionales y sus árboles de componentes [7, 19, 17].
Sin embargo, en la literatura no hay aplicaciones de la matemática difusa a este
tipo de imágenes mediante herramientas de la topología difusa. Para ilustrar el
uso de la teoría desarrollada en este artículo, se muestra cómo se puede asociar
a una imagen en tonos de gris un complejo cúbico difuso y cómo se relacionan
las propiedades topológicas de la imagen con las del complejo cúbico difuso
resultante.

Definición 14 Una imagen digital bidimensional en tonos de gris es una tétrada
P = (Z2, F, k, l) en la que F es un subconjunto difuso de Z2 cuyo soporte es
finito y {k, l} = {4, 8}. El rango de F se representa por rank(F ) = {a0 =
0, a1, . . . , at}
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Una imagen binaria es un tipo particular de imagen en tonos de gris, en la
que rank(F ) = {0, 1}, F (p) = 0 si p es un punto blanco y F (p) = 1 si p es un
punto negro.

A diferencia del caso binario, los valores de k y l se utilizan para definir los
máximos regionales y los mínimos regionales.

Definición 15 Un máximo regional de nivel ai > 0 de una imagen en tonos
de gris P = (Z2, F, k, l) es una k-componente de F[ai] que no contiene ele-
mentos de F[ai+1]. Un mínimo regional de nivel ai < 1 de esta imagen es una
l-componente finita de F [ai] que no tiene elementos de F [ai−1].

Estas definiciones generalizan las de componente y agujero de una imagen
binaria, respectivamente.

A partir del conjunto difuso F se puede construir un complejo cúbico difuso
llamado realización geométrica de la imagen en tonos de gris. La construcción
depende del tipo de adyacencia correspondiente.

Definición 16 Dada una imagen en tonos de gris P = (Z2, F, 8, 4) se construye
un complejo cúbico difuso de la siguiente manera. Si s = (x1, x2; Λ) es una
celda en |Z2|, se define G(s) como:

1. G(s) = max{F (x1, x2), F (x1+1, x2), F (x1, x2+1), F (x1+1, x2+1)}
si Λ = ∅,

2. G(s) = max{F (x1, x2), F (x1, x2 + 1)} si Λ = {1},

3. G(s) = max{F (x1, x2), F (x1 + 1, x2)} si Λ = {2},

4. G(s) = F (x1, x2) si Λ = {1, 2}.

A cada celda s con G(s) �= 0 se le asocia una celda difusa s′ cuyo soporte es
s y cuyo grado de pertenencia es G(s). El conjunto de las celdas difusas s′

construidas de esta forma es un complejo cúbico difuso llamado la realización
geométrica de la imagen P y se denota por |P |.

Nótese que, de acuerdo con esta definición, G(s) = F (p) para algún p tal
que s ∈ |p|.

Definición 17 Dada una imagen en tonos de gris P = (Z2, F, 4, 8) se construye
un complejo cúbico difuso de la siguiente manera. Si s = (x1, x2; Λ) es una
celda en |Z2|, se define H(s) como:
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1. H(s) = min{F (x1, x2), F (x1+1, x2), F (x1, x2+1), F (x1+1, x2+1)}
si Λ = ∅,

2. H(s) = min{F (x1, x2), F (x1, x2 + 1)} si Λ = {1},

3. H(s) = min{F (x1, x2), F (x1 + 1, x2)} si Λ = {2},

4. H(s) = F (x1, x2) si Λ = {1, 2}.

A cada celda s con H(s) �= 0 se le asocia una celda difusa s′ cuyo soporte es
s y cuyo grado de pertenencia es H(s). El conjunto de las celdas difusas s′

construidas de esta forma es un complejo cúbico difuso llamado la realización
geométrica de la imagen P y se denota por |P |.

En este caso también se cumple que H(s) = F (p) para algún p tal que
s ∈ |p|.

Los siguientes dos teoremas muestran la relación que existe entre las sec-
ciones de una imagen en tonos de gris y las de su realización geométrica.

Teorema 10 Sea P = (Z2, F, 8, 4) una imagen en tonos de gris. Para cada
a ∈ I se cumple

|F[a]| = |P |[a],

es decir, la realización geométrica cerrada del a-nivel superior cerrado del con-
junto difuso F es igual al a-nivel superior cerrado de la realización geométrica
de la imagen P .

Demostración. Supóngase primero que a > 0 y que s es una celda de |F[a]|.
Existe p = (x1, x2) ∈ Z2 tal que F (p) ≥ a y s ∈ |p|. Hay 9 posibles casos
para s:

s(x1 − 1, x2 − 1; ∅) s(x1, x2 − 1; ∅) s(x1 − 1, x2; ∅)
s(x1, x2; ∅) s(x1, x2 − 1; {1}) s(x1, x2; {1})
s(x1 − 1, x2; {2}) s(x1, x2; {2}) s(x1, x2; {1, 2}).

En cualquiera de ellos se verifica que G(s) ≥ F (p).
Por ejemplo, si s = s(x1 − 1, x2 − 1; ∅), entonces

G(s) = max{F (x1 − 1, x2 − 1), F (x1, x2 − 1), F (x1 − 1, x2), F (x1, x2)}
≥ F (x1, x2).

Por lo tanto, la celda difusa s′ cuyo soporte es s y cuyo grado es G(s)
pertenece a |P | y en consecuencia s ∈ |P |[a].

Ahora, si s ∈ |P |[a], entonces s = supp(s′) para alguna celda difusa s′ ∈ |P |
con deg(s′) ≥ a. De acuerdo con la definición de |P |, deg(s′) = F (p) para
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algún p = (x1, x2) ∈ Z2. Si, por ejemplo, s = s(x1 − 1, x2 − 1; ∅) entonces
s ∈ |p| con F (p) ≥ a, es decir, s ∈ |F[a]|.

Cuando a = 0, es claro el resultado.

Teorema 11 Sea P = (Z2, F, 4, 8) una imagen en tonos de gris. Para cada
a ∈ I se cumple

|F [a]| = |P |[a].

Demostración. Si s es una celda en |F [a]|, entonces existe p = (x1, x2) ∈ Z2 tal
que F (p) ≤ a y s ∈ |p|. De forma similar a la demostración del teorema anterior,
se prueba que H(s) ≤ F (p). En el caso H(s) = 0, se deduce que s ∈ Bk(|P |),
mientras que si H(s) > 0, la celda difusa s′ con soporte s y grado de pertenencia
igual a H(s) está en |P |. En ambos casos, se concluye que s ∈ |P |[a]. Ahora,
si s ∈ |P |[a] y s /∈ Bk(|P |), entonces s = supp(s′) para algún s′ ∈ |P | con
deg(s′) ≤ a. Esto implica, razonando como en la demostración del teorema
previo, que s ∈ |p| para algún p con F (p) ≤ a, por lo que s ∈ |F [a]|. En el caso
s ∈ Bk(|P |), es claro que s ∈ |F [a]|.

Utilizando los resultados anteriores y el teorema 1 es inmediata la siguiente
propiedad de la realización geométrica de una imagen en tonos de gris, de acuerdo
con el tipo de adyacencia correspondiente.

Teorema 12 La realización geométrica de una imagen P = (Z2, F, 8, 4) es un
complejo cúbico difuso cerrado.

De forma similar se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 13 La realización geométrica de una imagen P = (Z2, F, 4, 8) es un
complejo cúbico difuso abierto.

Los siguientes teoremas muestran la estrecha relación que hay entre los ex-
tremos regionales de una imagen y los de su realización geométrica como com-
plejo cúbico difuso.

Teorema 14 Sea P = (Z2, F, 8, 4) una imagen en tonos de gris y M ⊂ Z2. El
conjunto M es un máximo regional de P si, y sólo si, su realización geométrica
cerrada es un máximo regional de la realización geométrica de P .

Demostración. Supóngase que M es un máximo regional de nivel ai de P . Por
definición, M es una 8-componente de F[ai], con ai = F (x) para algún x en
M y, por tanto, su realización geométrica es un subcomplejo conexo de |P |[ai].
Si s es cualquier celda en |P |[ai] tal que |M | ∪ {s} es conexo, entonces existe
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p ∈ Z2 tal que s ∈ |p| y F (p) ≥ ai. Con esto, |M ∪ {p}| = |M | ∪ |p| también
es un complejo cúbico conexo, por lo que M ∪ {p} es un conjunto 8-conexo
contenido en F[ai]. Esto implica que p ∈ M y por tanto s ∈ |M |. Así, |M | es
una componente conexa de |P |[ai].

Ahora, si |M | contiene algún elemento de |P |[ai+1], entonces existe una celda
s tal que s ∈ |p| para algún p ∈ M y s es el soporte de una celda difusa s′ en
|P | con deg(s′) ≥ ai+1. Como deg(s′) = F (q) para algún q tal que s ∈ |q|, el
complejo cúbico |M | ∪ |q| es conexo, lo que implica que M ∪ {q} es 8-conexo
y por tanto q ∈ M , con F (q) = deg(s′) ≥ ai+1, contradiciendo que M es un
máximo regional de nivel ai.

Supóngase ahora que |M | es un máximo regional de nivel ai de |P |. Como
|M | es conexo, M es 8-conexo. Además, para cada p ∈ M , la 2-celda s(p, {1, 2})
es el soporte de una celda difusa s′ en |P |, con grado de pertenencia G(s) =
F (p) ≥ ai. Así, M ⊂ F[ai]. Si p es 8-adyacente a M y p ∈ F[ai], en-
tonces |M | ∪ |p| es un complejo cúbico conexo contenido en |P |[ai], por lo que
|p| ⊂ |M |. Por tanto, p ∈ M y M es una 8-componente de F[ai]. Además, si M
contiene algún elemento p de F[ai+1] entonces la celda s = s(x1, x2; {1, 2}) es
el soporte de una celda difusa s′ de |P | con deg(s′) ≥ ai+1 y s ∈ |M |, contradi-
ciendo que |M | es un máximo regional de nivel ai de |P |.

Como consecuencia de este teorema se tiene el siguiente resultado.

Teorema 15 El árbol superior de una imagen en tonos de gris P = (Z2, F, 8, 4)
es isomorfo al árbol superior de su realización geométrica.

Un resultado similar se obtiene en el caso de las imágenes de tipo (4, 8) para
sus mínimos regionales.

Teorema 16 Sea P = (Z2, F, 4, 8) una imagen en tonos de gris y M un sub-
conjunto finito de Z2. El conjunto M es un mínimo regional de P si, y sólo
si, su realización geométrica cerrada es un mínimo regional de la realización
geométrica de P .

11 Conclusiones y trabajo futuro

En este artículo se ha mostrado cómo se puede generalizar el concepto de com-
plejo cúbico utilizando elementos de matemática difusa y se han demostrado
algunas de sus propiedades básicas. El teorema 2 permite concluir que la ge-
neralización propuesta es una buena extensión del concepto de complejo cúbico
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en el sentido propuesto por Lowen. El lema 2 y el teorema 4 muestran que el
concepto de máximo regional propuesto generaliza el de componente conexa.

Aunque los grupos de homología propuestos para un complejo cúbico difuso
están definidos a partir de grupos de homología singular de pares de espacios
topológicos, en el caso de los complejos cerrados o abiertos es posible estudiar
sus propiedades a partir de la teoría de los complejos cúbicos ordinarios. A dife-
rencia de otras propuestas para definir grupos de homología asociados a objetos
de la matemática difusa, el teorema 9 muestra que el rango del 0-grupo de ho-
mología definido en este artículo se relaciona de manera cuantitativa con una
propiedad de conexidad del complejo cúbico difuso correspondiente.

Las definiciones 16 y 17 muestran cómo se puede construir un complejo
cúbico difuso a partir de una imagen en tonos de gris, dependiendo del tipo
de adyacencia empleado. Los teoremas 14, 15 y 16 muestran que el complejo
cúbico difuso correspondiente tiene propiedades topológicas similares a la de
la imagen digital correspondiente. Puesto que las secciones de este complejo
cúbico difuso son complejos cúbicos ordinarios, esto permitirá aplicar herra-
mientas de la topología algebraica al estudio de las imágenes en tonos de gris.

Como trabajo futuro se plantea buscar métodos que faciliten el cálculo del
rango de los grupos de homología de un complejo cúbico difuso mediante trans-
formaciones homotópicas. También se plantea investigar el significado del rango
de los grupos de homología de órdenes superiores de estos complejos cúbicos di-
fusos y sus implicaciones en el estudio de las imágenes en tonos de gris. De igual
manera, se plantea investigar la existencia de invariantes topológicos similares
a la característica de Euler para esta clase de complejos cúbicos y determinar
su utilidad en el estudio de las imágenes digitales en tonos de gris. Por último,
se pueden investigar las aplicaciones de la teoría desarrollada en el análisis de
imágenes digitales en dimensiones superiores.
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