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Filtragem de sinais via limiarizacdao de coeficientes wavelet

Signal denoising via wavelet thresholding
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Resumo

O presente artigo aborda o tépico de filtragem de sinais via limiarizagdo de coeficientes wavelets. E apresentada uma revisdo
dos principais resultados da drea, desde os artigos cldssicos e seminais até artigos no estado da arte, com enfoque em aplicagdes
e aspectos metodoldgicos de filtragem wavelet. Uma breve discussdo sobre transformadas wavelets é dada, assim como uma
descrigdo detalhada e diddtica do método de limiarizagdo de coeficientes wavelets. Os principais métodos de determinagdo de
limiares de truncamento sio descritos e aplicados em filtragem de sinais unidimensionais e bidimensionais. Esses experimentos
evidenciam o bom desempenho da técnica de filtragem associada a transformada wavelet.

Palavras-chave: Andlise multirresolugdo, filtragem de sinais, limiarizagdo, wavelet.

Abstract

The current work addresses topics related to signal filtering via wavelet shrinkage. Wavelets techniques applied to signal filtering
go back to the 80’s and an overview about the main results in the area are presented, as well as the most recent contributions,
concerning applications and methodological aspects involved. A short discussion about wavelets and a detailed presentation about
the threshold operation are given. The main methods to define the threshold values are also described and their performances are
tested through numerical simulations for 1D and 2D data. The presented results highlight the potential of associating wavelet
methods to signal denoising techniques.
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1 Introducao

o final da década de 80, dois trabalhos inova-
Ndores, um devido a Ingrid Daubechies (Daubet

chies, [1988) e outro a Stéphane Mallat (Mallat,
1989), estabeleceram uma base matematica sélida para
o desenvolvimento de métodos wavelets. Eles apresen-
taram a comunidade cientifica o grande potencial de
se decompor sinais (imagens, volumes, séries tempo-
rais) em suas componentes elementares ao longo de
diferentes escalas. Daubechies construiu a primeira base
ortogonal de fun¢des wavelets com suporte compacto
(fungdes ndo nulas apenas em um intervalo limitado
e fechado da reta), enquanto que Mallat identificou o
importante conceito de andlise multirresolu¢do (AMR).
A AMR, considerada a pedra fundamental da teoria
moderna de métodos wavelets, permitiu a obten¢do de
algoritmos rdpidos para as transformadas wavelets dis-
cretas através de seus filtros. Desde entdo, a quantidade
de aplicagdes em diferentes dreas da ciéncia e da en-
genharia cresceu continuamente, sendo que estes dois
artigos estdo entre as contribui¢des mais relevantes e
mais citadas na literatura cientifica. Até 2003 cada um
desses trabalhos possuia mais de 1500 cita¢Ges, segundo
levantamento feito em [Unser et al.| (2003). De 14 para c4,
segundo a base de dados do Google Scholar, no inicio
do ano de 2014, os artigos |Daubechies| (1988) e Mallat
(1989) possuiam, respectivamente, 8218 e 17911 citagdes.
Neste cendrio, nas tltimas décadas os métodos wavelet
tém conquistado espago frente aos tradicionais métodos
de Fourier. Isso se deve, especialmente, a capacidade
natural das wavelets de representar dados ndo estacio-
ndrios e lidar com caracteristicas desses dados, contidas
em varios niveis de resolucdo (Mallat, 2008).

Outra importante questdo que tem estimulado a pes-
quisa de métodos wavelets é a busca por representacoes
esparsas de sinais. Essas representa¢des trazem vanta-
gens imediatas para aplicagdes envolvendo regulariza-
¢do, compressdo de dados e redugdo de ruido. Neste
sentido, o trabalho pioneiro que associa wavelets a mé-
todos estatisticos é o de David Donoho e lain Johnstone
(Donoho e Johnstone, (1992} 1998), no qual o grande in-
sight sobre transformadas wavelets explorado é o poder
de transformar sinais densos em vetores esparsos com
relativamente poucas entradas significativas. A partir
deste trabalho, que representou o marco zero na andlise
por trés da teoria de wavelets com conceitos e aplicagdes
em estatistica, wavelets tém sido utilizadas extensiva-
mente nos mais diferentes topicos estatisticos (Abramo{
vich et al.,|2000; Nason e Silverman, |2000; Nason), [2011).
Algumas importantes dreas nas quais os métodos wa-
velet tém contribuido significativamente sdo: estimagao
de densidade (Donoho et al.,[1996; Miiller e Vidakovic,
1998; Herrick et al.,2001; Davies e Kovac, 2004; Reynaud-

Bouret et al| 2011), problemas inversos (Angulo e Ruiz{
Medina, (1999), deteccdo de pontos de mudanga e de
bordo (Daubechies, [1992; Mallat e Hwang), (1992; Wang,
1995} Bailey et al} 1998} |Ogden e Lynch) [1999; Xue et al.|
2014), andlise de séries temporais (Morettin, (1996} Pri{
estley), 1996; Morettin| (1997} |Percival e Walden, 1999;
Nason et al., 2000; Bayer e Souza, [2010; Tapani e Kozake{
vicius| [2012), regressdo ndo paramétrica (P. e Silverman)
1994; [Fox, 2000; Nason e Silverman), 2000; [Fox| [2002) e
reducdo ou anula¢do de ruidos em sinais (Donoho e
Johnstone, [1994b; |Donoho et al.,[1995; Donoho e Johns
tone, |1995; Johnstone e Silverman, 2005; Poornachandral
2008; Bayer e Kozakevicius, 2010).

Dentre estes varios topicos de pesquisa, a filtragem
de sinais, tema central deste artigo, tem mantido pa-
pel de destaque (Singer et al., 2009), uma vez que sinais
sdo inevitavelmente corrompidos por ruidos durante sua
aquisic¢do ou transmissdo. O principal objetivo dos proce-
dimentos de filtragem é remover esses ruidos, mantendo
as caracterfsticas importantes do sinal. No entanto, esta
ndo é uma tarefa facil ou imediata, especialmente no
caso de sinais biomédicos, para os quais a manutencado
das informacoes relevantes do sinal é fundamentalmente
necessdria na realizagdo de diagnoésticos posteriores (Mo{
chimaru e Fujimoto), 2002).

Novamente nesta drea Donoho e seus colaboradores
tém um papel seminal, abrindo uma nova linha de pes-
quisa e um novo modo de tratar os problemas através de
um formalismo envolvendo técnicas analiticas (Donoho
e Johnstone| [1994bja; Donoho) [1995;|Donoho e Johnstone),
1995; Donoho et al., [1995; Donoho e Johnstone| (1998).
Estes trabalhos encontram-se publicados em importan-
tes periédicos como Biometrika, Journal of the American
Statistical Association, Journal of the Royal Statistical Soci-
ety: Series B, IEEE Transactions on Information Theory e
The Annals of Statistics, apresentando aspectos teéricos
e praticos a respeito de filtragem wavelet por meio de
limiarizagdo dos coeficientes wavelet, técnica abordada
em detalhes na Secao

O método de filtragem wavelet pode ser entendido
como um problema em regressdo ndo-paramétrica. O
modelo de regressdo paramétrico usual pode ser escrito
como

Yi= f(:B/xi) +e€i,

no qual f(-) é uma funcdo linear, B é o vetor paramétrico
a ser estimado, x; é o vetor de covaridveis preditoras
conhecidas e ¢; é o termo de erro, ou ruido, assumido
independente e normalmente distribuido, com média
zero e variancia constante, isto é, €; ~ N (0,02). No
caso do modelo de regressdo linear normal cldssico o
vetor paramétrico B é estimado via método dos minimos
quadrados ordindrios. J4 o modelo de regressdo nao-
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paramétrico pode ser escrito por

vi=f(xi) +ei

Neste caso, o objetivo é recuperar a fungdo f a partir
dos dados com ruido, y;, sem assumir qualquer estru-
tura paramétrica para f (Abramovich et al., 2000). Uma
solucdo bdésica para esta abordagem nédo paramétrica é
considerar a fungdo desconhecida f expandida como
uma série de Fourier e entdo estimar os coeficientes de
Fourier a partir dos dados (Abramovich et al., 2000; Mo¢
rettin, [1996). Contudo, em uma abordagem envolvendo
expansdes em série wavelet, esta fungdo desconhecida f
é estimada por meio da limiariza¢do ou encolhimento
dos coeficientes wavelet da expensdo da f. Esta tltima
abordagem ¢é a considerada neste trabalho.

Nos tltimos anos, os procedimentos de filtragem de
sinais por meio de limiarizagdo ou encolhimento dos
coeficientes wavelets vém ganhando muita atencdo da
comunidade cientifica, como pode ser visto em (Chang
et al.l 2000; |Chen e Hanl 2005; Johnstone e Silverman|,
2005; [Smith et al., 2008; Poornachandral 2008} |Bayer e
Kozakevicius, 2010; Kamilov et al.,, 2012; [Lun et al., 2012;
Remenyi e Vidakovic, |2013). Esses trabalhos abordam
aspectos tedricos e praticos sobre transformada wavelet
em filtragem de sinais. Algumas aplicages recentes de
filtragem wavelet incluem: filtragem de sinais biomé-
dicos (Kozakevicius et al., 2005), filtragem de imagens
e compressdo (Chang et al) 2000), filtragem de ima-
gens hiper-espectrais (Chen e Qian, 2011), reducéo de
ruidos speckle em image de radar de abertura sinté-
tica (Parrilli et al.|, 2012), suavizagdo de dados genomi-
cos (Hatsudal 2012), detec¢cdo de anomalias em imagens
de sonar (Nelson e Kingsbury} 2012) e em imagens bio-
médicas (Asadzadeh et al.,[2013), atenuacdo de ruidos
sismicos (Goudarzi e Riahi, [2012), e redugéo de ruidos
para sinais caéticos (Han e Chang), |2013).

Nesta perspectiva, dada a importancia e o cresci-
mento do tema nas tltimas décadas, torna-se relevante a
proposicdo de textos em portugués que situem o estado
da arte na 4rea, ao mesmo tempo que revisem aspectos
tedricos classicos relacionados. Este trabalho tem como
objetivo trazer uma contribui¢do neste sentido, abor-
dando de maneira didatica técnicas wavelet aplicadas a
filtragem de sinais unidimensionais e bidimensionais.

Para cumprir o objetivo proposto, este trabalho apre-
senta na Secdo 2 uma introdugdo para a transformada
wavelet discreta através do conceito de andlise multirre-
solugdo. Além disso, formulagdes para as transformadas
1D e 2D e suas inversas sdo apresentadas na forma ma-
tricial. Na Segdo [3|é apresentada a técnica de filtragem
de sinais utilizando limiarizagdo de coeficientes wavelet,
bem como um breve resumo sobre os principais métodos
disponiveis na literatura. Aplica¢des em dados reais e
simulados, unidimensionais e bidimensionais, sdo apre-

sentadas na Segdo [ e as consideragdes finais sdo entdo
feitas na tltima secéo.

2 A transformada wavelet

Existem vérias familias de funcées wavelets, cada uma
satisfazendo uma série de propriedades, a partir das
quais suas formulagdes sdo obtidas. Neste trabalho sdo
consideradas as fungdes wavelets da familia de Dau-
bechies, que possuem suporte compacto, sdo ortonor-
mais e formam uma base para o espaco das fungdes de
quadrado integravel, L?(IR). O enfoque principal desta
secdo é a formulacdo de transformadas discretas envol-
vendo as wavelets de Daubechies. Para uma abordagem
aprofundada sobre representacdo multirresolucéo e a
construgcdo de wavelets ortonormais, recomenda-se a
referéncia cldssica de |[Daubechies|(1988). J4 para uma
abordagem mais aplicada e com enfoque nos algoritmos
rdpidos das transformadas wavelets, recomenda-se a
tese de Olé Nielsen (Nielsen), [1998).

Na analise de Fourier, os dados representados em
relacdo a varidvel tempo (ou espago) sdo transformados
e representados em relagdo a frequéncia. No entanto, a
informacdo quanto a localizagdo de uma certa frequéncia
dentro destes dados (sinal, fungdo ou imagem) é perdida.
Na anélise wavelet, diferentemente da anterior, os dados
sdo representados em relagdo tanto ao tempo quanto
a um segundo novo pardmetro: a escala. Essa nova
abordagem permite uma fatoracdo dos dados (discretos
ou continuos) de tal modo que estes fiquem localizados
em ambos dominios, o que torna as wavelets uma forte
ferramenta para andlise de sinais ndo-estaciondrios, ou
com descontinuidades.

Uma das diversas maneiras de se introduzir a te-
oria sobre fung¢bes wavelets ortonormais é através do
conceito de andlise multirresolugdo (AMR). O principal
objetivo da AMR é oferecer uma infraestrutura para
que as fungdes em L2(IR) possam ser representadas de-
pendendo de diferentes escalas (ou niveis de resolu-
¢do). Assim, simplificadamente, uma AMR pode ser
definida por uma familia de subespagos encaixados de
L*(R), 0... C V; C Vjy1 C ...L*(R), cuja unido é
densa no espaco todo e a interseccdo é apenas a trivial
(o subespaco nulo). Cada subespago V;,j € Z, esta
relacionado com os demais V;_; e Vj;; por fatores de
escala: f(x) € V; = f(2x) € Vj,1. Existe uma base
ortonormal B para o espago V), dada por translacdes
de uma mesma funcdo ¢(x), chamada fungdo escala:
B ={¢(x —k),k € Z}. Assim, devido a relagdo de es-
cala entre os espagos encaixados, {¢(2/x —k),k € Z} é
uma base para Vj e {¢;i(x) = 2012¢(2Ix — k), k € Z} é
a base ortonormal correspondente.

Além dos subespagos iniciais que geram a estrutura
da AMR, existem seus complementos ortogonais, W;,
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tais que W; & V; = Vj,1. Esses conjuntos sdo também
subespagos vetoriais encaixados, W;_1 C W; C Wy,
cujas bases também preservam os mesmos fatores de
escala entre os niveis. Denotam-se as func¢oes wavelets
por Y(x)jx = 2i/2y(2/x — k), em que j é o nivel e k é o
parametro de translagdo em relagdo ao nivel j, sendo as
fungdes ortonormais geradoras dos subespacos W, j €
Z.

Em uma andlise multirresolucdo, dada uma funcao
f(x) € L*(R), sua discretizagido em um nivel de resolu-
¢do j pode ser interpretada como sendo a projegao desta
fungdo no subespaco Vj, cuja expansdo em série € dada

por
“+o0

Yo cikdix(x), 1)

Py f(x) =
sendo {c;j }kez denominados coeficientes de escala.
Como V] = V]-_l ® W]-_l,Vj, a projecdo de f no es-
pago Vj pode ser dada pela soma das projegdes de f em
Vi eW 1, Pvf = Py, f+ Pw,, f, e assim uma nova
expansdo de f, equlvalente ada equagao [1} é obtida:

Py f(x )+ Z dj 1 xj-1x(x).

@)
Os coeficientes {d;_1 x }xcz sdo denominados coeficien-
tes wavelets (ou de detalhe) e sdo responsaveis pela re-
presentagdo de informacdes complementares existentes
entre as resolugdes j e j — 1. Dessa forma, os coeficientes
de escala representam as informagdes médias presentes
em ambas resolugdes.
Como o objetivo principal em uma AMR é permitir
a representacdo de f em varios niveis de resolugdo, a
decomposigdo de f pode ser feita, partindo de um nivel
mais refinado M até que um certo nivel mais grosseiro
jo seja atingido. Dessa forma a decomposi¢do da f
envolvendo sua fatoragdo nos niveis M — 1 até jy é dada
da seguinte maneira:

Z Cj—1kPj—1k(x

k=—o0

+o0 M—-1 +oo

Yo Cioxdbiok(X)+ Y Y disiktia(x).

=— J=o k=—c0
3)

PVMf(x) =

No caso das aplicagdes, todos os espagos V; e W; tém
dimensdo finita T; = 2/ e com isso todos os somatérios
nas expansdes (1), @) e (3), envolvendo as posi¢des em
cada nivel, também sdo finitos. Analogamente, os coe-
ficientes de escala e wavelet podem ser pensados como
vetores de tamanho T; = 2J, conforme o nivel j.

Assim como a familia de wavelets de Daubchies,
muitas outras ndo possuem formulacéo analitica e sdo
definidas apenas via sistemas obtidos através de suas
propriedades. Dentre as principais estd a relagdo de
escala, que associa cada familia de fungdes {¢;(x) }kez
e {¢;x(x) }rez, geradoras dos espagos V; e W, a filtros

ay e by com largura finita 2N, permitindo a obten¢do dos
valores dessas fungoes de forma recursiva:

2N—-1

¢(x) =v2 ) mp(2x—k), (4)
k=0
2N—1

P(x) = V2 Y bep(2x k). 5)
k=0

A determinagao desses filtros também depende da capa-
cidade das funces escala de representarem exatamente
fungdes polinomiais até um certo grau N. Com isso, os
coeficientes wavelets para estas fun¢des polinomiais é
zero, sendo portanto denominada propriedade dos N
momentos nulos. Na verdade hd uma associag¢do biuni-
voca (identificagdo) entre o conjunto de filtros e a familia
de wavelets obtida. Para uma discussdo completa em
relacdo ao calculo dos filtros, novamente recomenda-se
o texto classico de |Daubechies| (1988).

Considerando que b; = (—1)'ayy_1_;, com I =0,1,2,
...,2N —1, e ainda a ortogonalidade da base, as equa-
coes (@) e (B) induzem uma relagdo entre os coeficien-
tes de escala {c;;}rez de um nivel mais fino j com as
sequéncias de coeficientes {c; 1}tz € {d;_1x}rez nO
nivel imediatamente mais grosseiro, envolvendo apenas
os filtros ay e by. Isto produz um algoritmo rapido e acu-
rado, denotado algoritmo de Mallat ou piramidal, que
define a transformada wavelet discreta (TWD) rapida
para um ou mais niveis de decomposi¢do (Mallat, [2008),
dado por:

IN-1

ik = Y, @Cj12k+l, (6)
1=0
IN-1

diix= Y bicji—1pk41- @)
1=0

As Equagoes () e (7), que definem a TWD rapida
para um nivel de decomposigdo, podem ser escritas na
forma matricial, caso os coeficientes sejam representados
por vetores finitos:

ijl = A] : C]' e d]‘,l = B]‘ : C]',

sendo ¢; 1 o vetor com os coeficientes escala e d; 1 o
vetor com os coeficientes wavelets apés um nivel de
fatoragao.

Como ilustragdo, fixando-se os filtros a; e by de ta-
manho 2N = 6, as matrizes A]- e B]-, para j = 4, tém a
seguinte forma:

ag ay az az dg as
ag ai az az day as
ag ay az as a4 as
ag ay az as dg as
] ap ay az as ay as ’
ap a4y az as a, das
ay as ag ay ax as
ap a3 a4 as ap a1
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by by by b3 by bs
by by by b3 by bs
by by by b3 by bs
by by by b3 by bs

B; = by by by by by bs
by by by by by bs
by bs by by by by
by by by bs by by

Desta maneira, a matriz Q s 2 % 2, que representa a
transformada wavelet discreta em apenas um nivel, tem
as matrizes Aj e Bj como blocos:

A; i
Qj-cj:[#j}.cj:[;fjﬂ. ®)

No caso da familia de wavelets de Daubechies, a matriz
Q; é uma matriz ortogonal, ou seja, Q;l = Q].T.

Para a decomposi¢do em mais niveis, apenas os coe-
ficientes de escala ¢; 1 sdo decompostos, enquanto que
o vetor de detalhes d;_; permanece inalterado. Isso faz
com que a matriz da transformada para os demais niveis
de decomposi¢do (j —1,j —2,...,jo) seja formada por
um bloco de matriz identidade e um bloco de matriz do
tipo Qs, coms =j—1,j —2,...,jo, conforme a equagdo
(8). Neste exemplo, a matriz Qs de ordem 2%, que re-
presenta a decomposicdo em qualquer um dos demais
niveis da transformacéo é dada por:

sendo Iy, 4) @ matriz identidade de ordem k = k(s 4) =

2% — 2% e Q; 0 bloco de ordem 2°.

Neste exemplo, assume-se ainda periodicidade na
transformada, como pode-se observar pelos filtros dis-
postos de forma circular nas matrizes A; e B;. Essa
hipétese é necessédria para que se possa tratar sinais
representados por vetores de dimensao finita. Existem
outras possibilidades para tratamento de fronteira, como
por exemplo a apresentada em (Cohen et al|(1993), no
qual uma nova base de fun¢des wavelets, ajustadas as
fronteiras do intervalo, sdo construidas. Um outro en-
foque seria aplicar técnicas de extrapolagdo aos dados e
preservar a estrutura periédica da transformada, como
feito em [Kozakevicius e Schmidt (2013).

A transformada wavelet discreta composta de M — 1
niveis, pode ser entdo representada matricialmente da
seguinte forma:

d=W-g,

com o vetor contendo todos as componentes vetoriais
da decomposigdo wavelet dado por:

d= (Cfofd' dj0+1" o 'del)T’

Jo”

em que

— (o ) T
<o = (¢jo,00 'Cjo,zlofl) ’

_ ) T
dj() - (df0,0/ tUe rd]'olzfofl) ’

dy—1 = (dy—1,0,- - ,dM_l,zmq_l)T

sdo chamados de sub-bandas (Morettin, [1999). Os ele-
mentos c; x capturam oscilagdes de baixa frequéncia,
enquanto que d;; capturam oscilagdes de alta frequén-
cia. Os coeficientes djy;_1; representam a escala fina
(detalhes dos dados), enquanto c;  x e dj x representam
a escala mais grossa (parte suave dos dados) (Morettin,
1999).

A matriz ortogonal contendo todos os niveis de de-
composigdo é dada por:

W=0Q; Qj+1- Qum-1-Qum-

Pela ortogonalidade da transformacéo, obtém-se a trans-
formada inversa através de:

c=W'.d

Um exemplo visual da transformada wavelet pode
ser verificada na Figura Esta é uma decompo-
si¢gdo AMR em cinco niveis do sinal representado na
Figura

Para aplica¢do em sinais bidimensionais (imagens),
a transformada wavelet também pode ser representada
matricialmente. Supondo que A seja a imagem original,
representada por uma matriz, a transformada wavelet
bidimensional é obtida da seguinte maneira:

B=W-A-W', )

sendo B a matriz de coeficientes wavelets. A Equacédo
(9) pode ser expressa por M transformagdes unidimensi-
onais aplicadas as linhas de A, seguido de M transfor-
macoes unidimensionais aplicadas as colunas da matriz
resultante. A transformada inversa bidimensional é en-
tdo obtida de forma imediata através da formulacdo
matricial, uma vez que as transformadas sdo ortogonais:

A=W .B-W.

No caso bidimensional os coeficientes suaves e os
detalhes obtidos em cada nivel de resolucédo serdo matri-
zes. A AMR bidimensional pode ser representada pela
Figura I} No caso bidimensional os detalhes sdo ainda
divididos em verticais (v), diagonais (d) e horizontais
(h). O quadrado denotado por c;; e localizado no canto
superior esquerdo da Figura [1|representa a parte mais
suave da imagem transformada. A decomposi¢do de
uma imagem real em um nivel da AMR, apresentada
nas secdes a seguir, pode ser acessada na Figura
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Figura 1: Representagdo dos coeficientes wavelets bidi-
mensionais considerando AMR em M niveis.

Uma vez obtida a transformada wavelet dos dados
iniciais, o processo de filtragem se da através de opera-
¢Oes realizadas sobre os coeficientes wavelets das fatora-
¢Oes obtidas. Na préxima secédo este tépico é abordado
em detalhes.

3 Filtragem wavelet

Quando informagdes discretas sdo obtidas através de
medi¢des ou manipuladas por aplicativos computaci-
onais e entdo armazenadas digitalmente, em alguma
etapa deste processo as informagdes podem ser corrom-
pidas por diversas formas de interferéncia, denominadas
de ruidos. As técnicas de limiarizacao dos coeficientes
de uma série wavelet tem como objetivo a reducéo, ou
mesmo eliminagdo, do ruido presente em um sinal.
Estas técnicas estdo baseadas na manipulacdo dos
coeficientes wavelet, que podem ter seus valores dimi-
nuidos ou anulados nos vérios niveis de fatoracdo gera-
dos pela TW direta (Bayer e Kozakevicius| 2010). Apéds
esse processo, é aplicada a TW inversa na série wavelet
com coeficientes limiarizados (Morettinl, [1999). O sinal
reconstruido serd uma aproximagdo do sinal sem ruido.
Considera-se o vetor T-dimensional f = (f1,f2,...,fr),
com T =2"en € Z", sendo cada componente uma
amostra do sinal sem ruido f em um instante ¢;, ou seja
fi = f(t;). Considera-se ainda o vetor de ruido gaus-
siano € = (el, ... ,€T), cujas componentes sdo varidveis
aleatérias independentes tais que €; ~ N(0,0%), para
i=1,...,T. Desta forma, um sinal amostrado y pode
ser considerado como uma soma de uma componente

limpa f e um ruido e, ou seja:

y=f+e,
1) = (i tenfatey....fr+er).
Na prética, a tnica informacdo conhecida é o vetor y, e
o objetivo entdo é, a partir de y, obter uma estimativa

para a componente f.
Por ser uma transformacéio linear, temos que

TW(y) = TW(f +€),
TW(y) = TW(f) + TW(e),

(192, --

e ainda, por ser ortogonal, a TW preserva a energia do si-
nal analisado. Portanto, no caso deste sinal ser um ruido
gaussiano, suas propriedades de média zero e varidn-
cia constante 02 sao preservadas ap0s a transformacao.
Em termos de coeficientes wavelets, esta constatacido
pode ser expressa por: djx = wjx + 0zjx, sendo d;y os
coeficientes wavelet de y, w; os coeficientes wavelets
de fezj; ~ N(0,1). Ou seja, os coeficientes wavelets
de uma amostra com ruido podem ser escritos como
os coeficientes wavelets sem ruido adicionados a ruido
branco (Morettin, [1999).

A estimativa f é obtida através da limiarizagdo dos
coeficientes wavelet de y. A operacéo thr) (-) reduz ou
anula os coeficientes d; ; menores do que certo escalar A.
As duas propostas de truncamento mais difundidas (Mo
rettin, |1999), denominadas de hard e soft thresholding,
sdo dadas, respectivamente, por:

0, se ‘d]/k| <A
d]‘,k, se ‘d]/k| >A7

0, se |d'k‘ <A
thrs (dig) = § ’ '
A (djx) { sign(dj i) (|djx| — A), se|djx| > A

Segundo Morettin| (1999) e Smith et al.| (2008), o soft
thresholding apresenta vieses maiores, enquanto que
o hard thresholding tem viés menor, porém variancia
maior. Portanto a escolha entre hard ou soft é muitas
vezes feita caso a caso, dependendo da aplicagdo. Con-
tudo, os métodos de truncamento hard e soft ndo sdo os
tnicos possiveis. Varios métodos de truncamento de co-
eficientes wavelets podem ser encontrados na literatura,
como em (Gao e Bruce| (1997); \Gaol| (1998); |Antoniadis e
Fan! (2001); |Antoniadis| (2007)); Smith et al.| (2008).

Dada a fungéo thr, (-), o procedimento para filtragem
do sinal y, por meio de limiarizagdo dos coeficientes
wavelets, segue as seguintes etapas:

thr (dj) = {

1. Aplicacdo da TW direta no sinal original: TW(y) =
d;

2. Limiarizacdo dos coeficientes wavelets d obtidos
no passo anterior: thry (d) = d;

3. Aplicacdo da TW inversa na série de coeficientes
wavelets limiarizados: TWI(d) = f.
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No final do procedimento de filtragem é obtida uma
estimativa f do sinal sem ruido f. A Figura [2| mostra
uma representacdo desse procedimento.

A Figura apresenta a func¢do Heavisine, bastante
utilizada em experimentos computacionais da drea de
filtragem de sinais, somada a um ruido gaussiano. Apli-
cando a transformada wavelet, utilizando 5 niveis na
AMR, obtém-se os coeficientes wavelets apresentados
na Figura As linhas horizontais tracejadas da Fi-
gura representam o limiar A selecionado para o
truncamento dos coeficientes wavelets. Esses coeficien-
tes truncados, utilizando hard threshoding, sdo apresen-
tados na Figura Nota-se que todos os coeficientes
com magnitudes menores que A foram anulados. Por
fim, aplicando a transformada wavelet inversa aos co-
eficientes limiarizados da Figura obtém-se o sinal
filtrado mostrado na Figura

Nota-se que na filtragem de sinais via limiarizagdo
de coeficientes wavelet a sele¢do do limiar de corte A
é ponto fundamental para o bom desempenho do pro-
cesso (Chen e Han|, 2005). Na literatura, existem di-
ferentes métodos para determinacdo desse valor de li-
miar (Poornachandra, [2008), de acordo com suposi¢des
impostas a respeito da natureza do ruido. Na secdo a
seguir sdo apresentados alguns dos principais métodos
de determinacédo de A.

3.1 Determinacdo do limiar de corte

Para a determinagdo do limiar de corte ha basicamente
duas abordagens: global e adaptativa. Na abordagem
global um tnico valor A é considerado para limiarizagéo
de todos os coeficientes wavelets em qualquer nivel j.
Na abordagem adaptativa sdo determinados diferentes
valores A; para cada nivel de detalhes j. Apresentam-se
a seguir as principais formula¢des para determinagdo
do limiar de corte A.

3.1.1 VisuShrink

Em Donoho e Johnstone| (1994b) é proposto um esti-
mador do limiar de corte denominado VisuShrink, ou
Universal Threshold, no qual é dado por:

A =04/2log(T),

sendo ¢ um estimador do desvio-padrdo do ruido e
T a dimensdo do vetor de entrada. [Donoho e Johns}
tone| (1994b) e |Donoho e Johnstone| (1994a) sugerem a
utilizacdo de um estimador robusto para ¢, com base
nos coeficientes wavelets no nivel mais fino, da seguinte
forma:

mediana(dy;_1)

7= 0.6745

(10)

3.1.2 SureShrink

O procedimento SureShrink (Donoho e Johnstone, [1995)
minimiza um estimador ndo-viesado do risco de Stein
(SURE - Stein Unbiased Risk Estimator) a cada nivel de
resolucdo j (Stein, [1981). Este processo caracteriza uma
operagdo adaptativa, uma vez que a cada nivel a de-
terminacdo do limiar de corte depende dos coeficientes
wavelets do sinal. Sendo ¢j o parametro de dispersdo e
T; o nimero de coeficientes wavelet do nivel j , define-se
o limiar de corte por:

Aj= argmin
0<t<0; 210g(T]-)

SURE(d)t),

sendo

T T,

j
SURE(dj,t) = T; =2 Y " I(ld;| < t)+ Y min(|d;x|t)?,
k=1 k=1

no qual 0; € a medida de dispersdo para cada nivel j e
1, sex = verdadeiro
1(x) = {
0, sex = falso
Neste caso, pode-ser considerar o seguinte estimador
para o;:

mediana(d;)
0.6745

~

0j =

3.1.3 BayesShrink

Chang et al.| (2000) propdem um limiar adaptativo para
filtragem de imagens baseado em argumentos Bayesi-
anos. Este limiar possui uma forma fechada bastante
simples, dada por:

/\' - =<
] Tx

em que 0 é o desvio padrdo dos detalhes no nivel mais

fino, conforme Equagéo (10), e 3;(]. = max(?fé}_ —02)0),

, _LLé
em que 03 = =tk
] ]

. No caso em que cATXj = 0 entdo
Aj = oo. Na pratica, isso implica que nenhum coeficiente
neste nivel j serd limiarizado.

O BayesShrink foi proposto originalmente para filtra-
gem de imagens, de forma que suas notagdo e defini¢do
diferem ligeiramente das aqui apresentadas. Entende-se
que a forma apresentada no presente trabalho é uma boa
generalizacdo do BayesShrink, podendo ser considerada
tanto para filtragem de sinais unidimensional quanto
para sinais bidimensionais.

3.1.4 S-median

Em |Poornachandra (2008) é proposto o limiar denomi-
nado S-median. A determinagdo deste limiar para limi-
arizagdo dos coeficientes wavelet é fortemente baseada
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Figura 2: Decomposi¢do wavelet da fun¢do Heavisine com ruido amostrada como 1024 pontos uniformemente
espagados. A linha tracejada em (a) é o limiar A considerado.
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no classico VisuShrink. O S-median pode ser entendido
com uma versdo adaptativa do VisuShrink, dado por:

N (Afj\/Zlog(T)
] Sj+b !

sendo §; = 2(M=1)=j/(M=1) 5 narametro dependente do
nivel e b é um parametro tuning, sugerido b = 1 como
valor padrao.

3.1.5 SPC-Threshold

O limiar adaptativo SPC-Threshold, proposto em Bayer
e Kozakevicius| (2010), é motivado pela utilizagdo dos
graficos de controle de Shewhart (Shewhart, 1931; Mont;
gomery), [2009), ferramenta do controle estatistico de
processo (SPC - Statistical Process Control). Os gréficos
de controle sdo geralmente utilizados para alcancar um
estado de controle estatistico e para monitorar um deter-
minado processo, distinguindo causas de variabilidade
entre comuns e especiais. As comuns seriam origindrias
da variabilidade natural do processo, cuja variagdo pos-
sui um comportamento puramente aleatério, indicando
que o processo estd sob controle. As causas especiais
revelam a formagdo de padroes distintos, acusando que
algo incomum estd influenciando o processo.

Fazendo uma analogia entre os gréficos de controle
e limiarizagdo na filtragem de sinais via TW, deseja-se
verificar quais coeficientes wavelets d; sdo puramente
aleatérios (ruido) e quais representam alguma causa es-
pecial de comportamento (neste caso, o comportamento
determinado pelo sinal de interesse). Sendo assim, con-
siderando o vetor d; com os T; coeficientes wavelets
da escala j, o limiar de corte A; do SPC-Threshold é
estabelecido através das seguintes etapas:

1. Obter uma estimativa de ¢; por meio de S; =
T:
j

T.
j _ _

1 1 )
\/le kgl(dj'k —d;)?, sendo d; = T k;,l dj; a mé-
dia aritmética dos coeficientes wavelets do nivel
J;

2. Se |djx| > pSj, para p usualmente igual a 2 ou 3,
entdo este coeficiente é descartado do vetor d; e
retorna-se a etapa (1) para obten¢do de um novo
valor S;. Se |d;x| < pSj, Vk, entdo prossegue-se a
etapa (3);

3. O valor do limiar de corte é dado por A; = pS;.

Destaca-se que p é um escalar de valor arbitrério,
geralmente considerado igual a 2 ou 3, como analogia
aos limites inferior e superior dos graficos de controle.
Os limites superior e inferior de controle sdo determina-
dos como sendo a média do processo mais e menos p
desvios-padrao. Esse valor pode ser alterado de acordo

com o usudrio. Para valores maiores de p o sinal se
torna visualmente mais limpo, mas com um viés maior.
Além dessa abordagem adaptativa, na qual um A;
para cada nivel de resolugdo j é determinado, pode-se
ter uma abordagem global. Para o SPC-Threshold global,
o vetor d; é construido agora com todos os coeficientes
wavelets d; ;. de todos os niveis de fatoragao da TW.

4 Resultados numéricos

Nesta secdo sdo apresentados resultados numéricos de
aplicacdes dos diferentes limiares de coeficientes wave-
let, introduzidos na Secdo na filtragem de sinais
unidimensionais e bidimensionais. Esses resultados sdo
apresentados somente em carater ilustrativo e explora-
tivo. Comparagdes de desempenho devem ser realizadas
por meio de extensivos estudos de simulagdo, conside-
rando diferentes cendrios, sinais e niveis de ruido.

Os resultados apresentados neste artigo foram obti-
dos por meio de implementagdes préprias no software
R (R Core Team), 2013). Contudo, existem pacotes e
programas computacionais disponiveis gratuitamente
na internet que sdo capazes de calcular a TW e aplicar
limiares para filtragem de sinais, além de calcular ou-
tras estatisticas e quantidades de interesse. Uma das
implementag¢des mais usuais, principalmente para esta-
tisticos e para usudrios do software R, é o pacote Wa-
vethresh (Nason, 2013, 2011). Este é um pacote que
pode ser facilmente adicionado no R, disponivel para
Windows, Linux e Mac. Uma outra opg¢do, mais voltada
para engenheiros e usudrios de Matlab, é a biblioteca
WaveLab. Essa biblioteca de rotinas do Matlab € livre-
mente disponivel na internet no seguinte endereco web
http://statweb.stanford.edu/ wavelab/ .

4.1 Sinais unidimensionais

Nos resultados desta subsecado foi considerada a fungédo
Doppler com T = 1024 = 2!9 observacoes igualmente
espagadas. Esta funcdo é utilizada em varios trabalhos
da area, como em |Donoho e Johnstone| (1994b), [1995);
Morettin| (1999), sendo definida por:

f(t) =

parat; =1,...,T. Uma representagdo grafica da fun¢ao
Doppler pode ser verificada na Figura

A fungao Doppler, representada na Figura 3, foi so-
mado um ruido gaussiano com média zero e variancia
igual a 0,06, €; ~ N(0;0,06), resultando no sinal apre-
sentado na Figura [4(a)] Este sinal foi entdo filtrado por
meio da limiarizacdo dos coeficientes wavelets utilizando
diferentes técnicas para determinacdo dos limiares de
corte A. Para essa filtragem foram utilizadas wavelet de
Daubechies com oito momentos nulos (ou seja, filtros

(t;(1 —t;))sen(2,17t/ (t; + 0,05)),
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Figura 3: Fun¢do Doppler.

1000

de tamanho 16), cinco niveis na AMR e soft threshold
como método de truncamento. Para o SPC-Threshold

foi considerado p = 2, como sugerido em [Bayer e Koza
evicius| (2010). Os resultados visuais, para comparagdo

qualitativa, estdo apresentados na Figura [4}

Para uma avaliagdo quantitativa foi incluida a me-
dida relagdo sinal-ruido (SNR) nos subtitulos das figuras.
Esta medida é amplamente utilizada em telecomunica-
¢Oes e outras diversas dreas que possuem o objetivo de
medir um sinal ruidoso. A SNR entre o sinal real sem
ruido f e o sinal filtrado y pode ser escrita da seguinte

forma 2000, p. 272):

SNR(f,y) = 10log;, ( EQM(f) ) /

EQM(f —y)

em que o erro quadratico médio é definido por EQM(f —
¥) = + XL (fi — ;)% O melhor sinal ¢ aquele que
apresenta o maior valor da medida SNR.

Analisando os resultados da Figura [ tanto os gra-
ficos quanto os valores de SNR, nota-se que o limiar
Universal apresenta um sinal filtrado visualmente mais
limpo que os demais. Por este motivo ele é também
conhecido como VisuShrink. Por outro lado, o mesmo
VisuShrink apresenta o pior resultado em termos de
medida SNR. O sinal que apresenta visualmente o pior
resultado é o sinal filtrado via BayesShrink, contendo
grande nivel de ruido no sinal filtrado. O melhor re-
sultado em termos de medida SNR é apresentado pelo
SPC-Threshold que, apesar de ainda conter algum resi-
duo, também possui boa qualidade visual.

4.2 Sinais bidimensionais

Nesta subse¢do apresentam-se experimentos computa-
cionais semelhantes aos da subsecdo anterior, com a
diferenca de serem considerados agora sinais bidimensi-
onais, ou seja, imagens. A filtragem de imagens é um
importante ramo dentro do processamento de sinais, cu-
jas aplicagdes vdo desde imagens médicas a astronomia

(b) Decomposi¢do AMR em um nivel

Figura 5: Imagem Lena considerada nos experimentos
computacionais.

extragaldctica (Swami et al), 2009; |Gonzalez e Woods,
2002).

Para este experimento foi considerada a imagem
Lena, obtida do banco publico de imagens
(2013). A imagem, originalmente apresentada colorida
(em RGB), foi convertida para uma escala de tons de
cinza de 8 bits. Com isso, a imagem se torna uma matriz
de ordem 512 x 512 com elementos entre zero e 255. Esta
imagem Lena pode ser visualizada na Figura [5(a)} assim
como sua decomposi¢do em um nivel de resolugdo na
Figura [5(b)]

A imagem Lena foi corrompida com um ruido gaus-
siano com média zero e desvio-padrdo igual a 13,3. A
imagem ruidosa resultante pode ser visualizada na Fi-
gura Esta imagem foi filtrada utilizando wavelets
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Figura 4: Fungédo doppler filtrada utilizando vérios técnicas.

de Daubechies com oito momentos nulos, dois niveis
na AMR, soft threshold e diferentes limiares de trun-
camento. Assim como no caso unidimensional, para o
SPC-Threshold foi considerado p = 2. Para uma avalia-
¢do quantitativa foi considerada a medida PSNR. Esta
é uma medida tradicional e amplamente utilizada para
medir qualidade de imagens, principalmente em ima-
gens comprimidas. A PSNR entre a imagem original X
e a imagem filtrada A é definida da seguinte forma (Sa
lomon|, 2000, p. 272):

MAX?
EQM(X—A) )’

em que MAX é o mdximo valor possivel em um pixel da
imagem. Neste caso, considerando imagens de 8 bit em
escala de cinza, MAX=255. Assim como a SNR, mais uti-
lizada para avaliagdo de sinais unidimensionais, maiores
valores de PSNR indicam imagens de melhor qualidade.
Os resultados da filtragem da imagem Lena por meio
das diferentes técnicas consideradas sdo visualizados na
Figura [6]

Em termos visuais ha varias semelhancas entre as
imagens filtradas. O desempenho do SureShrink, Fi-
gura mostra-se um pouco pior em termos visuais,
sendo possivel ainda a visualiza¢do de ruido. J4 as ima-
gens filtradas pelos demais métodos apresentam qua-
lidades visuais muito semelhantes, possuindo melhor

contraste do que as imagens das Figuras e Os

resultados visuais estdo de acordo com os valores da

PSNR(X,A) = 10log;, <

medida PSNR. Nota-se que o BayesSkrink, Figura [6(d)}
obteve uma imagem filtrada com maior PSNR, porém,
muito préximo aos valores de PSNR das imagens filtra-
das com VisuShrink, S-median e SPC-Threshold, Figu-
ras [6(b)} e[6(f)] Confirmando a impressao visual, a
medida PSNR da imagem filtrada utilizando SureShrink
obteve menor medida PSNR.

5 Consideragoes finais

O presente artigo aborda o tépico de filtragem de sinais
via limiarizagdo de coeficientes wavelets. E apresentada
uma revisdo da drea, referenciando desde os artigos clas-
sicos de Donoho e colaboradores até artigos no estado
da arte que abordam aplica¢des e aspectos metodolé-
gicos de filtragem wavelet. Uma breve introducédo a
transformada wavelet e a andlise multirresolugdo é apre-
sentada, seguida por uma descri¢do mais detalhada do
método de limiarizagdo de coeficientes wavelets. Os
principais métodos de determinagdo de limiar de trun-
camento sdo descritos e aplicados a filtragem de sinais
unidimensionais e bidimensionais. Pode-se verificar o
bom desempenho da técnica de filtragem wavelet, com
a qual os sinais filtrados se mostraram bastante simila-
res aos sinais originais sem ruido. Os dois métodos que
apresentam os melhores desempenhos nos experimentos
considerados foram o SPC-Threshold e o BayesShrink.
A transformada wavelet tem-se mostrado cada vez
mais versétil e capaz de auxiliar e melhorar o desempe-
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(a) Com ruido

(b) VisuShrink (PSNR=30.08)

(c) SureShrink (PSNR=25.64)

(d) BayesShrink (PSNR=30.26)

(e) S-median (PSNR=30.23)

(f) SPC-Threshold (PSNR=30.10)

Figura 6: Imagem Lena filtrada utilizando vérias técnicas.

nho de vérios métodos em diversas areas de aplicagdo.
Ela apresenta potencialidades interessantes em diversos
topicos de engenharias e estatistica, nos quais sua uti-
lidade em filtragem de sinais se destaca. Além disso,
0s métodos wavelets também podem ser utilizados as-
sociados a outras técnicas estatisticas, como modelos
de regressdo, andlise discriminante, modelos de séries
temporais classicos, andlise de componentes principais,
redes neurais, entre outros, para importantes aplicacdes,
como por exemplo, em reconhecimento de padrao, pre-
visdo e classificacdo de dados.
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