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Resumo

Neste trabalho consideramos o problema de Cauchy associado a equagdo ndo-linear e dissipativa de Benjamin-
Bona-Mahony em um Dominio limitado com Fronteira Movel. Provamos a existéncia e unicidade de solucdo global
e estudamos o seu comportamento assintético. Utilizamos o método de Faedo-Galerkin, técnicas multiplicativas,
estimativas de energia e compacidade para a obtengdo dos resultados
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Abstract

In this work we consider the Cauchy problem associated to nonlinear and dissipative Benjamin-Bona-Mahony
equation in a bounded domain with moving boundary. We prove the existence and uniqueness of global solution
and study the asymptotic behavior of the solution. We use the Faedo-Galerkin method, multiplier techniques,
energy estimates and compactness for the results.
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1 Introducgao

Sejam &, € C2([0, +-o0[) funcdes reais satisfazendo
a(t) < B(r), VT >0
e consideremos o "intervalo mével"
Qr={eR; a(r) << P(1),0<T<T,T>0}

Por Q; denotaremos o dominio limitado com fronteira
moével

QT = {(CIT) S ]RZ; 6 € QT eTE (O,T), T > 0}
A fronteira de Q¢ é o conjunto

S = U I x {1},

0<t<T

onde I'; é a fronteira de (). Em Q. consideramos o
problema

Ur = Uger — Nuge +ug +ulug =0, (6,7) € Qr, (1)
M((:,O) = MO(‘:), é € QO/ (2)
u(¢,t) =0 sobre X, (3)

onde u = u(¢,T) é uma fungao real das variaveis ¢ e T,
o, que aparece em (2), é o conjunto {¢ € R;a(0) <
¢ < B(0)}, 7 é uma constante positiva e p é um inteiro,
p>1

Em todo o trabalho suporemos que, além de ser
a,B € C%(]0, +0oo[), existem constantes c; e c; tais que

0<cp <B(r)—a(t)<cz VT 20 (4)

&' (t)>0e p'(1) <0, Vr>0. (5)

O problema (1)-(3) em um dominio cilindrico e ndo-
limitado é conhecido como 0 modelo matemético dissi-
pativo que descreve a propagacdo de ondas longas em
um canal de fundo raso e foi obtido pelos matematicos
B. Benjamin, J. L. Bona e J. ]. Mahony em 1972 (ver Ben-
jamin et al. (1972)). A equacgdo (1) é considerada como
um modelo alternativo para a equagdo de Korteweg-de
Vries.

O problema de existéncia, unicidade e estabilidade
de solugdes foi estudado por varios autores nos tltimos
anos. Albert (1986) considerou o problema dissipativo
em R e provou a existéncia e unicidade de solugédo e
obteve a taxa de decaimento, na norma de L*(RR), na
ordem de

[1(.70)|| gy = O(1+T) "2, quando T — +o,

sem restri¢des ao dado inicial e p > 1, p inteiro.

Quando # = 0 na equagdo (1) e ¢ € R, tem-se a
equagdo dispersiva de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) e,
neste caso, Albert (1989) também obteve resultados de
existéncia, unicidade e estabilidade de solugdo global.
Neste caso, a taxa de decaimento, na norma de L®(R),
é da ordem de

||u(-/T)||Loo(]R) =0(1+ T)f%, quando T — +00,

desde que o dado inicial seja suficientemente pequeno e
p > 4.

Em Bisognin e Perla Menzala (1995), os autores consi-
deraram o modelo que descreve a propagagdo de ondas
longas em um canal cujo fundo néo é raso, ou seja, o
problema

Ur — gz +a(T)ug + b(T)uPugz — uggs =0,
u(Z,0) = ug(¢), V&€ € R.

Neste caso os coeficientes varidveis a(7) e b(7) estdo
associados com a variagdo da profundidade do canal.
Os autores estudaram o problema dispersivo (3 = 0)
e o problema dissipativo, quando # > 0 e obtiveram
resultados semelhantes aos de Albert (1986) e Albert
(1989), porém dependentes dos coeficientes varidveis
que aparecem na equagao.

O problema (1)-(3) para & € [0,1] ey = 0 foi estudado
por Medeiros e Milla Miranda (1977), que obtiveram
resultados de existéncia, unicidade e regularidade da
solucdo considerando o termo ndo-linear geral. Ainda,
para ¢ € [0,1] e considerando a equacdo (1) com#n =0e
condicoes de fronteira ndo homogeéneas, a existéncia e
unicidade de solucdo foram obtidas por Bona e Dougalis
(1980). No caso em que p = 1, a existéncia e unicidade
de solugdo em um dominio néo cilindrico foi estabele-
cida por Limaco et al. (2004).

No trabalho de Rincon et al. (2010) os autores con-
sideraram o problema (1)-(3) com p = 1e#n =0 e es-
tudaram a existéncia, unicidade e analisaram a solucédo
numeérica em um dominio com fronteira mével.

O objetivo de nosso trabalho é mostrar que o pro-
blema com fronteira mével (1)-(3), comp >1en >0, é
bem posto e estabelecer o decaimento exponencial da so-
lugdo. A ideia para tratar o problema é, primeiramente,
transformar o dominio com fronteira mével em um do-
minio cilindrico. Ap6s a transformag¢do do dominio,
obtém-se uma equacdo com coeficientes dependendo
das varidveis espacial e temporal. Usando o método
de Faedo-Galerkin, técnicas multiplicativas, estimativas
de energia e resultados de compacidade provamos a
existéncia, unicidade e o comportamento assintético da
solugdo.

Ao longo do trabalho, utilizamos as seguintes nota-
¢des. Por LP(0,1) denotamos o espago de (classes de)
fungoes cuja poténcia p é integravel com norma

-1
lullp = [ lux) dx, 1< p <o
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Quando for p = 2, escreveremos simplesmente ||u||, ou

seja,
SR
Jull = (f 1t ax) "

O produto interno usual neste espago serd denotado por
(,). Assim,

(uv) = /(;l u(x)o(x) dx.

Ja para a norma de L*(0,1), que se refere ao espago de
fungdes essencialmente limitadas em (0,1), usaremos a
notagdo || - ||eo, isto €,

[|t]|o = inf{K; |u(x)| <K q.s em (0,1)}.

Para cada s € R, H*(0,1) denotaré o espago de Sobolev
de ordem s usual, conforme Adams (1975). Finalmente,
por CK(I) denotamos o espaco das fungdes continuas
em [ cujas derivadas, até ordem k, sdo continuas. Varias
constantes positivas sdo denotadas por C ou K, mas
salientamos que estas podem mudar de uma linha para
outra.

O trabalho esta organizado do seguinte modo: na
secdo 2, provamos a existéncia e unicidade de solugdo
para o problema (1)-(3) e na sec¢do 3, estabelecemos o
decaimento exponencial da solugéo.

2 Existéncia e unicidade de solucao

O método a ser utilizado na prova da existéncia de solu-
¢do consiste em, primeiramente, transformar o problema
com fronteira mével (1)-(3) num outro definido sobre um
dominio cilindrico. Para isso, considera-se a mudanga
de variavel

£ —a(7)
B(T) — a(1)

Vé-se, facilmente, que

X = e t=r. (6)

Ur = [(ln (1)) x — uc’(t)’y(t)} Uy + uy, (7)

onde
O — ®)
B(t) —a(t)
Obtém-se, também,
ug = y(tuy, ug = ’yz(t)uxx )

ugge = [(Iny (1) x = & (H7()] P(Huret  (10)
+ 2')’(t)')’/(t)”xx + 'Yz(t)”xxt- (11)

Isto nos dé, ap6s substituigdo na equagao (1),

ur +q(xt)uy — Q(xrt)'YZ(t)”xxx —29()Y () uxx—
— V(O st — 7> (thex + 7 (B)1tx + ¥ (P = 0,

(12)
onde
glxt) = [y () x =] . (13)
Quanto a fung¢do q(x,t), nota-se que
) T ) (0 -p ), b
9(0,t) = —a’(£)7(t) <0 (15)
q(Lt) = —p'(t)7(t) = 0, (16)

fatos esses que serdo usados repetidas vezes ao longo
deste trabalho. Observe-se agora que

(: — “(T) _ O, se (: = (X(T)
B(t) —a(t) { 1, se &=p(1) (17)

e, por (4), 0 < x < 1. Quanto ao dado inicial, tem-se

X =

u(x,0) = up ((Bo — ap)x+ag), 0 < x <1, (18)

onde By = B(0) e ag = a(0). J4 para as condigdes de
contorno, obtém-se

u(04) =u(1,t) =0, +>0. (19)

Em suma, nas novas varidveis x e t, dadas por (6), o
problema (1)-(3) se escreve

wp — Y ()t + [q(28) + 7 (£)] ux—

- (PO -

—a(t)uxy +y(HuPuy =0, (xt) € Qr, (20)
u(x,0) =vo(x), 0<x<1, (21)
w(0) =u(1) =0, 0<t<T, 22)

onde QT = (0,1) X (O,T), Uo(x) = Uy ((ﬁo — lXo)X+lX0)

a(t) = PO+ O7 () 2 5 20, @Y
2

Com relacéo a existéncia e unicidade de solucdo de (20)-
(22) temos o seguinte

Teorema 2.1. Suponhamos que vy € HY(0,1) N H2(0,1) e
que « e B satisfazem as hipéteses (4)-(5). Entdo, para todo
T > 0, existe uma tinica u : Qpr — R com

u € L*(0,T; H*(0,1) N H}(0,1)), us € L®(0,T; H}(0,1))
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satisfazendo

Ju; ow ou
2 t
[, (o P50 55 + ot + (0] Gy

9%u ow 0%u
2 vaew vu
PP TR a2 Bt
—i—’y(t)ungw) dxdt =0, Y w e L20,T; HL(0,1)).

(24)

Demonstragao: Aplicaremos o método de Faedo - Galer-
kin, conforme Lions (1969). Seja {w;} ;e base especial
de H?(0,1) N H{(0,1) composta pelas autofungdes do
problema espectral

9%w;
?2] = Ajwj, em (0,1),
ZU](O) = w](l) =0, ] €N

e consideremos o seguinte
Problema aproximado: Encontrar u,,(t), da forma

m
= Zgjm(t)w
j=1
solugoes de
o%u!
(u:n/wj) - 72(1‘) < axgnrw]> +
Jdu
+ (Tt + (0] Gy ) -

e (ai {q(xff)a;;l;?] 'wf> —al) <a;i‘;f,w]-> ’

Ju
p m _ :
e (umax,w]) —0, 1<j<m, (25)
“m (0) = uOH‘I/ (26)
com

m
om = Y ajywj — vg em H*(0,1) NH(0,1).  (27)
j=1

Devido a teoria geral de equagdes diferenciais ordindrias
(Coddington e Levinson, 1955), estd assegurada a exis-
téncia de solugédo u,, de (25)-(26) num intervalo [0,t,).
As estimativas a priori que serdo obtidas a seguir mos-
trardo que t,, = T.

Para simplificar a notagdo, omitiremos a partir de
agora o indice m da sequéncia (u,,) de solugdes aproxi-
madas. Identificaremos simplesmente por (u).
Estimativa a priori I: Tomando-se w; = u em (25) obtém-
se

5l =220 [ s
—i—/ (xt) + v (t)] uxu dx—

19
=220 [ 57 (et u dx—
1 1
—a(t)/ Uyl dx—i—’y(t)/ uPuyu dx = 0.
0 Jo

Usando-se integragdo por partes e as identidades (14)-
(16) obtém-se, separadamente,

1 1
) [ttt dx = 92(0) [ i dx =
_1d 2 2 ’ 2
= 5= (PO Iml?) = 1O B lluxl?,

[ taet) + )] dx =

u2
-1 / gt (0] 2 dx =
1 aq(x t) 7'(t)
_ 2 = (u) dx:—muunz,
19
%

; (q(x,t)uxx) u dx =
1 2 1 2
= ')’2(t)/ q(x, ) uxytiy dx = L(t)/ q(x,t) oy dx =
0 0
,Y/

2 Jx

1
—a(t)/o it dx = a(t)||ux|?

1 1 p+2
p _ ) / U
fy(t)/o uPuyu dx p52 )y ox dx =0,

donde segue, gracas a hipétese (5), que

o (1l + 22Ol ) < S (-
7' (1)
=0 sl s P

ou seja,

Zdt (”””2 + 721 |ux?) <

' ' ()]
Eh/(t)”’y (t)|||uX||2 + 2|,Y(t)| HM||2 <
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7' (8)]
2|’)/(t)| (’72(t)||ux||2+ ||u||2) <

< W (0l + 1)),

onde usou-se a hipétese (4). Denotando

IA

m = sup [7'(t)],
0<t<T

obtém-se
d 2 2 2
= (||u|| + 2 (1)l|ux?) <
C
L (a2 + 22l 12)

Aplicando se a Desigualdade de Gronwall e lembrando
que 5 < 92(t), conclui-se que

|/\ i

||um||H1(0,1) < Kl(T), 0<t <ty (28)

sendo K; dependente de T e do dado inicial vy, mas nédo
de m.

Estimativa a priori II: Tomando-se agora w; =
(25) obtém-se

—Uyy €m

vA(t) d

2
2 dtH xx”

1d
5 il + 52
1
— [ lae) + 7 (0] sty d+
2 [0
+ (t)/O I (g2t txx) Uy dx+

1
+ a(t) ||l ux||* = ¥ (1) /0 uPuyuyy dx = 0.
Observe-se que
2 1o
Y (t)/() I (Q(x/t)uxx) Uyy dx =
2 1
_ i (t)/ auxx 1 ! 2
2 /o q(xt) 9 dx = 27“)’7 (1)1

e, portanto,

1d
55 (2 + 72O llua] ) =

- ./0 aut) + 78] it dx = (0P

1
= 1 OF Ol +(0) [ Pisine dx,

ou ainda,

1d
577 (el + 72 (1) e |2) <

1 1
< [ TaGoh) + (O] st dx+ () [ P d,

ja que y(t)9/(t) > 0. Vamos estimar separadamente
os dois termos do segundo membro da desigualdade
anterior. Da imersdo H'(0,1) <+ L®(0,1) tem-se

[l < collll g1 (0,1)-
Logo,

IIMIIP

< B2 (el + 72 s 2) <

1
"y(t)/ uP Uiy dx
0

14 2 2
< ebKY (el P+ 220 e 7).

gracgas a estimativa (28). Por outro lado, notando que

1
lg(x,t)| < cay1 +mq o XE€ [01],t € [0,T],
1

onde a1 = sup |a/(t)], obtém-se

0<t<T

/ [q(x,t) + 7 ()] tixtiyy dx <

< >/ itz hxx] dx <
c( 1 2.2 2

<$ (,Yz(t)nm £l ?) <
C

< = (Bl + 20l 2)

Portanto,

& (el 4720 e 2) <

< (K} +C) 72 () e P+

+ (chp + CZC) ||| <

< (chKY +C+3C) (Jlual2+92(0) s P) -

Conclui-se, aplicando-se a Desigualdade de Gronwall,
que

||um||H2(0,1) S KZ(T), 0 <t < tm. (29)

Estimativa a priori III: Por tltimo toma-se w; = u; em
(25). Entao,

1
loae 2 + 2 (#) e | +/0 [9Cet) v (£)] xrsy dx+

+77(t) /1

1
g2, ) thyxtiy dx — a(t)/ Uy U dX
0 0

1
+ 'y(t)/ uPuyuy dx = 0.
0

Assim, procedendo como nas estimativas anteriores,

obtém-se
1
e + — et |* <
2
)

1+1
) st
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1 5]
+ 5 271+ — ) [ fluxe || +
Cl C1

u
Bt T ) el e + H H°°H e -
C €1

161

Utilizando célculos simples e a estimativa (29) conclui-se,
finalmente, que

il o1y < Ka(T), 0 <t <ty (30)

As estimativas (28)-(30) permitem estender cada solugdo
local u,, ao intervalo [0,T). Voltando-se entdo a tais
estimativas, vélidas para 0 < t < T, obtém-se

Uy é limitada em L™(0,T; H(0,1) N H}(0,1))  (31)

uj, é limitada em L®(0,T; H} (0,1)) (32)
0 que permite a passagem ao limite no problema apro-
ximado (25)-(26) provando-se, assim, a existéncia de
solucdo u de (20)-(22) no sentido definido em (24).
Unicidade: Usaremos o método da energia. Suponha-

mos que uj e uy sejam solugdes de (24) e ponhamos
u = uq — up. Tem-se, da identidade (24),

£l ous oOw ou

2 YHs YW _
[ (w0920 5250 + la(s) +4(0)] G+
xs)az—ua—w—a(s)az—uw—k
" 9x2 ox ox2
+(s) [ulz‘;l é’aﬂ )dxdszo,

Y w € L*(0,T; H}(0,1)). Em particular, com w = u,

LS 2 )

-[[ {wsms) (3)2} dxds+
L oo e
3L L oy ()} o
Y RECE
s {“S)”aax (7!~

ou seja,

} dxds+

uPH)} dxds =0,

% (||u<t>||2 POl =

' (s)
by ey (O + 76 ux(s) ) ds—

I\J

(s)|* ds+

1 [ PO)lusls)
+m/o/o () (T = b ) e} dxds. (33)

Quanto a ultima integral em (33), note-se que
'y(s) (uf+1 - ugﬂ) ux} dxds| <

| (Jur|P + |ua|P) [ur — ua| Jux| dxds <

‘p+1

< [ [ e

<K [ [ 1r(9) ] s <
<5 [ (W@ +2)lu)1?) ds
onde

K = (1] gy + N2l ) -

Logo,
[u(B)[1> + 22 () [[ux (1) |* <

Y s)]
<[ (1<+| ()|)<|| u($) |2+ 72(5) lux(5)]?) ds

de onde conclui-se, utilizando-se a Desigualdade de
Gronwall, que

a1+ () ux(DI? = 0

e, portanto, u; = us. |

Voltando-se agora as antigas varidveis ¢ e T obtém-se
o seguinte resultado de existéncia e unicidade de solugédo
para o problema (1)-(3):

Teorema 2.2. Se ug € H(Qo) N H?(Q) entdo, para todo
T > 0, existe uma vinica fungio u : Qr — R satisfazendo

u € L®(0,T; H*(Qr) N HY(Qr)), ur € L®(0,T; HY (Qr)),

/Q (urw + ugrwe — qugsw + ugw + uPuzw) didt =0,
(34)

Vwe L?(0,T; H}(Qr)) e

u(¢,0) =uo(g), V¢&eQo. (35)

3 Comportamento assintotico

Passamos agora ao estudo do comportamento assin-
tético da solugdo do problema (1)-(3) obtida na segdo
anterior. Assim como na prova da existéncia de solugdo,
trabalharemos com o problema transformado (20)-(22).
O principal resultado desta secdo é apresentado a seguir.
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Teorema 3.1. Seja u a solugdo do problema (1)-(3) obtida no
Teorema 2.2. Entdo existem constantes C > 0 e K > 0 tal que

(0 g

onde vo(x) = ug ((Bo — xo)x + ap).

Demonstrac¢do: Sabemos, do Teorema 2.1, que a solugéo
u:Qr — R com

2 —Kt
oy S C||UO||H(1)(0,1)€ , VT>0,

u € L*(0,T; H2(0,1) N H§(0,1)), us € L®(0,T; HA(0,1))

satisfaz
[ w2 [ 2
[ e 200 G e 20 ot T 5
—a(t) 01 gi’;w dx + (¢ )/01 ulﬂg%w dx =0, (36)

Y w € L*(0,T; H}(0,1)).

Considerando w = u em (36) e utilizando argumen-
tos andlogos ao da Estimativa I da demonstracdo da
existéncia de solucdo obtém-se a identidade

1d [, Yd [t
Zdt{/u dx}—i— > dt{/ uxdx}—i-

+ g)(ﬁ(t)—a’(t))/lu dx + ()q(lt) 2(1,t)—
2

0

-0 g0+ T @0 - 0) [ xr
+a(t) /01 u dx = (37)
ou seja,

;;{ u? dx + v*( )/Oluﬁdx}<
W@ - g) [ dx—nr20) [ o dx-
"32(” W) ) [ i ax o8)

onde usamos, além de (14)-(16), as identidades

rod {/01 2 dx} -2 {fﬂt) /0'1 2 dx} -

) [ i dx

+

a(t) =ny*(t) + (67 (1).

Vamos estimar separadamente cada termo do lado di-
reito de (38). Para isso, recorde-se que, devido a hip6tese

(4),

1 1
— < ) < —.
CZ_'Y()_C1

Portanto,
(&) iy [
S0 p) [ dx<
1 / !/ 'l
< e @O —p0) [ dx )
()

2
< 2T -po) [Rar ao

f(t) = /01 u? dx +%(t) /01 u? dx.
Com esta notagdo, a desigualdade (41) se escreve
d 1 ! !
GO < = ()= B/1) £
20 [ )
A .

Da desigualdade de Poincaré tem-se

1 1
—/ uzde—/ u%dx.
0 0

Disto, e de (42), segue que

L) < 11 (& (5) = B'(1) f(1) =

-7 (1) /01 w?dx — 7y (t) /01 uidx
< (WO -p0) f-

notos 2 /12
— = dx — t dx. 43
C%OMXW'Y()Ouxx (43)

1
C3:min{2 , 1}
)

obtém-se, de (43),

Tomando

L (6~ B0) £(t) - conf(®),

1

{f( )} <
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isto é
d 1, ,
LU0 |2 WO -p0) -] s <0 @
Multiplicando (44) por
o Jo [ (@ (5) =B (5)—can] ds
chega-se a desigualdade

t / ’
% { F(tye Jol @ E)—F o) o] ds} <o @)

Resolvendo a inequacéo diferencial (45) obtém-se

)
_ F(0)ed @I=PO=8O+P0) j—cot
< ()R et <
< f(O)e%e_CWt. (46)

Observe-se agora que
1 1
/ u? dx+’yz(t)/ u dx >
0 0
1 1
> / le dx + ")
0

c5 /o

1 1
263</ uzdx—i—/ uidx).
0 0

Disto, e de (46), conclui-se que

1
u? dx >

1 1
2 _ 2 2
0Oy r) = [ 0 dx+ [ o dx <

Q

1 1 c
< [/ v3(x) dx —|—’y2(0)/ u2(x,0) dx] el geant <
0 0 c3
o
“a
u2(x,0) dx] €1 et <
c3

-1 » 1 1
< /v x)dx+ —
~ |Jo 0(x) 3 Jo

1 1 )
<G { [ o3 dx+ [ a0 dx] -
0 0
—Kt

= ClloolI 30,16~ (47)

)
_ 1 __ C4,07 _
onde ¢y = maX{Lg}/ C = el e K = c317. Retor-

nando as varidveis originais ¢ e T e usando (47) segue o
resultado.
L]

4 Conclusoes

O resultado principal apresentado neste artigo esta rela-
cionado ao problema de existéncia, unicidade e compor-
tamento assintético da solugdo da equagdo dissipativa

do tipo BBM em um dominio com fronteira mével. Nos-
sos resultados de decaimento diferem daqueles obtidos
por Albert (1986) e Albert (1989), quando considerou o
dominio cilindrico e x € IR, obtendo decaimento algé-
brico.

Como continuidade deste trabalho, novos proble-
mas podem ser propostos, como considerar um sistema
de equagoes de BBM dissipativo e estudar o comporta-
mento assintético das solugdes e também estabelecer a
andlise numérica das mesmas.
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