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As Multiplas faces da Derivada I: Newton vs. Leibniz

The Multiple faces of the Derivative I: Newton vs. Leibniz

Wilson Castro Ferreira Junior*!

!Departamento de Matematica Aplicada, UNICAMP-IMECC- Campinas — Sao Paulo — Brasil

Resumo

O conceito de derivada é sutil e representa uma das barreiras mais sérias dentre as vdrias que dificultam o ensino e o aprendizado,
do Cdlculo. Um indicio forte da causa desta dificuldade pode ser diagnosticado quando observamos que a organizacio do ensino
desta disciplina subverte totalmente a sua evolugdo histérica em mais de mil anos, invertendo a ordem entre a introdugdo do
conceito de derivada e do conceito de integral, que sdo os dois limites basilares da disciplina. E de se imaginar a razdo pela qual
mentes tdo poderosas como as de Arquimedes e Galileo, para citar apenas duas dentre as mais brilhantes que jd existiram, ndo
atinaram com o conceito de derivada durante este enorme interludio. O fato é que o conceito de derivada é notoriamente dificil,
mesmo para mentes privilegiadas, por se tratar de um limite singular (8 )!" O objetivo deste artigo é apresentar o conceito de
derivada, apoiando-se na defini¢do intuitiva de G.W.Leibniz que enfatiza o conceito de "aproximagio”em lugar do conceito de
limite singular de Newton deixando de lado completamente a (importante) definicdo "com €'s e §'s "introduzida por A.L.Cauchy
no inicio do século XIX que é religiosamente repetida "ad nauseam”por virtualmente todos os textos do assunto. Em apoio ao
argumento apresentam-se diversos exemplos “concretos”, nem sempre encontrados na literatura pedagégica, que ilustram as
diversas "faces”da derivada o que, se espera, venha em auxilio daqueles que ddo inicio ao estudo do Cdlculo com o intuito de
entende-lo.

Palavras-chave: Cdlculo, Derivada de Leibniz, Histéria do Cdlculo.

Abstract

In a typical first course of Calculus the students are usually introduced to the idea of derivative as a point operation many pages,
definitions, theorems and exercises prior to the treatment of the idea of integral. This usage is at least 1000 years in the opposite
direction to the historical development of the mathematical ideas. One may wonder why such giants as Arquimedes and Galileo
to name just two of the most powerful mathematical minds ever to exist, have not caught up with the idea of derivative during
that long dormancy. We do not have to reach for a historical arqument, ponderous as it might be, to assert that the derivative
as a function operation is a notoriously difficult concept to face head on, more so if subjected to the too formal and far from
intuitive Cauchy’s “e — 6” approach to the singular ( % ) limit. It is safe to say that a giant like G.W. Leibniz had no trouble to
understand Newton'’s definition but, by all means, he decided (before or after seeing the Newtonian procedure) for an alternative
path. The Leibnizian approach to derivative, although mathematically equivalent to Newton’s has a quite different motivation
as a starting point. Leibniz based his work on a concept of "approximating” general functions by the most simple ones, not
from a mere numerical point of view though. What makes Leibniz approach interesting nowadays is that we can repeat it easily
without that mysterious aura of his "infinitesimals” and, at the same time, get some huge fringe benefits, like redefining also
the idea of limit, making it more intuitive, useful and ready for generalization. The substitute for the Leibnizian infinitesimals
are the concept of "scales” and "order” as a way of setting standards for measuring the "rapidity” of approach. A few but
illustrious examples of Leibnizian derivatives not usually found in textbooks will help understand this rich concept through the
many faces it presents in Mathematics and its Applications.

Keywords: Calculus, Leibnizian Derivative, History of Calculus.
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1 Introducao

s disciplinas de Célculo, em todo o mundo, cons-

tituem uma notdria e séria barreira académica e

intelectual das grades curriculares nos primei-
ros anos de ensino superior. Esse "fendmeno" ndo de-
veria surpreender a quem examinar com cuidado a ma-
neira inconsistente e mesmo estranha como uma das
construgdes mais importantes e abstratas do intelecto
humano é apresentada em classe. Dentre os graves pro-
blemas metodoldgicos no ensino desta disciplina, espe-
cial relevo deve ser atribuido a bisecular insisténcia na
introducdo do fundamental conceito de limite a la Cau-
chy. Repete-se hoje quase que literalmente o mesmo,
ainda que genial, argumento inventado por A.L.Cauchy
(1789-1857) em 1821 para organizar o descalabro légico
que viciava os resultados do Célculo de entdo. Hoje,
esse procedimento simplesmente adestra o aluno na ob-
tencdo passiva dos "deltas dados os epsilons" para al-
guns poucos exemplos elementares, o que em quase
nada contribui para o seu aprendizado de um conceito
tao sutil. Argumenta-se, ilusoriamente, que esse é "o tra-
tamento rigoroso" do assunto, restando saber em que sen-
tido e a quem deva ser dirigido. A maioria dos exem-
plos tratados a partir da defini¢do de Cauchy em textos
e classes sdo limites regulares e triviais, excegdo feita a
alguns limites singulares ( 8 ) chamados notdveis (exem-

plo de fato notavel da confusdo do que seja rigor matematico,

sen x 1
X - 7

quando, via de regra, a fungdo seno é apresentada geometrica-

encontra-se no préprio estudo do limite lim,_,q

mente como se fosse um objeto matemadtico ao mesmo tempo
em que ela é obviamente obtida como modelo matemético
de um objeto Fisico, o Circulo. Perde-se assim uma oportu-
nidade excepcional de discutir o importante conceito de mo-
delo matemaético, que raramente é mencionado, em troca de
um exemplo enganoso de rigor matematico).

O presente artigo se dedica a um outro importante
gargalo no aprendizado do Calculo, decorrente imedi-
ato da dificuldade herdada do conceito de limite, a ope-
ragdo derivada.

Em um tipico curso desta disciplina, o conceito de
derivagdo é, logo de inicio, apresentado na sua forma
mais geral possivel como resultado de um limite pon-

af 0 fath)—f(x)

tual e singular, 7 (x) = limj_, 7 , ou, pior:

y/ = lim %. Para o aluno que mal entendeu a ideia

Ax—0
de limite regular, o novo conceito é recebido obscura-
mente e carregado com todos os tons da mistificacdo. A
bem da verdade, a sua defini¢do "rigorosa"é esquecida
em pouco tempo, tanto pelos instrutores quanto pelas
defesas cognitivas dos alunos, quando o assunto é sor-
rateiramente substituido pela apresentagdo receitudria
da operagdo derivada. Na maioria dos textos, a passa-
gem do conceito de derivagio como um limite pontual
para o conceito de operacdo funcional de derivada se da

sem maiores cerimodnias, perdendo-se ai uma outra pre-
ciosa oportunidade de enfatizar um dos aspectos mais
fundamentais e cruciais na compreensao de todo o Cal-
culo, tanto como teoria como método matemaético. Ao
fim, as sutilezas dos conceitos de derivacdo/derivada
sdo varridos para debaixo do tapete, atitude em que
seria oportuno lembrar o histérico e bem humorado en-
corajamento de d’Alembert aos seus alunos: "Mogada,
vamos em frente, que o hdbito haverd de convencé-los, even-
tualmente".

A prevaléncia da atual metodologia para o ensino
do Célculo é um fenémeno em tudo semelhante a do-
minagdo de certas tecnologias modernas que, apesar de
serem muito inferiores as algumas concorrentes, acaba-
ram por serem adotadas em decorréncia de circunstan-
cias histéricas e do poder econémico que as tornaram
tdo sofisticadas e caras, mas razoavelmente eficientes
que, hoje, seu abandono seria invidvel (Exemplo desse
processo foi a dominagdo do sistema de gravacdo VHS sobre
o superior sistema Betamax e, por outros motivos, a descon-
certante disposigdo das letras de um teclado que nada tem de
razoavel. O desengongado motor a pistdo que transforma mo-
vimentos bruscos de vai-e-vem em um movimento rotacional,
é talvez o exemplo mais impressionante).

No que diz respeito ao conceito de derivada, uma
das inconsisténcias mais graves na metodologia ado-
tada para o ensino de Célculo é a sua sistemética apre-
sentacdo antes do conceito de integral, o que deveria
escandalizar a muitos quando sequer é notada. Esse
procedimento contraria totalmente a ordem do desen-
volvimento histérico da Matematica, o que por si s ja
deveria ser um estridente sinal de alerta. Estabelecendo
a origem da integral em Eudoxus (390-338 AC) ("Método
de Exaustio") e, por outro lado, a origem do conceito de
derivada nos trabalhos de Newton (1643-1727) e Leibniz
(1646-1716), o intervalo de tempo entre os dois eventos
soma mais de 2000 anos de Matemdtica, perfodo em
que pontificaram algumas das mentes mais brilhantes
da humanidade, como foram as de Arquimedes (287-
212 AC) e Galileo (1564-1642), para citar apenas dois
extemos. Porque esses e outros luminares da ciéncia
ndo teriam atinado com o importante e necessario con-
ceito da derivada, que permaneceu dormente até que
Newton, em suas proprias palavras, subisse "nos om-
bros de gigantes" para estabelece-lo definitivamente no
corpo da Matematica? O que dizer entdo dos ombros
galgados pelos estudantes contemporaneos ao se matri-
cularem para um primeiro curso de Calculo? O fato é
que o limite singular utilizado para a definigdo Newto-
niana de derivada é muito mais abstrato e dificil de ser
apreendido do que o limite de exaustdo que tem um
objetivo claro como modelo matemdtico, o célculo de
comprimentos, dreas e volumes, e, portanto, uma razao
de ser muito mais intuitiva.

F interessante ressaltar que a avassaladora prevalén-
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cia dessa metodologia anti-histérica para o ensino do
Célculo nunca foi totalmente undnime na Matematica.
Dentre as vozes de dissencdo, encontram-se dois im-
portantes matemdticos do século XX, cujos textos so-
bre o assunto sdo preciosidades didaticas, hoje quase
desconhecidos: o "Vorlesungen iiber Differential- und In-
tegralrechnung” Springer Verlag, 1924”, de Richard Cou-
rant, que foi muito influente em alguns poucos centros
da elite matematica do século XX, e o "Entwicklung der
Infinitesimalrechnung ", Springer 1946, de Otto Toeplitz,
um pequeno livreto postumamente publicado e injus-
tamente esquecido. (E de se admirar e louvar o discerni-
mento da defunta Editora Globo de Porto Alegre pela publi-
cagao em 1951 da tradugdo ao portugués do livro de Courant,
entitulado "Calculo Diferencial e Integral", 2 volumes, um dos
rarissimos textos desde entdo disponiveis a estudantes brasi-
leiros que pretendam iniciar sua formagdo matemdtica com
solidez. O texto de Toeplitz foi traduzido para o inglés como
"The Calculus: A Genetical Approach"em 1963. Ambos tem sua
origem na escola matematica de David Hilbert em Goettingen
e ndo sub-estimam o interesse do leitor. A julgar por um de-
poimento de R.Courant, a ideia dessa metodologia remonta a
uma sugestdo de Leonhard Euler que todavia ndo a empregou
em seu proprio "Introductio Analysin Infinitesimorum", 1777).

O argumento de precedéncia histérica, ainda que
contundente, ndo é o Ginico e nem necessério para nos
convencer de que o conceito de derivada é um dos mais
dificeis no ensino do Célculo. Para motivar o aluno ao
estudo do estranho limite singular (limy,_,o W)
ironicamente, mesmo os textos de Matemadtica dita
"pura", lancam mao de uma vaga ideia de "velocidade
instantanea"sem que se apresente sequer de uma razao
plausivel para que essa quantidade tenha algum inte-
resse. A ubiqua ilustragdo geométrica da secante que se
aproxima da posi¢do de uma tangente, embora mais vi-
sivel e sugestiva, por outro lado, deixa de ser explorada
em sua conexdo com o dificil conceito de limite singular.
Essas duas importantes motivagdes tém a sua origem
nos trabalhos de Newton e dependem, para tanto, de
algum entendimento sobre o conceito de modelo mate-
maético, tema esse que como jd observamos, raramente
é tratado com o devido cuidado em disciplinas de Ma-
tematica, para prejuizo de todos.

Gottfried W. Leibniz (1646-1716), um outro gigante
da Matematica, certamente ndo teve maiores dificulda-
des para compreender o sentido e o intuito do conceito
Newtoniano de derivagédo, definido como um limite sin-
gular de "fluxons". Entretanto, por motivos histéricos
e filos6ficos que valem a pena especular, ele escolheu
um caminho completamente diferente para abordar o
mesmo assunto. Esta divergéncia entre Leibniz e New-
ton na concepgdo do Calculo tinha extensdes politicas
e pessoais que perduraram por toda a vida comum de
ambos com repercussdes duradouras entre a escola ma-
temadtica inglesa e a alemd, denominada pelo historia-

4

dor Ruppert Hall "querra entre fildsofos". (Ruppert Hall
[1980]).

O método Leibniziano para a apresentagdo do con-
ceito de derivada, embora produza resultados equiva-
lentes ao método Newtoniano, tem uma motivacio e
um ponto de partida distintos daquele. Leibniz baseou
0 seu argumento no conceito de "aproximagio assinto-
tica" de fungdes, por intermédio de fung¢des considera-
das como "padrdes simples”. Sob este ponto de vista
unificado e, alguns diriam, simplificado também, ele
pode sintetizar as principais ideias e métodos do Cal-
culo (limite, continuidade e derivada) e, talvez de ma-
neira presciente, preparar o caminho para generaliza-
los a situagdes muito mais abrangentes do que as fun-
¢Oes de varidvel real. Entretanto, para formalizar suas
ideias, Leibniz introduziu o conceito de "infinitesimal"
que, a semelhanca de vérios outros conceitos surgidos
no inicio do Calculo, era tdao misteriosos quanto os "flu-
xons" de Newton. Esse fato e uma vitéria parcial do
campo Newtoniano na luta intelectual pela conquista
da "alma"do Calculo e das mentes de seus praticantes
fez com que o ponto de vista Leibniziano fosse quase
varrido dos textos e da teoria do Calculo até ha
pouco tempo (Ruppert Hall [1980], Kline[1974], Grabi-
ner[1981]). O que faz a abordagem de Leibniz interes-
sante nos dias de hoje é a possibilidade de dispensar
completamente a aura do mistério "infinitesimal" e, ao
mesmo tempo, aproveitar suas enormes vantagens in-
tuitivas e de generalidade. Os substitutos contempora-
neos para os infinitesimais de Leibniz sdo os conceitos
de "fungdes escalas" e "ordem de aproximagdo" que fa-
zem um papel de "medidas" (padrdes) para avaliar a "ve-
locidade" de aproximagdo. (A Anélise Nado-Standard, desen-
volvida por Abraham Robinson na década de 1960, estabelece
um fundamento rigoroso para os "infinitesimais" integrando-
os ao conjunto de ntimeros reais, mas é uma teoria pouco
natural, "estatica” e que faz uso de intrincadas ferramentas
l6gicas, nada intuitivas, eliminando assim a maior vantagem
do Método de Leibniz. Utilizaremos o caminho mais "cinema-
tico" e intuitivo das fungoes escalas.)

A origem psicolégica da dificuldade na compreen-
sdo do conceito de limite de uma fungdo a la Cauchy
tem, pelo menos, duas razdes 6bvias e fortes:

1)A sua formulacdo "estdtica", enquanto a intuicdo
apreende melhor o conceito de limite como um pro-
cesso essencialmente "cinético" e,

2) O fato de que os valores da fungdo podem néo se
aproximar monotonicamente do valor limite tal como a
variavel.

E facil entendermos intuitivamente que fungdes
=L xp 1 i

como, =, X (p > 0)’exp(l/x) se aproximem de zero

quando a varidvel x também se aproxima de zero, x —

0. Isso, porque elas sio monotonicamente decrescentes

e é possivel verificar, com facilidade, que os seus valores
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se tornam pequenos (basta calcular um x para o qual
p(x) < %, n inteiro) e progressivamente menores.

As func¢Ges monotonicamente decrescentes dessa
classe serdo denominadas fungoes de escala ou, simples-
mente escalas, e serdo tomadas como padrdes representa-
tivos do conceito de limite, a0 mesmo tempo que estabe-
lecerdo "medidas da velocidade de aproximagdo" ou "padroes
de convergencia"”.

As fungdes de escala terdo um papel conceitual em
tudo semelhante aos infinitesimais de Leibniz.

Naturalmente, as fung¢des de escala podem assumir
expressdes muito complexas mas, para o estudo do Cal-
culo, as escalas definidas por fung¢des elementares (lo-
garitmos, poténcias, exponenciais) sdo mais do que su-
ficientes, e mesmo para os especialistas em Anélise Ma-
tematica. Portanto, a estratégia do Método de Leibniz
é utilizar "padroes simples de medida de convergencia”
para estimar processos mais complicados. Isso torna o
conceito de limite Leibniziano mais concreto, pois "men-
suravel", ao contrdrio do procedimento l6gico e qualita-
tivo de Cauchy. Além disso, como veremos, ndo ha
qualquer perda de generalidade que pudesse escandalizar
0s mais ortodoxos! Na verdade, o Método de Leibniz é
equivalente ao Método de Cauchy, apenas se apresenta
sob um ponto de vista muito mais natural e intuitivo.

E interessante observar que o texto de R.Courant
mencionado acima inicia o tratamento de limite com
uma andlise aritmética explicita das convergéncias de
sequéncias numeéricas elementares (potencias, exponen-
ciais e logaritmos), que representardo posteriormente o
papel de estimativas de convergéncia, na mesma linha de
argumento de Leibniz. O argumento de Cauchy é apre-
sentado paginas adiante. Analogamente, embora a deri-
vada seja apresentada no texto de Courant inicialmente
como limite (singular) de quocientes, o ponto de vista
de Leibniz é também descrito e amplamente ilustrado
logo em seguida, procedimento esse que é repetido no
segundo volume para o tratamento de fung¢des de vérias
variaveis.

O argumento de Leibniz representado por intermé-
dio de fungdes de escala foi posteriormente generali-
zado para o conceito de "aproximagdo”ou "convergéncia
assintdtica"que, apesar de sua importancia como Método
em vdrias areas, especialmente nas aplicagoes, é relati-
vamente pouco difundido no ensino formal da Matema-
tica, tanto na dita "pura"quanto na desdita.

Uma manifestacdo recente e entusiasmada pelo res-
gate do ponto de vista Leibniziano foi, isoladamente,
apresentada pelo eminente matematico Donald Knuth,
em carta a Sociedade Americana de Matematica
(Knuth[1998]), por ocasido de um movimento para a
revisdo no ensino de Célculo nos EUA. Em verdade,
ainda que esparsamente, essa abordagem vem sendo
empregada ao longo da histéria, mesmo no Brasil. (Fer-
reira[1990]).

2 Limite e Continuidade apud Leib-
niz: Aproximacdo Assintotica

Iniciaremos o argumento de Leibniz estudando a ques-
tao da melhor aproximagdo local de uma funcado geral em
termos de fung¢des constantes, que é a classe de fun-
¢Oes mais simples possivel, e que possibilitard redefinir
o conceito de limite e continuidade segundo um novo
ponto de vista. A questdo que se propde é simples e
pode ser descrita da seguinte maneira:

"Qual a fungido constante que melhor aproxima os va-
lores f(x), quando x varia em uma vizinhanga (local) de
xp?"

O conceito de "melhor aproximagdo", segundo Leibniz,
ndo se refere a valores numéricos para os erros "estati-
cos", mas a uma "medida de velocidade de convergéncia”,
que sugere uma conotacdo cinética muito intuitiva asso-
ciada também ao conceito de aproximagdo assintética.

Na interpretagdo geométrica do Calculo elementar
de fungdes reais o que se pretende é simplesmente de-
terminar uma reta horizontal que melhor aproxime o
grafico de f(x) nas imediagdes xg + h de um ponto xy.

E 6bvio que todas as fungdes constantes, bem ou
mal, "aproximam" os valores da fun¢do f(x), a questdo
é escolher a "melhor"dentre elas. No presente caso, se ¢
for o valor de uma funcao constante a ser testada, a qua-
lidade analitica dessa aproximacdo serd avaliada pelo
comportamento da funcdo erro: gy(h) = f(xo+h) —c.
O melhor que se pode esperar nesse contexto geral se-
ria que o erro se aproxime de zero quando & — 0. As-
sim, os conceitos de melhor aproximagdo e de limite
tornam-se intercambidveis e o assunto pode ser inicial-
mente abordado por qualquer um dos dois lados.

Para apresentarmos o assunto sob o ponto de vista
de Leibniz substituiremos os seus infinitesimais pelo
conceito fundamental de escalas e ordem, o que justifica
um certo cuidado formal para a sua apresentagao.

Defini¢oes: Fungdes de Escalas & Ordem

1-Umafungdo ¢ : R*™t ={x e R; x > 0} —
RT™T, monotonicamente decrescente (isto &,
¢(x) < ¢(y) se 0 < x < y) tal que para qual-
quer N > 0 exista algum valor x, a partir do
qual, tenhamos ¢(y) < %, para y < x,) é
denominada "escala de aproximagio”.

(E claro que estamos introduzindo aqui uma classe

de fungdes que representam da forma mais clara

possivel o conceito intuitivo de lin(l](p(s) =0e
s—

a partir das quais é que desenvolveremos o con-

ceito geral de limite abrangendo todos os casos e
situa¢des muito mais complicadas).

2- Diz-se que uma escala « é de “ordem menor
do que B", (o que se denota das seguintes ma-
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neiras: &« < B, ou & = o(B) ) se existir uma
escala ¢ tal que a(s) < ¢(s)B(s). (E claro que
estamos nos referindo, em outros termos, ao fato:
lim2E) — ).

s—0B(s)

Esta ordenacdo (parcial e estrita) é também interes-
sante que seja estabelecida entre funcdes gerais f e g,
ndo necessariamente escalas, mas definidas na vizi-
nhanga da origem. Para isto tomemos um contexto bem
mais geral que amplia a sua utilidade e ndo interfere na
intuicao:

3- Diz-se que f : E — F, (E e F, dois es-
pagos vetoriais normados) é de "ordem me-
nor”do que g : E — F nas vizinhangas da ori-
gem, e denota-se por, f = o0(g) oupor f < g,
se existir uma escala ¢ tal que ||f(x)| <

¢ ([|lx[]) [g(x)[|- ~ (Hardy[1910], de Bruijn
[1958]).
Observagdes: 1- A escala principal que servira de

padrao basico para o Calculo é a prépria variavel, ou
seja, a fungdo identidade, ¢(s) = s . Exemplos comuns
de escalas menos ou mais "rdpidas" do que a identidade
sdo as fungdes: ¥(s) = [slogs|, P(s) = s (0 < p),
¥(s) = exp(=l), assim como os seus produtos e suas
composicdes. E facil ver que s” = o(s)se p > les =
o(s”) se p < 1, assim como exp(=t) = o(s¥), Vp > 0.

2- As fungdes escala ndo precisam ser necessaria-
mente continuas e nem elementares, basta que satisfa-
¢am a condicdo 1) acima.

3- A relagdo "< " entre escalas é de fato uma ordem
parcial, ou seja, é transitiva, mas ndo é completa. Para
verificar isto, considere a fungdo identidade ¢(s) = s e
uma fungdo « definida em intervalos, [%H,%) alterna-
damente, pelas expressdes 52 e s2.

4- E importante ressaltar que, sendo as fungdes po-
téncia @i (s) = sk (k inteiro e positivo) as escalas mais
simples e utilizadas, é comum em alguns textos estabe-
lecer a ordem dessas escalas conforme as suas poténcias,
o que confere um sentido exatamente oposto ao em-
pregado acima. Assim, terfamos s> de ordem superior
a s, quando na verdade, pela definicdo acima, como
s°> = (s°)s?, teremos s° < s2. A definicdo utilizada aqui
tem a vantagem de ndo se ater ao caso especifico das
fungdes poténcias e ser mais proxima da desigualdade
numérica correspondente.

5- Os conceitos de escalas e de ordenacdo sdo os fun-
damentos da Anélise Assintética onde também define-
se o conceito de ordem parcial néo estrita < :

Definicio:
Diz-se que a escala « é no méximo da ordem
da escala f e escreve-se @ = 3, se existir uma

constante C > 0 tal que a(h) < CB(h) no res-
pectivo dominio. Se também tivermos < «
dizemos que & e f tém a mesma ordem e
escreve-se & = f3.

Diz-se que uma fungdo f definida nas vizinhan-
¢as do zero de um espago vetorial normado é de
ordem menor do que /1, quando /1 — 0, (e a de-
notamos genericamente por o(h)) se existir uma
escala ¢ tal que:|| f(h)|| < ||h|| - ¢(||h]). Esta é
uma notagdo proveniente da Andlise Assintdtica.
(Hardy[1910], de Bruijn[1958]).

6- Observe que a soma e o produto de duas func¢oes
o(h) é uma fungado o(h) e que o produto de duas fungoes
o(l) é uma fungao o(h?).

E importante sempre lembrar que o simbolo o (/) de-
signa, genericamente, uma fungdo qualquer com a pro-
priedade assintética descrita acima. Com esse entendi-
mento, tem sentido "rigoroso" a substituicio em uma
equagdo um termo o(h) + o(h) por o(h) e outras opera-
¢des que ndo teriam sentido no contexto usual.

Definicdo de Limite e Continuidade segundo Leib-
niz:

Considere uma fungdo f : E — F, onde E,F
sdo espacos vetoriais normados. Diz-se que
esta funcdo tem limite yy para x — x( se
em alguma vizinhanga de x( o erro ¢(h) da
aproximacado

f(xo+h) =yo+e(h),

admite uma estimativa |e(h)|| < ¢(||h]|) para
alguma (qualquer !) escala ¢ e, claro, f é
dita continua em xg se yg = f(xp).

Observagdes: 0- Em termos do argumento de Leib-
niz, uma fungdo é continua em um ponto x( se admite a
melhor aproximacao por fungdo constante nas vizinhan-
cas desse ponto e a constante é exatamente f(x).

1- Essa definicdo é totalmente equivalente ao usual
critério € — ¢ ; a definicdo de Cauchy essencialmente re-
quer a construcdo implicita de uma fungdo escala 4(e),
que define os valores de 6 em sucessivos intervalos de ¢,
por exemplo, [%H,%) . A vantagem do ponto de vista
Leibniziano é sua interpretagdo geométrica clara e a én-
fase no papel da velocidade de aproximagdo avaliada
por alguma escala.

2- E obvio que a escala ¢ nao é tnica pois na defi-
ni¢do ndo se requer que ela seja a "melhor" no sentido
da ordem parcial, (que nem precisa existir), mas sim-
plesmente que seja alguma escala que garanta a conver-
géncia! Por exemplo, dentre muitas, a escala ¢c(h) =
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Ce(h) (para C > 1) e qualquer outra escala ® de or-
dem maior do que g, isto é, ¢ < &, também cumpre o
mesmo papel.

3- Fica claro da definicdo também que os conceitos
de limite e continuidade estdo intimamente ligados as
normas escolhidas para cada espago vetorial, E e F, e
uma fung¢do que é continua com uma escolha de nor-
mas, pode ser descontinua com outra escolha de nor-
mas. Todavia, se os espacos E, e F sdo de dimensdo
finita, a continuidade da funcdo independe das normas
escolhidas, j4 que sdo todas equivalentes.

4- O conceito de continuidade segundo Leibniz pode
ser definido analogamente para fun¢des em espagos mé-
tricos, E e F, que nado foram utilizados na definicdo para
evitar a notagdo mais carregada de distancia e pelo fato
de que o conceito de derivada a ser tratado em seguida
exigird o contexto de espagos vetoriais. De qualquer
forma, o mais importante é a ideia e ndo o contexto.

3 Derivada de Leibniz-Fréchét

O conceito de derivada Newtoniana, como limite (sin-
gular) do quociente entre a variagdo da fungdo e a va-
riagdo da varidvel, perde totalmente o seu significado
nos contextos em que ndo existe a reciproca da variavel,
como é o caso da maioria das situa¢des, com excecao
do Calculo de uma variavel real ou complexa. Os exem-
plos mais notérios desta dificuldade elementar sdo os
espacos euclideanos R",n > 2, os espagos de matrizes
(ou de operadores lineares) e os espagos vetoriais em
geral. (A possibilidade da existéncia de &lgebras com divisdo
em R", para n > 2 é uma questdo antiga que tem, de certa
forma, uma resposta negativa apesar do descobrimento dos
quaternions, octonions e etc. v. Birkhoff-McLane[1941]).

A derivada segundo Leibniz, que para fung¢des de
uma varidvel real produz resultados exatamente equi-
valentes aos da derivada Newtoniana, serd facilmente
estendida para situa¢des mais abrangentes, como vere-
mos a seguir.

Para uma maior abrangéncia sem perda de naturali-
dade, trataremos aqui de fung¢des definidas em espagos
vetoriais que podemos entender com sendo R".

Uma vez definido o conceito de melhor aproximagio
local por intermédio da classe de fun¢des constantes, o
proximo passo natural, segundo o argumento de
Leibniz, serd utilizar um procedimento andlogo
considerando-se uma classe expandida de fungdes apro-
ximantes que admite também as fungdes lineares (as
mais simples depois das constantes) com a finalidade
de obter, claro, uma aproximagdo (assintética) aperfei-
¢oada.

Na interpretacdo geométrica do Calculo elementar
de fungdes reais o que se pretende agora é determinar
uma reta que melhor aproxime os valores da funcao

continua f(x) nas imediagdes xo + & de um ponto x.
Experimentando geometricamente com uma curva "su-
ave" para gréfico de f(x) em vizinhanga de um ponto
dado x(, concluimos que uma reta genérica que passa
pelo ponto (xo,f(xp)) produz um erro ¢, , f(xg+h) =
f(x0) +ah +€,(h), que meramente se aproxima de zero
(se f for continua), o que, sob o ponto de vista "cinético"
(assintético), ndo ha aperfeicoamento algum com relacao
a aproximacdo pela reta horizontal.

Entretanto, no "melhor ajuste geométrico" dado pela
reta tangente (quando ela existe) observa-se que o erro
€, se aproxima mais rapidamente de zero do que o des-
vio h, ou seja, ,(h) = o(h) e, portanto, podemos
escreve-la na forma ¢,(h) = heg(h) onde ¢y se aproxima
de zero segundo alguma escala. Esta afirmacdo ¢, de
fato, um aperfeicoamento com respeito a aproximacao
por funcdo constante, pois naquele caso bastava uma
estimativa de erro por qualquer escala. Se este a for en-
contrado, verificamos que ele é tnico, jd que podemos
escrever:

JM - a‘ < ¢(h) , ondeg(h) é uma escala

f(xo+h})l* (x0) _ a, isto

(qualquer) e isto significa limy,_,
é, a derivada Newtoniana.

Por outro lado, se este ultimo limite existir (isto é,
existindo a derivada Newtoniana) entdo podemos vol-
tar atrds e re-escreve-la na forma Leibniziana, o que
mostra claramente a equivaléncia das duas defini¢des
para fungdes de varidvel real.

Passemos entédo a definicdo formal de derivada Leib-
niziana em um contexto mais geral, que inclua situa-
¢oes onde é impossivel definir o limite Newtoniano por
inexisténcia do reciproco de h. O nome de Maurice R.
Fréchet (1878-1973) é frequentemente associado a essa
defini¢do de derivada (com justica mas sempre sem o
de G.W.Leibniz (1646-1716)) por ter sido ele o respon-
sével pela sua (re)descoberta em um contexto abstrato
mais de 300 anos apds Leibniz.

Defini¢do de Derivada de Leibniz-Fréchet:

Seja f : E — F uma fungdo definida en-
tre espagos vetoriais normados E, e F. Se
para o ponto xg existir uma funcao linear con-
tinua Ly : E — F, (L € L(E,F) ={ Fun-
cdes lineares continuas L :E — F}), tal que
f(x0) + Lo(x — x¢) aproxima os valores de
f(xo+h) com um erro de ordem menor do
que ]

f(xo+h) = f(xo) + Lok +o(]|]]),

entdo Ly é chamada derivada de f segundo
Leibniz-Fréchét no ponto xy e denotada com
um dos simbolos:
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Lo = Df(xo) = af(x0) = f / (x0) = Vf(xo)

= %(xo)-

Se f tem derivada de Leibniz-Fréchet em to-
dos os pontos de um conjunto U C E, en-
tdo dizemos que f é diferencidvel (segundo
Leibniz-Fréchet) em U.

Observagdes: 0- Seguindo a literatura por vezes
utilizaremos apenas o termo "Derivada de Fréchet".

1- A existéncia da derivada de Leibniz-Fréchet inclui
implicitamente a existéncia da aproximagdo 6tima por
funcdo constante pois, exige-se que a fungdo linear Ly
seja continua, isto é, limitada no sentido ||Loh|| < C ||k||.
Assim, a expressdo f(xg) + Lok pode ser considerada
como um aperfeicoamento da aproximagao (assintética)
realizada apenas por f(xp).

2- A derivada de Leibniz-Fréchét df(x), se existir, é
Unica pois, caso contrério, teriamos Lq(sh) — Ly(sh) =
o (||sh||), de onde, dividindo por s no limite nulo, obte-
mos Lq(h) — Ly(h) = 0 para todo vetor h € E.

3- Se f for diferencidvel em U C E, entdo a derivada
df é uma nova fungdo da forma:

df:U — L(E,F) = { Conjunto das fungdes lineares con-
tinuas L : E — F}, que por sua vez pode ser também
derivada se o espacgo vetorial L(E,F) for dotado de uma
norma, por exemplo, a uniforme. Assim, podemos defi-
nir, ainda que progressivamente de maneira mais com-
plexa, derivadas de qualquer ordem.

4- No caso de fungdes f : U C R" — R™ a deri-
vada de Leibniz-Fréchet em cada ponto, of (x), é uma
transformagdo linear entre R” e R™, e, portanto, identifi-
cével com uma matriz M, x»(R) que a representa ( cha-
mada matriz "Jacobiana"), de onde podemos escrever:
df : U C R" = Muxm(R). Observe que My xm(R) é um
espago vetorial de dimensao n? que pode ser normado
de diversas formas (equivalentes), a mais comum sendo
a norma euclidena (Frobenius): ||A|l, = \/Tr (AA!) =
VL AZ -

5- Se existir a derivada de Leibniz-Fréchet, entdao
é facil ver que existem todas as derivadas direcionais
(Gateaux) dy € , duf(x9) = %(xo)v. Em particular, se
f : R" — F, entdo existem todas as derivadas parciais,
e %(xo) = % (x0)ex. A reciproca entretanto ndo é ver-
dadeira pois pode ndo haver uniformidade (com rela-
¢do a direcgdo) para os limites que definem as derivadas
direcionais. Mais adiante mostraremos um importante
Teorema que fornece condicdes tteis nas derivadas di-
recionais para que exista a derivada de Leibniz-Fréchét.

6- Se f : R" — R™, entdo a matriz que representa
a funcdo linear df (x) : R" — R™, pode ser calculada

via derivadas direcionais e verificamos facilmente que
[0f (x)];; = g—g (x), a chamada Matriz Jacobiana de f no
ponto x.

7- Por outro lado, se existir uma func¢ao L ndo con-
tinua que satisfaz a condi¢do de aproximacao acima es-
tabelecida, ndo teremos a derivada de Leibniz-Fréchet,
mas teremos, sim, todas as derivadas diecionais (de Ga-
teaux).

8-Se f: U C R" — R for uma fungdo diferencia-
vel segundo Leibniz-Fréchét,entdo, of : U C R" —
L(R",R) ~ Mj«,(R), ou seja, of (x) pode ser represen-
tada por uma matriz 1 x n, [9f(x)]y = ‘%k(x). Mas,
segundo o Teorema de Riesz-Fréchet (0 mesmo Fréchet)
também podemos representar o produto matricial Lh
como um produto escalar, Lh = (I,h), Vh € R", onde
I € R", claro, é dado por [y = Li;. Com esta represen-
tacdo, podemos interpretar df(x) como sendo um vetor
que chamaremos de "Gradiente de f em x". Frequen-
temente os simbolos df(x) = Vf(x) = gradf(x) , sdo
utilizados para enfatizar este aspecto, mas ndo hd uma
concordancia geral para estas notagdes.

9- Em geral, se f : U C H — R, for uma fun-
¢do definida em um espago de Hilbert H real, e com
valores reais, entdo, como ainda vale o Teorema de Re-
presentagdo de Riesz-Fréchét neste contexto, podemos
identificar a derivada de Fréchét of (x) como sendo um
vetor de H, ouseja, of : U C H — H, e f(x+h) =
f(x)+ (of (x),h) + o(h). Este teorema continua valendo
para fungdes escalares definidas em Espacos de Hilbert
complexos: f: U C H — C . A representac¢do gradiente
de Riesz-Fréchét para a derivada de uma fungdo escalar
definida em um espaco de Hilbert serd de grande utili-
dade no tratamento de funcionais e fundamental para
a interpretagdo de varios resultados em EDPs.

10- O conceito de Aproximagdo Assintética é uma
extensdo e uma particularizagdo da ideia de aproxima-
¢do introduzida por Leibniz. Se dispomos de uma se-
quéncia de fungdes (ndo necessariamente escalas) { ¢y}
definidas em uma vizinhanga da origem e ordenadas
na forma @1 < @i, entdo dizemos que a fungdo f
(também definida nesta vizinhanga) tem uma expansao
assintética nesta classe se existirem coeficientes {c} e

k=N

f(x) = Y ckpi(x)| < @n, e, neste caso, escrevemos,
k=o

f(x) &~ ) ckgi(x). (de Bruijn[1958]).
k=0

4 Exemplos de Derivadas de
LEIBNIZ-FRECHET

A explicitagdo de derivadas de Fréchet para fung¢des ve-
toriais relevantes sempre produz resultados que por si
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mesmos ja se constituem em Teoremas notéveis da Ma-
temadtica e importantes para suas aplicagdes. Nessa se-
¢do obteremos algumas dessas derivadas diretamente a
partir da caracterizagdo Leibniz-Fréchet.

4.1 Fungoes Lineares, Quadriticas e Multi-
lineares (Polinomiais)

Esses exemplos, de tdo simples, serdo apenas citados e
o leitor podera verificar a veracidade deles sem dificul-
dade e, com proveito.

a- A derivada de uma funcdo Linear L : E — F
continua é constante e igual a prépria L , ou seja, L =
L.

(A aparente incongruéncia entre igualdade acima e a tradi-
cional % = e* deve ser esclarecida pela correta interpretagdo
de cada caso. Observe que no Célculo elementar a derivada
é representada por um ndmero que descreve a inclinagdo da
reta tangente e no caso exponencial é varidvel com o ponto x,
ao contréario da derivada da funcéo linear.)

b- E = H um espago de Hilbert, S uma operagao li-
near auto-adjunta continua, e a forma quadrética Q(x) =
(Sx,x), Q: E — C. Entdo,

9Q(x)h = 1 (Sx,h) , que, na representagio de Riesz-
Fréchét, pode ser re-escrita como gradiente na forma:
9Q(x) = VQ(x) = 1Sx.

c- B: EXE — F, é funcdo bilinear continua, ou
seja, B é linear em cada varidvel e existe C > 0 tal
que, |B(xy)|| < C||x|||ly|]|. A derivada de b : E —
F, b(x) = B(x,x) pode ser facilmente calculada assim
como 0B(x,y). Exemplo elementar mas interessante des-
tas é o produto vetorial em R3.

d- O produto vetorial misto pode ser encarado como
uma como uma funcéo trilinear D : R3 x R3 x R3 =
M3(R) — R3, sua derivada de Fréchet tem interesse
especial.

4.2 Derivada da funcio matricial inversao
(reciproca), r : I,(C) — I,(C), r(A) =
A~1- Séries de Neumann:

Consideremos agora o espago vetorial das matrizes com-
plexas de ordem n que denotaremos por M,(C) com

a norma de Frobenius:||Al, = ¥ ’ Ayj| , proveniente
k,j

do produto interno euclideano, (A,B) = Tr{AB*} =

D Aij_/q, onde Tr é o trago e o subconjunto das matrizes
k,j

inversiveis, que denotaremos por I,(C). Se f : C — C
for uma fungdo analitica qualquer definida em uma vizi-
nhanga da origem, ou seja, representavel (segundo Wei-

[e9)
erstrass) por uma série de poténcias f(z) = Y a3z,
k=0

convergente para |z| < R, entdo, podemos definir as

fungdes matriciais f(A) desde que ||A|, < R, como li-
mite das séries de poténcias: f(A) = Y a;A¥. Para
k=0

tanto, basta utilizar a desigualdade [|A?|, < (||Al,),
‘Akj’ < ||AJ|,, e o critério de majoragdo de Weierstrass.

(Bassanezi-Ferreira[1988]).
Em particular, utilizando a expansdo em série geo-

[ee]
métrica da funcdo f(z) = = = ¥ ZF, (para |z < 1),
k=0

podemos definir a func¢ado reciproca matricial » nas ime-
diagdes de uma funcdo A € I,,(C) pela famosa série de
Carl Neumann:

rA+H)=(A+H) = ((1 + HA‘l)A>71
= a7t (1+ mrl)_1 — ATl Y (—HAT)
k=0

=A T ATTHAT 4+ A Y (HA Y (HA™Y) + ...
= A —ATTHA T 4+ o(H),

desde que |[HA™!|| < 1, o que é satisfeito se |[H|| <

AT ou seja, neste caso, (A + H) € I,(C).

A propria expansdo de Neumann na forma
(A+H) ' = A1 — A"'HA™1 4 o(H) fornece explici-
tamente a derivada e Leibniz-Fréchet da fun¢do r no
valor A, ou seja,

or(A)H = -ATHA™L.

E interessante observar que esta expressdo guarda
uma certa semelhanca com a expressdo para a derivada
da funcgdo reciproca r(z) = %, real ou complexa, pois,
r/(a) = ;—21 = —(a~1)%. A ressalva é de que paran > 1
as matrizes nao sdo, em geral, comutativas e, portanto,
devem guardar suas respectivas ordens nos produtos.

Do resultado acima conclui-se que as fun¢des matri-
ciais analiticas f(A) ndo tem, necessariamente, de-
rivadas de Leibniz-Fréchet dadas por f /(A) como
poderia ser ingenuamente previsto. Na verdade, essas
derivadas raramente podem dispor de representagdes
elementares devido em parte a ndo comutatividade do
produto matricial. Esse e os proximos exemplos sdo ca-
sos excepcionais. Outros casos mais simples que podem
ser verificados diretamente pelo leitor sdo as fung¢oes de
poténcias inteiras: f(A) = A™.

4.3 Derivada da funcao determinante det :
I,(C) — C-Férmula de Euler-Schwinger

Consideremos a fun¢do determinante com varidvel ma-
tricial e valores reais definidas no subconjunto das ma-
trizes complexas inversiveis, n x n, det : I,(C) — C.
Inicialmente observemos que a derivada de Fréchet
da fungdo det em cada ponto A € I,(C) é uma fungdo
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linear de valores complexos definida no espago das ma-
trizes M, (C) e C, e, portanto, pelo teorema de represen-
tagdo de Riesz-Fréchet pode ser escrito na forma:

3 (det) (A)H = Tr(AH*) = (A H),

onde, naturalmente, a matriz A, em geral, depende de
A.

Para determinarmos a derivada de Fréchet, analise-
mos a expansao:

det (A + H) = det ((1+ HA*l)A)
= det Adet (I + HAfl) ,

e nos fixemos no termo det(I + HA™!) = det(I + Q),

lembrando que todos os termos da matriz Q = HA™!

contém fatores de termos Hy; da matriz H. Estamos in-
teressados em expandir a (entranhada) expressao det(I +
), mas, felizmente, apenas nos seus termos que nio

contenham Hy; ‘s , ou que tenham Hy; s apenas em

ng‘ < |H|? et
Lembrando que o determinante de uma matriz é calcu-
lado como a soma de parcelas, cada uma delas, sendo

um produto de n fatores onde aparecem representantes

de todas as linhas e todas as colunas, concluimos que se

em um fator houver mais de um termo do tipo ()y; este

termo serd o(||H||. Assim, a tnica parcela que pode nos

interessar é aquela formada pelo produto dos termos

da diagonal de I + Q), isto é: (14 Qqq) - - - (1 + Q) -

(14 Qun) =14+ Tr(Q) + o(||H|)-

Voltando a expressdo original, escrevemos:

primeiro grau, pois ‘H,%]-‘ < ||H|7?,

det (A + H) = det Adet (1+HA™)
— detA (1 + (Tr(HA*1)>) +o([|H]|)
= det A + det A (Tr(HAfl)) +o(||HI)),

de onde tiramos a importante férmula (obtida por Leo-
nhard Euler no século XVIII para a obtencdo das equagdes
da dinamica de fluidos que lhe deu eterna fama, e "redes-
coberta"por Julian Schwinger no século XX no seu trabalho
sobre as equagdes da eletrodindmica quantica que lhe rendeu
eterna fama e um ter¢o do prémio Nobel de 1958, junto com
R.Feynman e S.Tomonaga):

ddet (A)H = det A (Tr(HA’l) = (AH),

ou, segundo a representagdo "gradiente"de Riesz-Fréchet

ddet
0A

Essas férmulas podem ser estendidas para a Anédlise
Operacional, que é o estudo de fungdes cujas varidveis
sdo operadores lineares em espagos de Hilbert e ope-
radores diferenciais. (Lax[2000], Nazaikinskii&al[1998],
Maslové&al.[1980]).

(A) = grad (det(A)) = A(A) = (det A) (A—l)*

44 Derivada da func¢dao exponencial de ope-
radores lineares d(e): Férmula de Dy-
son

A funcdo exponencial é certamente a mais importante
fungdo nao-aritmética (isto é, nao definivel por uma sé-
rie finita de operagdes aritméticas), uma vez que as fun-
¢oes logaritmo e todas as trigonométricas podem ser
definidas a partir dela. A definicdo de e* no domi-
nio complexo (seu habitat natural) pode ser realizada
de vdarias maneiras equivalentes que sdo importantes
para enfatizar seus diferentes aspectos, em particular:
[e9)

¢ = lim (1+2)" = IEO%C = w(1), onde w(t) é so-
lucdo da equacdo diferencial ordindria no plano com-
plexo: ’fi—zf = zw, w(0) = 1, além de outras.

As trés expressodes fazem sentido e sdo iguais quando
z = A for uma matriz quadrada ou mesmo para opera-
dores lineares muito mais gerais, tais como operadores
diferenciais, desde que sob condig¢des especificas. Apre-
sentando esse item no contexto das matrizes evita-se o
emaranhado técnico dos casos mais gerais, a0 mesmo
tempo que se expde todo o formalismo da Anélise (ou,
Calculo) Operacional, que é o estudo de fungdes cujas
varidveis sdo operadores. (Maslov[1980], Lax[2000],
Ferreira-Fassoni[2014]). A derivada da fungdo exponen-
cial complexa pode ser obtida tanto pela definicio New-
toniana quanto Leibniziana. Entretanto, a derivada
desta fun¢do no contexto da Andlise Operacional so-
mente podera ser definida pelo Método de Leibniz que
serd ilustrado a seguir. A sugestdo mais natural para
isto seria a representagao por série. Entretanto, ao escre-
vermos e tH = OZOL % observa-se que cada potén-

k=0

cia (A+H)* = (A+H) - (A+ H) produz k termos
lineares em H e, pelo menos a primeira vista, seria in-
tratavel coleciona-los todos em uma expressdo razoéavel.
Enfim, ndo vale aqui o resultado do Calculo elementar,
talvez ingenuamente esperado, de que a derivada da
exponencial é a propria exponencial !

Para obter uma expressdo razodvel que represente
a derivada, utlizaremos a sua caracterizagdo como so-
lucdo de uma equagdo diferencial ordindria operaci-
onal (Bassanezi-Ferreira[1988]): ‘%l = AU, U(0) = I,
de onde, e = U(1). Assim, eATH = V(1) onde V(t)
é solucdo da equacéo: % = (A+H)V = AV+ HV,
V(0) = I, que pode ser também escrita na forma V (t) =

t
eA + i e=)AHV (s)ds (que se obtém resolvendo a equagio
0

modificada com a fatoragdo operacional (etA) % (eftA) =

(% - A) e o teorema fundamental do Calculo). Substi-

tuindo duas vezes essa expressdo para V () nela mesma,

t
obtemos: V(t) = e!4 + [ e("=9)AHeAds + o(H), de onde
0
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o argumento de Leibniz produz a importante Férmula
de Dyson:

1
d (eA) H= fe(1*5>AHeSAds.
0

Férmulas para derivadas, particularmente as da Ana-
lise Operacional, sdo importantes no calculo de aproxi-
macdes assintéticas. (Hoppensteadt[2000], Trenoguine
[1985], Maslové&al.[1980]).

A férmula de Dyson é surpreendente por relacionar
dois aspectos muito distintos da Matemdtica, o com-
binatérico (de quantas formas o termo linear aparece
na expansdo em série de poténcias) com uma expres-
sdo continua. Em geral, sempre que isso acontece em
Matematica alguma coisa muita profunda espreita sub-
mersa na conexdo. (Essa férmula foi originalmente obtida
pelo fisico Freeman Dyson em 1948 no seu trabalho de funda-
mentacdo da eletrodindmica quantica, pelo qual ele ndo com-
partilhou o prémio Nobel dado a J.Schwinger, R.Feynman e
S.Tomonaga ganho pelo mesmo motivo).

4.5 Decomposicdo Polar da Derivada de
Leibniz-Fréchet e a Derivada Complexa
de Cauchy: Equacdes de Cauchy-
Riemann

Uma funcéo f : R%? — R2, definida coordenada a co-
ordenada por: f(x1,x2) = (f1(x1,x2),f2(x1,x2)) pode
sempre ser considerada como uma fungdo de varidvel
complexa e valores complexos, escrevendo-se, natural-
mente, z = x1 +ixp e, f(z) = fi(z) + i fa(z), e, vice-
versa, tal como fazia Cauchy.

E um fato notério em Matematica que a dimensao
n = 2 é um exemplo excepcional de espago vetorial
euclideano, R", onde se pode definir a reciproca de
qualquer vetor I # 0, utilizando-se para isto a sua es-
trutura natural de corpo complexo, por intermédio da
identificacdo: R? ~ C, (x1,x3) ~ z = x1 +i xp.

Portanto, analogamente a n = 1, podemos também
neste caso definir a derivada Newtoniana de fung¢des f
como um limite (quando existir) da razdo entre a dife-
rengas funcional e da varidvel, a chamada derivada
complexa de Cauchy: f /(zy) = %ﬂw

Utilizando aqui o ja& conhecido argumento do Cél-
culo real, é possivel reescrever a expressao limite que
define a derivada de Cauchy no sentido de Leibniz:

flzo+h) = f(z0) + f ' (z0)h +0(h),

onde o termo Lh = f /(zg)h (resultante de um produto
complexo) é linear em /. Concluimos entdo imediata-
mente que a transformagdo linear L é também uma de-
rivada de Leibniz-Fréchét da fungdo f em z.

Mas, como se sabe, uma transformacdo linear em
R? obtida pelo produto complexo com um ntmero fixo
a = re, Lh = ah = re!h, pode ser geometricamente
interpretada como composi¢do de uma Rotacdo (%) e
uma Homotetia (ou, vice-versa), e se f/(z9) = a« =
a+ibeh = hy +ihy , este produto complexo pode ser
representado matricialmente da seguinte forma:

f/(20)h = (ahy — bhy) + i(ahy + bhy) ~ ( ahy — bhy )

ahy + bhy
o a —b h1
“\ b a hy )°
Por outro lado (o Leibniziano) a derivada de Fréchét

para f(x1,xp) pode ser representada também pela sua
matriz jacobiana

ofi A
fixy= [ 70 2
ox 0 ok of2 |’
8x1 8x2
e, como a derivada de Fréchét-Leibniz é tinica, conclui-
mos que, existindo a derivada de Cauchy, existird tam-
bém a derivada de Leibniz-Fréchét e a suas representa-
¢oes complexas e de Jacobi deverdo ser iguais, ou seja,
necessariamente devemos ter as:

Equacées (de Compatibilidade) de Cauchy-Riemann:

L _ %
8x1 BXQI

y _ Oh_dh

a.X2 axl '

Por outro lado, se a fungdo f tiver derivada de
Leibniz-Fréchét no ponto xo = (x10,X20) € a sua repre-

sentagio matricial Jacobiana for da forma( Z _ab ), ou

seja, se forem vdlidas as condigdes de compatibilidade
de Cauchy-Riemann, entdo podemos reescrever a ex-
pressdo matricial na forma de um produto complexo
( 9x, f1(x0)  Ox,f1(x0) ) . < h ) _
9x; f2(X0) 9, f2(x0) hy
ad ) .
(32 +i32) (n+im),

e dai concluir que esta fun¢do f também admite a deri-
vada de Cauchy-Riemann, de onde vem o importantis-
simo Teorema de Cauchy-Riemann.

451 Teorema de Cauchy-Riemann:

Uma fungio f : R? — R? diferencidvel se-
gundo Fréchét-Leibniz é diferenciavel segundo
Cauchy-Riemann (quando interpretada como
fungdo f : C — C) se e somente se forem
validas as Equacdes (condi¢des de compati-
bilidade) de Cauchy-Riemann.
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Dessa abordagem podemos facilmente obter equa-
¢oes de compatibilidade de Cauchy-Riemann para qual-
quer tipo de coordenadas (Ferreira-Borges[2014]):

1- Considere uma fungéo f : R> — R? definida com
as varidveis em coordenadas polares e valores em coor-
denadas cartesianas, ou seja, f(r,0) = f1(r,0) +if2(r,0).
As condicdes de compatibilidade de Cauchy-Riemann
para as fungdes fi(r,0) podem ser obtidas seguindo o
argumento acima.

2- Considere uma funcio f : R — R? definida com
as varidveis e valores em coordenadas polares, ou seja,
f(r,0) = R(r,0) exp(i®(r,0). As condicdes de compa-
tibilidade de Cauchy-Riemann para as fung¢des R(r,0)
e O(r,0) seguem do argumento acima.

3- Considere que a funcdo f : R> — R? e as co-
ordenadas curvilineas definidas por, ¢ : R> — R?, e
¢ : R> — R? (ambas com inversas, pelo menos locais,
sendo ¢, !, 1, p~1, todas diferencidveis segundo Fré-
chet). A expressdo generalizada para as condigdes de
compatibilidade de Cauchy-Riemann nestas novas co-
ordenadas também seguem diretamente do argumento
acima.

4.6 Decomposicio de Cauchy-Helmholz:
Operadores Rotacional e Divergente

Uma fungdo definida entre dois espagos R" pode ser
interpretada geometricamente como diversos modelos
matematicos, o que leva a diferentes interpretacdes tam-
bém para os vetores x e f(x) = y , assim como a
distintas motivagdes no estudo da prépria f. Em um
exemplo mais comum f é interpretada como mapea-
mento que descreve pontos y de uma cépia de R" por
intermédio de pontos x de outra cépia do mesmo R".
Nesse caso, tanto x como y representam posices em
seus respectivos dominios. (E interessante observar que
para esse modelo a funcéo f ¢ bijetora embora o uso do termo
"mapeamento” para f em matemdtica prescinda dessa condi-
cdo). Em um segundo exemplo, x representa um ponto
e f(x) = y representa um deslocamento deste ponto, ou
seja, u(x) = x + f(x) descreve uma deformagio do es-
pago, cuja motivacdo tem a sua origem em teoria da
elasticidade.

A interpretacdo, que serd utilizada nessa se¢do é
oriunda também da dindmica do meio continuo, mais
particularmente de fluidos. Nesse caso, x representard
um ponto do espago e f(x) a sua velocidade, ou seja,
diz-se que f é um campo de velocidades. Em seus es-
tudos de dindmica de fluidos, o ja citado matematico
A.-L.Cauchy e o fisico H.Helmholz empregaram uma
decomposi¢do muito simples da derivada de um campo
de velocidades que pde em relevo propriedades impor-
tantes do movimento do fluido nas imedia¢des de um
ponto e esclarece a natureza de algumas operagdes
diferenciais do Calculo Vetorial, que usualmente sdo

impostas como receitudrio com nomes sugestivos mas
misteriosos. Apesar da motivacdo essencialmente fisica
desse procedimento, o resultado obtido é de importan-
cia fundamental para a Andlise. Assim, consideremos
a expressdo de Leibniz para o valor de f(xo+h) =
f(xg) +of (xg)h + o(h) = vg+ Mh + o(h) e concentre-
mos nossa atencdo na sua aproximacado de primeira or-
dem, vy + Mh , que reescreveremos como

0o + Al + Sh,

em que a matriz M = Jdf(xg) ¢é descrita pela
decomposi¢do, quase Obvia, de Cauchy-Helmholz,
M= L1(M-M)+1(M+ M), observando-se que
A = 1 (M—M!) é uma matriz anti-simétrica e S =
1 (M+ M!) ¢ uma matriz simétrica. Se restringirmos
agora, por simplicidade, esse exemplo ao espaco fisico
com dimensdo n = 3, podemos utilizar um antigo resul-
tado (de Geometria Analitica ou Cinematica Elementar),
pouco conhecido hoje, mas, crucial em varios contextos:

Lema de Euler:

"Uma operagio linear em R® representada em base or-
tonormal por uma matriz anti-simética A pode ser também
representada como um produto vetorial, ou seja, existe um
vetor w (iinico, a menos de orientacdo do espago) tal que
Ah = w X h, e vice-versa".

Continuando com a mesma interpretagdo geométri-
ca, podemos interpretar, com Euler, o campo de velo-
cidades Al = w x h como sendo um campo de rota-
¢do em torno do eixo w com velocidade angular |w| na
orientacdo escolhida. Resumindo, a decomposi¢do de
Cauchy-Helmholz para a aproximagdo de primeira or-
dem de um campo de velocidades fornece a seguinte
interpretacao:

O movimento na vizinhanga do ponto x( consiste
na composicdo de trés movimentos: 1) Uma transla-
¢do comum a todos os pontos x = xo + h dada por
v9 = f(x0), 2) Uma rotacdo dessa mesma vizinhanga
(como a de um corpo rigido) definida pelo vetor w e, 3)
Um campo Sh que, por resultados anteriores pode ser
interpetado como gradiente de uma func¢do quadrética
Q(x) = (x —x,5 (x — x0)).

Um pouco de manipulagdo, que ndo apresentaremos
aqui, mas que deveria constar de todos os textos de Cal-
culo de vdrias varidveis, mostra que w = %rot f(xg) e
que o terceiro termo é o Unico que imprime uma de-
formacdo local no meio (ja que os dois primeiros sdo
movimentos de corpo rigido) cuja taxa especifica de
compressdo volumétrica é dada pelo divf(xg) = trM =
¥ 55 (xo).

Teoremas integrais de Green, Kelvin e Stokes e ou-
tros podem ser obtidos de forma muito mais natural,
com mais substancia conceitual e generalizaveis para
dimensdo superior se os operadores diferenciais rot e
div forem apresentados por intermédio da derivada de
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Leibniz-Fréchet (Ferreira[1990], Ferreira-Fassoni[2014]).

Com isso, quebra-se de maneira relativamente sim-
ples os mistérios dos operadores "rotacional” e "diver-
gente" tdo bem guardados na maioria dos textos de Cal-
culo Vetorial, onde quase sempre comparecem na forma
de meros simbolos ocos de significado e destinados a
aplicacdo de um receitudrio mecanico.

5 Conclusoes

O conceito de derivada tem sido amplamente genera-
lizado de varias maneiras com a finalidade de esten-
der os bem sucedidos métodos de Calculo a contex-
tos em que as fungdes tem um dominio ou um signi-
ficado mais amplo do que o das fungdes elementares
de variavel real. Exemplos dessas extensoes sdo a Deri-
vada Geométrica em variedades diferencidveis (Dubrov-
nin&al.[1986]), Derivadas Generalizadas de Friedrichs-
Sobolev-Schwartz (Lutzen[1982], Lax-[2002]) e Sato
(Graf[2000]), Derivada de Fubini, (Lax-[2002]), Derivada
Complexa (Henrici[1974]), Derivada Convexa (Tre-
noguine [1989]), Derivadas Geométricas (Grenan-
der&al.[2000],  Delfour&al.[2001], Henry[1982]), g-
derivada (Kac&al.[2002]), Derivada Fracionaria (Zas-
lavsky [1998]), Operadores Pseudo-Diferenciais (Na-
zaikinskii&al[1998]), além da teoria de Leibniz-
Fréchét (Trenoguine[1989], Lax[2002], Ferreira- Fas-
soni[2014]), enfatizada nos itens anteriores.

Em Calculo elementar de fung¢des reais de varidvel
real é notdria a importancia do mais famoso e ttil dos
Teoremas de Fermat que estabelece critérios para pon-
tos de extremo de uma fungdo diferencidvel, ou que
caracteriza o crescimento ou decrescimento e a inver-
sdo local de uma fungdo em termos da sua derivada.
Analogamente, diversos aspectos cruciais do comporta-
mento de uma fungdo f definida em espacos vetoriais
podem também ser obtidos analisando-se a derivada de
Leibniz-Fréchet of (x) segundo o seu papel na aproxi-
magdo f(x +h) = f(x)+ of(xo)h + o(h). Esse proce-
dimento é a base para a formulagdo de vdrias teorias
de importancia fundamental na Matematica contempo-
ranea com grande relevancia para as aplicagcdes. Méto-
dos de Perturbagao (Keller[1985], Hoppensteadt[2000],
Trenoguine[1985]), Andlise de sensitividade (Caswell
[2009]), Andlise Matricial (Absil&[2007]) e Anélise de
Estabilidade (Trefethené&al.[2005]), estdo entre eles. Em
particular, informagdes cruciais sobre o comportamento
local da funcdo f nas imediagdes do ponto xg sdo ex-
traidas da decomposi¢do do operador linear df (xy), tal
como a possibilidade de inversdo local da funcdo f
(quando atuante entre um mesmo espaco), e a andlise
de diversos problemas de Bifurcagdo, como nas Teorias
de Lyapunov-Schmidt e de Hopf.(Keller[1985], Hop-
pensteadt[1990], Trenoguine[1985], Ambrosetti[1997]).

Os Teoremas de Cauchy-Riemann e Cauchy-Helmholz
foram deduzidos a partir de decomposi¢des apropria-
das da derivada de Leibniz-Fréchét. A aplicagdo do
conceito de derivada de Leibniz-Fréchét a funcionais
(isto é, operadores que atuam em espacos de funcoes) é
uma técnica importante na teoria de equagodes diferenci-
ais parciais e teorias Fisicas (Cvitanovic[2000], Ferreira-
Fassoni[2014], Lax[2000]). A algebrizagdo do conceito
de derivada também foi sugerida pelo mesmo Leibniz
que, em um de seus trabalhos, tratou a operagao funcio-
nal derivada como um objeto matemaético por si mesma
passivel de ser ela prépria submetida a operagdes, como
a soma, multiplicacdo por escalar e produto (composi-
¢do). Esse procedimento é a propria esséncia da algebra
operacional e antecipa a Andlise Operacional por vérios
séculos. Para tanto, Leibniz despojou a sua carregada,
mas explicatéria, notacdo quociente (%) de quatro de
seus simbolos e a designou simplesmente por um tnico
simbolo d. Talvez por ser tdo inovadora, essa aborda-
gem permaneceu obscura na Matematica e suas aplica-
¢Oes até que os notéveis trabalhos de Oliver Heaviside
(1850-1925) de maneira totalmente intuitiva e indepen-
dente, a empregasse com desenvoltura para o desen-
volvimento da Teoria Eletromagnética de J.C. Maxwell
ao final do século XIX. O enorme sucesso de seus re-
sultados nado foi suficiente para despertar o interesse
matemadtico pela formalizacdo rigorosa de seus méto-
dos e nem mesmo foram adotados com entusiasmo na
Matemadtica Aplicada, o que seria de se esperar, dada
a sua simplicidade e eficiéncia. (A propdsito, causa ou
efeito disso, Heaviside nunca pertenceu aos meios académi-
cos e foi um autodidata excéntrico que morreu quase na mi-
séria. (Nahin[2002]). O aspecto mais elementar da dlgebra
operacional pode ser facilmente apresentado de maneira "ri-
gorosa''e sem pedantismos, embora, mesmo assim, seja pouco
utilizada em textos de equacdes diferenciais e de diferencas,
em que poderia ter maior impacto pedagodgico). (Bassanezi-
Ferreira[1988]).

A Algebra Operacional foi desenvolvida matemati-
camente por Jan Mikusinski (1913-1987), dentre outros,
que a colocou em bases soélidas, e tteis, em meados do
século XX (Mikusinski[1953]). O desenvolvimento dos
chamados Métodos Operacionais que estendem consi-
deravelmente o escopo da Algebra Operacional se deu
vigorosamente durante o século XX impulsionados em
grande parte pela influéncia de teorias Fisicas e das
Equagdes Diferenciais Parciais. (Maslov[1980], Nazai-
kinskii&[1995], Lax[2000]).

Em um segundo artigo sobre esse tema geral, tra-
taremos de alguns tépicos dentre os mais elementares
mencionados acima.
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