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Hélices generalizadas e curvas de Bertrand
Generalized helices and Bertrand curves
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Resumo

DTS 5 ; ~ - T 5
Uma hélice circular é caracterizada por ter curvatura x # 0 e tor¢do T constantes. Se a razdo — for constante, a curva é
K

chamada hélice generalizada. Uma curva y : | — R® é chamada curva de Bertrand se existe uma outra curva 7y : I — R3
tal que as retas normais de 7y e 7y em s € I sdo iguais. Tanto a hélice generalizada como a curva de Bertrand podem ser vistas
como generalizacdes da hélice circular. Neste trabalho fazemos uma revisdo de conceitos e resultados sobre hélices e curvas de
Bertrand. Além disto, alguns exemplos destas curvas sio plotados.

Palavras-chave: Hélices. Curvas de Bertrand. Indicatriz de Darboux.

Abstract

A circular helix is characterized by having constant curvature x # 0 and constant torsion T. If the ratio s constant, the

curve is called generalized helix. A curve vy : I — R3 is called a Bertrand curve if there is another curve 7 : I — R® such
that the normal lines of -y and 7y at s € I are equal. Generalized helices and Bertrand curves can be viewed as generalizations
of the circular helix. In this work we review the concepts and results on helices and Bertrand curves. Besides, some examples of

these curves are plotted.
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1 Introducao

l ] m dos problemas importantes em geometria di-
ferencial de curvas no espago € a caracteriza¢ao
de uma curvaregular.A curvaturakK e a tor¢ao<z

desempenham um papel efetivo nesta caracterizacdo.

Uma hélice circular é caracterizada por ter curvatura

K # 0 e tor¢do T constantes. Se a razéoIK for constante,

a curva € chamada hélice generalizada. Tal condi¢ao

é equivalente aos vetores tangentes fazerem um angulo

constante com uma direcao fixa. Existem muitas apli-

cagOes interessantes de hélices, sendo que as estruturas
helicoidais surgem, por exemplo, em nanomolas, nano-
tubos de carbono, na forma da hélice dupla do DNA,
em escadas helicoidais, entre outras (Lucas e Lambim
(2005), N. Chouaieb e Maddocks (2006))

Outra abordagem para o problema de caracteriza-
¢do de curvas é considerar a relagdo entre os vetores
do referencial de Frenet. Sabemos que o vetor tangente
unitdrio determina a curva a menos de um movimento
rigido. Podemos perguntar se o vetor normal principal
também determina a curva. Isto s6 ocorrera se nédo exis-
tir uma relagdo linear com coeficientes constantes entre
a curvatura e a tor¢do. Quando isto ocorre, temos cur-
vas que possuem o mesmo vetor normal principal em
cada ponto. Tais curvas sdo denominadas curvas de Ber-
trand. Estas curvas foram descobertas por J. Bertrand
em 1850 e constituem um importante tépico da geome-
tria cldssica de curvas. Tanto as hélices generalizadas
como as curvas de Bertrand podem ser vistas como ge-
neralizagdes da hélice circular.

Neste trabalho fazemos uma revisdo de conceitos e
resultados sobre hélices e curvas de Bertrand, dando de-
monstragdes alternativas de alguns resultados. Todos
os argumentos utilizados neste artigo sdo elementares
e classicos. Observamos também que estas curvas nao
sdo suficientemente tratadas em textos usuais de Geo-
metria Diferencial.

Na segdo 1 é feito um estudo das hélices generali-
zadas. Destacamos o resultado de Izumiya e Takeuchi
(2002) obtido no Teorema 1 que estabelece que toda hé-
lice generalizada pode ser obtida a partir de uma curva
plana.

A sec¢do 2 é dedicada ao estudo das curvas de Ber-
trand. Destacamos o resultado de Izumiya e Takeuchi
(2002) obtido no Teorema 2 que estabelece que toda
curva de Bertrand pode ser obtida de uma curva esfé-
rica. Tal resultado utiliza um referencial mével ao longo
de uma curva esférica denominado triedro de Sabban (ver
Koendrink (1990)).

Os resultados dados pelos teoremas 1 e 2 possibili-
taram tragar hélices e curvas de Bertrand, utilizando-se
o aplicativo Mathematica.

Finalmente, na secdo 3 analisamos a indicatriz de

Darboux de uma curva de Bertrand 7 através do estudo
da evoluta esférica da curva esférica y correspondente a
curva 7y (Teorema 2). Mostramos que a evoluta esférica
é dada pela indicatriz binormal da curva +.

2 Hélices Generalizadas

Esta se¢do é dedicada ao estudo das hélices generaliza-
das. As principais referéncias utilizadas sdo
Izumiya e Takeuchi (2002), Izumiya e N.Takeuchi (2003),
Carmo (2005) e Struik (1961)

Para uma curva v : I — R3 parametrizada pelo
comprimento de arco, temos as conhecidas equagdes de
Frenet-Serret:

K(s)n(s)
—x(s)t(s) + T(s)b(s)
b'(s) = —1(s)n(s).

onde «x(s) é a curvatura e 7(s) é a tor¢do da curva em
s; t, n, b sdo os vetores tangente, normal e binormal,
respectivamente.

A seguir apresentamos as defini¢des de hélice circu-
lar e de hélice generalizada.

Defini¢do 1. Uma curva y : I — R3 é uma hélice circular
se a curvatura k(s) # 0 e a torgio T(s) sdo constantes.

Definigao 2. Uma curva v : I — R3 com x(s) # 0 ¢
chamada uma hélice generalizada se a reta tangente de vy faz
um dngulo constante com uma diregio fixada.

Vamos agora determinar a direcdo fixada dada pela
definicdo acima.

Quando um ponto se move ao longo de uma curva
em R3, seu triedro de Frenet, {t,n, b}, transladado pa-
ralelamente até a origem, define um movimento rigido
chamado Movimento de Frenet. A cada instante, o tri-
edro de Frenet determina um eixo de rotagdo. Este é
determinado pelo ntcleo da matriz de Frenet

0 k(s) 0
M(s) = | —k(s) 0 7(s)
0 —17(s) 0

e é dado por D(s) = 7(s)t(s) + x(s)b(s). Este vetor é
chamado vetor de Darboux.

Agora, sendo a a direcéo fixada, temos que

9 -a = constante = 7 -a =0 = k(n-a) = 0, ou
seja, a é ortogonal a n para x # 0.

Assim,a = At+pube A%+ % =1.

Ainda, 9" -a = 0 = (x'n+xn’) -a = 0 Utilizando
as equacgoes de Frenet e a = At + ub, obtemos

—KPA kT =0
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e, portanto,

_ tt+xb
VT K2
D
Portanto, o[ é a direcdo fixa da hélice generali-
zada.

A proposicdo a seguir é conhecida como Teorema
de Lancret e nos dd uma caracterizagdo da hélice gene-
ralizada em funcdo da curvatura e tor¢do. Aqui damos
uma demonstragdo alternativa para esta proposicéo.

Proposicdo 1. Uma curva com curvatura nio-nula (s) é

- . T .
uma hélice generalizada se, e somente se, | — ) (s) é cons-
K

tante.
Demonstracao
. kb + Tt
Primeiramente, tomando a = ————, vamos
(k2 +12)

encontrar a’.

Seja w = V2 + T2. Entdo

,  (K'b+xb' +Tt+ 1t )w — (kb + Tt
w? '

Usando as equagdes de Frenet e o fato que w' =

xkx' + 17’
————, obtemos

,  K2T't+T%6'b — kTt — k7T’
. :
(k% +12)2

Reagrupando os termos de forma conveniente, te-

mos
, T(t — kT )b+ (kT —x'T)t

°T (k2 4 72)3 W
Suponha 7y (s) uma hélice generalizada. Assim,
7' - a = constante. 2)
Derivando 2 e usando as equagdes de Frenet
7' -a+9-ad =0=xn-a+t-a’ =0. (3)

Aplicando as expressoes de a e a’ em 3,

kb + Tt
(kn) - | =5
(k2 +12)
I A,
it T(TK KT)b+K(13<T K'T)t _0
(k2 +12)2

N (K(KT’—K’T)t) NI k(T —x'T) —0. @

(2 + 72)3 (2 + 72)F
Como x # 0, a expressdo 4 nos da:

kT —x'T=0. (5)

Por outro lado,
™ kT —«'T
(E) o k2 ©)

Usando 5 e 6, concluimos que
T\/ . T
(7) =0, ou seja, (7) = constante.
K K

T
Suponha, agora, (E) = constante.
Assim,

/ /

T /_ KU — KT VY S
(E) _O:>T—O=>KT kt=0. (7)

Utilizando isto em 1, concluimos que a’ = 0.
Entao,

7" -a+9'-a' = (kn)- (
Mas,

_xbtTt +t-0=0.
(k2 +12)

0=9"-a+9"-a = (7 -a) = 9 -a = constante.

Portanto, 7y é uma hélice generalizada.
L
Veremos a seguir como uma hélice generalizada pode
ser construida a partir de uma curva plana.
Dada uma curva plana 7(f), definimos uma curva
no espacgo

t
F(t) = (1) + (cotG/ |17/ (7)[|d7)a+ ¢, onde 8 é um
to

numero constante e a e ¢ sdo vetores constantes com
Y(t)a=0elal =1

Teorema 1. A curva 7 dada acima é uma hélice generali-
zada. Além disto, todas as hélices generalizadas podem ser
construidas por este método.

Demonstragido Prova da 12 afirmacéo.
T
Mostremos que (;) é constante. Assumimos 7y (t)

uma curva plana parametrizada pelo comprimento de
arco.

Derivando 7, obtemos

7' (t) = 79/ (t) + cotba.

7"(t) = xp(t)n(t), onde x, é a curvatura da curva
plana.

7" (t) =, ()n(t) — (xp(t))?t(8).

Também sabemos que para a curva 7,

ey =TT et A

772 17" %312

Efetuando os céalculos, obtemos

Kk(t) =| xp(t) | sen?6 e T(t) = x,(t) cotd sen?6.

Assim, (E) é constante.

K

Prova da 22 afirmagéo.
Seja 7 uma hélice generalizada parametrizada pelo
comprimento de arco. Neste caso, a imagem esférica de

D
Darboux d(s) = D(s)_ é constante.

ID(s)ll
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T(s)T(s) + x(s)B(s)

T2(s) + K2(s)
sdo o tangente e o binormal, respectivamente, de 7.

Denote a = d(s) = ,onde Te B

Temos que (%) (s) = c. Escolha 6 tal que cotf = ¢

( senf > 0).

Considere a curva y(s) = ¥(s) — (7(s) - a)a.

Entdo 7(s) -a = 0. Logo 7 est4 no plano normal a a,
ou seja, y é uma curva plana.

Temos que 7'(s) -a = cosf e |7 (s) — (7/(s) -a)a|| =
sen 6.

Segue que

7(5) + (<ot [ 17/ (x)d)a =

¥ — cos fas + cotf sen fsa = 7.

Como consequéncia temos o seguinte resultado.

Corolario 1. Nas condicdes do Teorema anterior, a curva
plana «y é um circulo se, e somente se, as hélices generalizadas
correspondentes sio hélices circulares.

Demonstragido Pelos calculos feitos no Teorema ante-
rior, temos que a curvatura x e a torgdo T das hélices
generalizadas sdo dadas por

Kk(t) = |xp(t)|sen?0 e T(t) = xy(t)cotd sen 0.

Temos que x e T sdo constantes se, e somente se, Kp é
constante.

Figura 1: Hélice generalizada

A hélice generalizada da figura 1 foi gerada a partir
da elipse y(t) = (cost,3sent), a = (0,0,1), cotd =1e
c=0.

3 Curvas de Bertrand

Definigdo 3. Uma curva v : I — R> com x(s) # 0 ¢
chamada uma curva de Bertrand se existe uma curva vy : [ —
IR3 tal que as retas normais principais de -y e 7y em s € I sdo
iguais. Neste caso, 7y é chamada um par de Bertrand de y.

A proposi¢ao que segue nos fornece uma caracteri-
zagdo das curvas de Bertrand.

Proposigdo 2. Seja v : I — R® uma curva no espaco com
k(s) # 0. Suponha que t(s) # 0. Entdo vy é uma curva de
Bertrand se, e somente se, existem niimeros reais nio-nulos
A, B tal que

Ax(s)+ Bt(s) = 1, para todo s € I.

Demonstracao

Suponha que 7y é uma curva de Bertrand com % o
par de Bertrand.

Sejam t e t os vetores tangentes unitdrios a y e 7,
respectivamente. Temos

d - = -
—(tt) =t -ttt 8
SEH=F-tt ®)
Como os vetores t' e t’ sdo paralelos a reta normal prin-
cipal comum, a expressdo 8 se anula.

Denotando por &« o angulo entre os tangentes nos
pontos correspondentes, temos

t-t=| t]| t] cosa =cosa = constante, )

Assim, em todos os pontos correspondentes de vy e 7y o
angulo entre os vetores tangentes é o mesmo.

Vamos utilizar s e § como o parametro comprimento
de arco de y e 7, respectivamente. Assim, como 7y é
curva de Bertrand,

7(s) = 7(s) +an(s). (10)

Entdo, usando 9 e as equagdes de Frenet,

cosa = f~t—dj§~t

B ~ dsds
ds p

= %(t—i-an)w
ds

= %(bt—l—a(—xt—i-rb)-t)
ds

= %(1—6!1().

Logo,
ds
%(1 —ax) = constante (11)

Por outro lado, temos
[ Ext||=| % ([t+a(—xt+1b)] x t) |=[ Latn ||
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_ d
| Ext =] Zat . (12)
Também
[txt|=||t|l]t]| sena = sena. (13)
De 9, 12 e 13, obtemos
ds
arﬁ = +sena = constante. (14)
Entdo, de 11 e 14, temos
ds
—(1 —ax) _
43 _ cosa _ 1—ax _C (15)
ds sen « at
—at
ds

Fazendo,em 15, a = AeC = 5,

1— Ax B
e —Z=>1—AK—BT=>AK+BT—1~

Agora, seja a curva y(s), com s seu pardmetro com-
primento de arco. Tomemos a curva

7(s) = v(s) + An(s) (16)

e mostremos que se

Ax(s)+ Bt(s) =1, (17)

entdo 7y e 7y sdo curvas de Bertrand.
Diferenciando a expressdo 16 com relagdo a s, obte-
mos

Cg =t+ An’ = (1 — Ax)t+ Atb (18)
Em 17, tomando C = %, ficamos com
1—- Ax = CAT. (19)
Portanto, de 18 e 19
Y _ pz(Ct+b). 20)

ds

Assim, se a orienta¢do de % ja foi escolhida, o vetor
tangente unitario a %y é da forma

Ct+b
V14C2

Derivando 21, obtemos

t= (21)

dt 1 1
- = T Ct/+b/ ———(Cx — 7)n.
ds \/1+C2( )\/1+C2( )

Observe que este vetor é a derivada do vetor tan-
gente a 7y e pertence a normal principal a 7y e esta nor-
mal coincide com a normal principal de 7. Portanto,
e 7y sdo curvas de Bertrand. ]

Corolario 2. Seja vy : I — R3 uma curva no espago com
k(s) # 0e T(s) # 0. Entdo y é uma curva de Bertrand se, e
somente se, existe um nmiimero real A # 0 tal que

A(T'(s)x(s) —«'(s)t(s)) — T'(s) = 0.

Demonstragdo Pela proposigdo anterior, como 7y é uma
curva de Bertrand, existem ntiimeros reais nio-nulos A
e B tais que Ax(s) + Bt(s) = 1.

1-A
Entdo como 7(s) # 0, B= T(S(S) Ou seja, a
1= Ax(s)
expressao T é uma constante.
Diferenciando, temos
—AK'(s)T(s) — (1 — Ax(s))T'(s) 0

[7(s)]?

Portanto,
—Ax'(s)t(s) — T'(s) + Ax(s)T'(s) = 0

Suponha agora que

Portanto,

Entao,

A(T'(s)x(s) — ' (s)T(s)) — T'(s) <1 - AK(S))/ _g

7(s)? )

1— Ax(s)
7(s)
B uma constante real.
Assim, pela proposigdo anterior, y é uma curva de
Bertrand. [
Veremos na proposicdo a seguir que curvas de Ber-
trand espaciais possuem tor¢do nunca nula.

Logo, = B. Assim, Ax(s) + Bt(s) = 1, com

Proposicdo 3. Se 7y é uma curva de Bertrand, ou y é plana
ou T(s) nunca se anula.

Demonstra¢do Seja v uma curva de Bertrand com 7%
o par de Bertrand e sejam t e t os vetores tangentes
unitdrios de v e %, respectivamente.
Pela demonstracdo da Proposicao 2,
t-t=cosa = constante e
| tx t|= sena = constante, (22)

onde a é o angulo formado entre os vetores tangentes.
Sendo s o comprimento de arco de v, temos que

7(s) = 7(s) +an(s). (23)
Derivando 23 com relagdo ao comprimento de arco

5 de %, obtemos

dy dyds , ds
g—%%—(v (s) +an (S))%~ (24)
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Usando as equagdes de Frenet em 24

ds ds
Fii ((1—ax)t+athb) e

Por outro lado, usando 25

t= (t+a(—xt+1b)) . (25)

txt=((1—ax)t+atb) % X t= ar%n. (26)

Assim, como || n ||= 1, de 22 obtemos o que segue:

_ ds ds
| Extl=faron =l ar I=C, @)

onde C é uma constante.

Comoa #0e d—; # 0, da expressdo 27 concluimos
que:

(a) se C =0, entdo 7(s) = 0, para todo s € I, ou seja,
7 é uma curva plana;

(b) se C # 0, entdo 7(s) # 0, para todo s € I.

Portanto, uma curva de Bertrand é plana ou sua tor-
¢do nunca se anula. L]

Vimos anteriormente que toda hélice pode ser ob-
tida a partir de uma curva plana. Veremos agora um re-
sultado similar envolvendo as curvas de Bertrand. Para
isso, vamos definir o chamado triedro de Sabban.

Seja v : I — S? uma curva esférica parametri-
zada pelo comprimento de arco e ¢ o pardmetro com-
primento de arco de y. Considere:

t(o) =7'(0);

s(0) = v(0) x t(0).

{v(0),t(0),s(c)} forma um referencial ortonormal
chamado triedro de Sabban.

Vamos mostrar agora que t'(0) = —y(0) +x¢(0)s(0),
onde «, é a curvatura geodésica de y C S%.

De fato, temos que a curvatura geodésica é dada por
ke(0) =< 7"(0)t(c) x N(¢) > . Utilizando N = vy para
o vetor normal da esfera temos

Ke(0) =<t (0),t(0) x y(0) >=<t(0),s5(0) > .
Assim obtemos as equagoes:

'(0) = t(0)

(0) = =7(0) +xg(0)s(0)
s'(0) = —xg(0)t(0).

Definimos uma curva no espago

-~

(o g

¥(o) = a/ y(r)dr+acot® | s(r)dr+c. (28)
7 70

Teorema 2. A curva 7y acima é uma curva de Bertrand.

Além disto, todas as curvas de Bertrand podem ser construi-

das por este método.

Demonstra¢do Vamos mostrar primeiramente que 7y dada
em 28 é uma curva de Bertrand. A ideia aqui é utilizar
a Proposigéo 2.

Para isso, precisamos calcular a curvatura e a torgdo
de ¥(0).

Derivando (¢, obtemos

¥ () = a(y(c) + cotbs(0)).

7" (o) = a(1 — cotbxg(0))t(0).

7" (0) = —acot g (0)t(c) +a(1 —cotOxg(0)) (—(c) +
Kg(0)s(0)).

Assim, encontramos, com ¢ = +1:

2 —
K(0) = ¢ sen-6(1 :g(o') coth) (29)

() = SenZQ(Kg(;T) + C0t9)' (30)

Logo, existem nimeros reais A = ae e B = acotf
tais que Ax(c) + Bt(c) = 1 o que significa que 7y é
uma curva de Bertrand.

Agora, sendo 7y curva de Bertrand, queremos mos-
trar que

o g
(o) = a/ y(r)dr+acot® | s(r)dr+c,

90 70

para alguma curva esférica 1.
Como 7 é curva de Bertrand, existem A,B € R tais
que Ax(s) + Bt(s) = 1.
B
Fagamos a = A, cotf = p a > 0 e escolhemos

0
esent _

a
Definimos uma curva esférica dada por

e = +1 com

v(s) = e(senOT(s) — cos OB(s)), (31)

onde T(s) e B(s) sdo os vetores tangente e binormal,
respectivamente, da curva f?.

Entdo, derivando a expressdo 31, usando as equa-
¢des de Frenet com N o vetor normal principal de 7 e
usando a relagdo Ax + Bt = 1, encontramos

7' (s) = e(senfT'(s) — cos6B'(s))
= ¢(senfx + cosOT)N
= ¢(k+cotfT)N
= Zsen ON(s).

Seja 0 0 pardmetro comprimento de arco de 7, entdo

do dvy € €
% =l % I=I Esen@ |= EsenG.

Também temos

do
47(5)%

ag(sen 0T (s) — cos QB(S))Z sen 6
= senf(senfT(s) — cosOB(s). (32)
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Logo,

acotfy(s) x Z—Zi—j = cos 0( sen6B(s) + cosOT(s)).
(33)
Como s = ¥ X Z—Z, temos
[ [
a/ 'y(r)dr+acot9/ s(r)dr =
0 0

/M senf(senOT(t) — cos OB(t))dt

s Ho

u
+/ cos 6( sen 6B(t) + cos 0T (t))dt.
up

Assim,

u

(% (%
a/ 7(r)dr+acot6/ s(r)dr :/ T(t)dt =5 +c.
0 0 u

0
E, portanto,

g g
¥(o) = a/ y(r)dr+acot@ | s(r)dr+c.

70 70
L]
A curva de Bertrand da figura 3 foi gerada a partir
da curva esférica

v(t) = (sentcos2t, sentsen?2t,cost),

figura 2, tomando-sea =1,cot0 =1ec=0.

Figura 2: Curva Esférica

Corolario 3. A curva esférica vy é um circulo se, e somente se,
as curvas de Bertrand correspondentes sio hélices circulares

Demonstra¢ido Pela demonstragdo do teorema anterior,
temos

, o sen?0xy (o)

A curva 7 é um circulo se, e somente se, K/g(o’) = 0. Esta
condigdo é equivalente a x'(¢0) = T/ (0) =0 L]

Figura 3: Curva de Bertrand

4 Indicatriz de Darboux

A curva descrita na esfera pelo vetor unitdrio de Dar-
boux, d = D/||D||, é conhecida por indicatriz de Dar-
boux. Quando a curva é uma hélice generalizada, vimos
que d é a direcdo fixa da hélice.

Veremos a seguir o que ocorre com a indicatriz de
Darboux de uma curva de Bertrand 4. Para isto con-
sidere a curva esférica correspondente dada pelo Teo-
rema 2. No artigo Izumiya e Takeuchi (2002), a evoluta
esférica desta curva (centro de curvatura de 7) é obtida
através do estudo das singularidades da fungdo altura.

A evoluta esférica de uma curva y pode também ser
vista como o envelope da familia de grandes circulos
ortogonais a 7. Esta familia é descrita por

F:I1x$? — &
(s,x) — x-t,
onde t é o tangente unitério de 7.
Tomando o envelope
oF
Dr = xESZ;Fz—zo
P 2 —0)
desta familia e utilizando as equag¢des de Frenet, obte-
mos Dr = {x € G2, x = +b(s),s € I}, ou seja, os vetores
binormais de y formam sua evoluta esférica.
Podemos expressar a evoluta esférica em termos do
oF
referencial de Sabban. Neste caso, de F(s,x) = P 0
obtemos

ou seja, x = =+

1
—————(kgv +5).
,/k§+1

Temos entdo a seguinte proposicéo.
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Proposigdo 4. Seja v : [ — S? uma curva esférica e 7y :
I — R® uma curva de Bertrand correspondente a «y. Entdo a
indicatriz de Darboux de % é iqual a evoluta esférica de -y.

Demonstrag¢do Pela demonstragdo do Teorema 2, temos
que a curvatura e a tor¢do de ¥ sdo dadas por

K(0) = esen?0(1 —aKg(cr) coth) (34)

(o) = sen20(;cg(:') +cot0)' 35)

Ainda, pelo Teorema 2, os vetores tangente T e nor-
mal N de % sdo dados por

T(0) = a(y(c) + cot 95(0))% (36)
N(co) = et(0). (37)

Entdo, de 36 e 37, temos

B(0) T(0) x N(0)
— a(y(0) +cot 95(0))‘;—? « et(c)

— () (o) - cotvr(@). G

Como o vetor de Darboux é dado por D = 7T + «B,
temos utilizando 34, 35, 36 e 38 que

sen 26

a

D(o) = { (Kg(a)+cot9)} a(y(o)

+ cot 95(0))2—2

+ E sen?60(1 — xg(0) COte)} ag (6;:) (s(o)
—cotfy(0)).

Efetuando os cédlculos, obtemos

Do) = 2 (s(0) + x5 0)7(0).
Portanto,
a0) = BT = e (5(0)7(0) +5(0)).

k2 (o) +1

Logo, d é a evoluta esférica de 7.

Figura 4: Evoluta esférica da curva da figura 2
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