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Resumo

O presente artigo é fruto de uma parte da dissertagio de mestrado, onde procuramos fazer uma abordagem simples de alguns
teoremas cldssicos da Geometria Euclidiana Plana e tornd-los mais conhecidos, pois embora tenham um grande papel na resolugio
de muitos problemas geométricos, estio de certa forma esquecidos tanto no ensino bdsico quanto no ensino de graduagio. No
intuito de resgatar tais teoremas, desenvolvendo assim habilidades em Geometria, exploramos os seguintes teoremas: Menelaus,
Ceva, Ptolomeu, Hiparco,Desarques, Feuerbach. Para as demonstracdes destes teoremas, fizemos o uso de alguns resultados da
Geometria Plana e da Geometria Inversiva. Acreditamos que tanto o enfoque da realizaciio desse trabalho, com a utilizagdo da
Geometria Inversiva, por exemplo, como o0s teoremas cldssicos, que utilizamos simplesmente métodos elementares da Geometria
Sintética, pode servir para a melhoria do ensino-aprendizagem de Geometria Euclidiana Plana e possivelmente servir de elemento
motivador para alunos e professores que busquem aprimorar seus conhecimentos em Geometria nos seus diversos desdobramentos.

Palavras-chave: Ensino -Aprendizagem, Geometria Euclidiana, Teoremas Cldssicos.

Abstract

This article is based on a part of the dissertation, where we try a simple approach of some classical theorems of Euclidean geometry
Plana and make them better known, because although they have a great role in solving many geometrical problems, they are
somehow forgotten both in primary and in undergraduate education. In order to redeem such theorems, therefore developing the
people skills in Geometry, we explored the following Theorems:Menelaus, Ceva, Ptolemy, Hipparchus, Desargues, and Feuerbach.
For the proofs of the mentioned theorems, we use some results of Plane Geometry and Inversive Geometry. We believe that both
approach the making of this work, with the use of Inversive Geometry, for instance, as the classical theorems which we used only
elementary methods of Synthetic Geometry, can serve to improve the teaching and learning of Euclidean Plane Geometry and
possibly serve as the motivating element for students and teachers seeking to improve their knowledge in Geometry in its various
ramifications.

Keywords: Teaching-Learning, Euclidean Geometry, Classical Theorems.
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1 Introducao

Atualmente com a decadéncia do ensino de Geometria
na educacdo baésica brasileira, tem-se aumentado o in-
teresse de pesquisadores de Ensino da Matematica em
debater esta problematica nas escolas e, até mesmo, nas
Universidades. “Além disso, ha uma consciéncia cole-
tiva da importancia deste ramo da Matematica, como
drea de aprendizagem, pela sua contribui¢do na for-
macdo e cultura dos alunos e pela aplicagdo que tem em
outras Ciéncias, inclusive dentro da prépria Matematica”
(SARMENTO, 2007).

Foi nesse intuito de tornar o ensino de Geometria
mais interessante e resgatar alguns de seus resultados
classicos ja até esquecidos no ensino bdsico e, geral-
mente, no ensino de graduagao, é que foi desenvolvido
este trabalho, objetivando criar um roteiro de estudo di-
recionado aos niveis de educagdo supracitados. A ideia é
desenvolver habilidades em Geometria, explorando “al-
guns teoremas cldssicos da Geometria Euclidiana”, tais
como os Teoremas de Menelaus e Ceva, que tratam, re-
spectivamente, de problemas de colinearidades e concor-
réncias; o Teorema de Ptolomeu, que relaciona as diago-
nais e os lados de um quadrildtero inscritivel, e também
nos da uma condigdo de inscricdo de quadrildteros sem a
utilizacdo de anélise angulos; a Circunferéncia dos nove
pontos, que tratam de resultados surpreendentes envol-
vendo alguns pontos notéveis dos tridngulos; o Teorema
de Feuerbach, que fornece uma propriedade importante
da Circunferéncia dos nove pontos, e outros nao
menos interessantes que serdo chamados, neste trabalho,
de “aplicagdes”, pois seguem diretamente dos teoremas
acima citados.

2 Os Teoremas Classicos Abordados

2.1 O Teorema de Menelaus e o Teorema de
Ceva

Muitos dos problemas envolvendo tridngulos estdo rela-
cionados com conjuntos de determinados pontos que sdo
colineares, ou com conjuntos de segmentos que sdo con-
correntes. Problemas estes que podem ser solucionados
através de  dois  Teoremas  Classicos da
Geometria Euclidiana: O Teorema de Menelaus e o
Teorema de Ceva. O primeiro trata de colinearidade
de pontos e o segundo de concorréncia de segmentos.
Com a ajuda destes dois teoremas, provas que envolvem
colinearidade e concorréncia, que antes eram longas e
complicadas, passaram a ser simplificada, tornando-as
acessiveis a todos os niveis de ensino.

Como o Teorema de Menelaus faz uso de razio orien-
tada de segmentos colineares, faremos um breve resumo
sobre este assunto antes de sua demonstracgao.

Defini¢do 2.1. (Razio orientada) A razdo orientada r =
(M,AB), em que o ponto M divide a reta fﬁ é um niimero
tal que |r| = —.

que |r| = S

Dada esta definicdo, a pergunta agora é: Como saber-
mos se o ponto M estd ou ndo entre os pontos A e B?.
A resposta vem das propriedades da razdo orientada de
segmentos, que sdo elas:

e Se M € AB, entio % > 0. De fato, neste caso

1@ e m tem a mesma orientacao.

S A
e Se M ¢ AB, entdo M—A];I < 0. De fato, neste caso

—
AMe m tem orientagdo oposta.

Para o Teorema de Menelaus, consideraremos apenas
as medidas que levam em conta a orientacdo dos segmen-
tos, que sdo chamadas de medidas algébricas. Ja aquelas
medidas que ndo levam em consideragdo a orientagdo
do segmento sdo chamadas de medidas geométricas.

Teorema 2.1. (Teorema de Menelaus) Sejam trés pontos L, M
e N localizados respectivamente nas retas suportes dos lados
AB, BC e CA de um triangulo ABC (qualquer) e diferentes
dos vértices. Entido L, M e N sdo colineares se, e somente se

LA MB NC_

Figura 1: Teorema de Menelaus.

Demonstracdo. Seja o AABC, e sejam L, M e N
pontos colineares pertencentes as retas ﬁ, % e &),
respectivamente. Pelo vértice A, traca-se uma reta A
paralela a transversal M.

Pelo Teorema de Tales as paralelas jﬁ) e LM cor-

tam as secantes A—é e
dai

em partes proporcionais,

LA LB

MD — MB

LA MB _

MD LB ()
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Figura 2: AD I M.

Aplicando o Teorema de Tales as paralelas ZTD) e

<
M que cortam, também, as secantes AN e ﬁM em

partes proporcionais. Assim

MD  MC MD NC

NA-NC  NA MC ' @
Multiplicando (1) e (2), temos que
LA MB NC _ o
LB MC NA

Reciprocamente, segn L, M e N pontos pertencentes
e

as retas suportes j@, (,HA, respectivamente, de um
AABC tais que satisfazem a relagdo (3). Seja N’ o ponto

de interseccdo de LM com jﬁ, conforme figura abaixo.

L

Figura 3: IMnac = {N'}.

Pelo que foi provado, temos que

LA MB NC _ W
LB MC NA
NC N'C .
De (3) e (4), temos NA - NA Como existe apenas

um tGnico ponto que divide o segmento CA numa dada
razdo, temos que N’ = N.
Portanto L, M e N sdo colineares.

Observacdo 2.1. Quando utilizamos medidas geométricas
dos segmentos envolvidos, o Teorema de Menelaus é vdlido
parcialmente, pois a reciproca deste é falsa. Por isso, consi-
deramos apenas as medidas algébricas dos segmentos. Como
contra-exemplo consideremos, agora, L, M e N como sendo
os pontos médios dos lados AB, BC e AC respectivamente,
de um AABC. Consideremos as medidas geométricas dos

MB NC
MC NA
assim, nio vale a reciproca do Teorema de Menelaus.

=1, mas L, M e N ndo sio colineares. Sendo

O Teorema de Menelaus também pode ser apresen-
tado como

sen(LCA) . sen(MAB) . sen(NBC)
sen(LCB) sen(MAC) sen(NBA)

chamada forma Trigonométrica do Teorema de Menelaus.

Teorema 2.2. (Teorema de Ceva) Num tridngulo ABC, trés
1

cevianas' AL,BM e CN sdo concorrentes, se e somente se,
AN BL CM _
NB LC MA

A N
A
N P
M
M
B c
L B Cc L

Figura 4: AL,BM e CN sdo concorrentes em P.

Demonstragdo. Seja r uma reta paralela a BC pas-
sando por A, conforme figura abaixo.

S A R

Figura 5: r || BC.

Temos as seguintes semelhangas

MA AR
AAMR ~ ACMB = M = BC (5)
NB BC

1S3o0 segmentos que possuem extremidades no vértice e na reta
suporte ao lado oposto a este vértice.
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LC LP
BL LP
De (7) e (8) vem que
LC_BL LC_sA o
SA~ AR °Y BL T 4R

Multiplicando membro a membro (5), (6) e (9), obte-

mos
MA NB LC AR BC SA _

CM AN BL _BC SA AR °
ou
AN BL CM _,
NB LC MA

Seja agora, BM N AL = {P} (veja Figura 5) e esten-
dendo o segmento PC até intersectar AB em N’. Como
AL,BM e CN’ sdo concorrentes, aplicando o que foi
provado anteriormente temos

BL CM AN _
LC MA N'B
. AN BL CM . .
Mas por hipétese, NB IC MA — 1, o que implica
AN _ AN Mas isso sO ocorre se, e somente se, N =
I\I>]’/B ~ NB’ ! T

Observacdo 2.2. O Teorema de Ceva também pode ser apre-
sentado como

sen(BAL) . sen(CBM) _ sen(ACN) _1

sen(LAC) sen(ABM) sen(BCN)

chamada forma Trigonométrica do Teorema de Ceva.

2.2 Teorema de Ptolomeu e o Teorema de
Hiparco

Neste topico, apresentamos dois importantes teoremas
produzidos no periodo Alexandrino: O Teorema de Hiparco
e o Teorema de Ptolomer.

Hiparco (180 - 125 a.C.), matemaético e astrébnomo,
nasceu na cidade egipicia de Nicéia. E considerado o
fundador da Trigonometria, pois na segunda metade
do século II a.C., fez um tratado em doze livros que se
ocupa da construcdo do que deve ter sido a primeira
tabela trigonométrica, uma tadbua de doze cordas. Evi-
dentemente fez esta tabela para usa-la em sua astrono-
mia.

Os trabalhos de Hiparco e de outros estudiosos da
matematica e astronomia, foram reunidos em um com-
péndio composto de 13 livros pelo matemaético e as-
tronomo Claudio Ptolomeu (127 - 150 d.C.). No Al-
magesto, como foi chamado, Ptolomeu desenvolve ndo
somente modelos astrondmicos, mas também as fer-
ramentas matemadticas, além da Geometria elementar,
necessdrias para a Astronomia, entre elas a Trigonome-
tria.

Foi no Almagesto que Ptolomeu apresentou os dois
Teoremas que abordaremos a seguir.

Teorema 2.3. (Teorema de Ptolomeu) Num quadrildtero in-
scritivel, o produto das diagonais é igual a soma dos
produtos dos lados opostos.

Figura 6: Teorema de Ptolomeu.

Demonstragdo. Sejam AB = a,BC = b,CD = ¢,DA =
d,AC = p e BD = q. Mostraremos que p-q=a-c+
b-d.

Seja P um ponto sobre BD tal que BAP = CAD.
Como ACB = PDA (angulo inscrito na circunferéncia
de mesmo arco AB), temos que AAPD ~ AABC, dai

?:% — PD-p=b-d (10)

Analogamente os AAPB e AADC sdo semelhantes,
o que implica

—:% — BP-p=a-c (11)

Somando (10) e (11) temos
BD=q
—N—
p(PD+BP)=a-c+b-d = p-q=a-c+b-d
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Teorema 2.4. (Desigualdade de Ptolomeu) Se ABC é um
tridngulo e P um ponto do plano deste tridngulo, entdo AB -
CP+ BC- AP > AC - BP. A igualdade ocorre se, e somente
se o quadrildtero ABCP é inscritivel.

Demonstracao. Sejam B; € Z& A € % e C €
zﬁ tais que PC, L zﬁ PBy L jﬁ e PA; L % Con-
sideremos o0s segmentos A;C;, A1B; e B1C;. Como
AaP + AEP = 180°, o quadrilatero AB{PC; é in-
scritivel, sendo AP um didmetro do circulo circunscrito
(pois AaP = 90°).

Alem disso, BlPC1 + C1A31 = 180°, mas ClABl =
180° — A, onde A é um angulo interno do tridangulo ABC.
Logo By PC1

w
7
@]

Aq

Figura 7: AB;PC; é inscritivel.

Aplicando a Lei dos Senos no tridngulo PB;C;, temos
que

BiC _ 4p (12)
sen A

Pela Lei dos Senos aplicado no triangulo ABC, temos

~ B
senA:—C

2R (13

onde R é o raio do circulo circunscrito ao AABC.
De (12) e (13) vem que

BC- AP
Blclzci

Como os quadrildteros BA{PC; e CPBjA; também

sdo inscritiveis, temos de modo andlogo
AC-BP AB-CP
A1C1 = —F—5 — € AlBl = —a

Pela Desigualdade Triangular, temos no tridngulo
A1B1C1 que
A1By + B1Cy > A4 =

AC-BP
2R

AB-CP+BC-AP -
2R 2R

Logo

AB-CP+ BC-AP > AC-BP (14)
Do Teorema de Ptolomeu e de (14) temos que
AB-CP+ BC-AP > AC-BP

onde a igualdade ocorre se, e somente se os pontos
A1, By e Cy estdo alinhados, fazendo com que esta reta
seja uma Reta de Simpson-Wallace > e o ponto P pertenca
ao circulo circunscrito ao triangulo ABC.

Observacdo 2.3. A Desigualdade de Ptolomeu é um Teo-
rema bem mais geral que o Teorema de Ptolomeu. Esta
desigualdade permite descobrir se um quadrildtero ABCD é
inscritivel ou ndo, a partir dos valores dos lados e diagonais,
sem que seja necessdrio fazer uma andlise dos dngulos. Para
isto, basta que se verifique a igualdade AB-CD + BC - AD =
AC - BD. Se por acaso ocorrer de AB-CD + BC - AD >
AC - BD, entdo ABCD ndo é inscritivel.

Teorema 2.5. (Teorema de Hiparco) A razdo das diagonais
de um quadrildtero inscritivel é igual a razdo entre as somas
dos produtos dos lados que concorrem com as respectivas
diagonais.

Demonstra¢ao. Considerando o quadrilatero inscritivel
ABCD, com AB = a, BC = b, CD = ¢, AD = d,
AC = p e BD = g, conforme Figura 8. Mostraremos

e p_abtc-d
1 g a-d+b-c
A
D
B q
P
c

Figura 8: Teorema de Hiparco.

Observemos que a drea de ABCD é equivalente a
soma de dois tridngulos com um lado comum AC ou
BD, o que nos perminte escrever S(4pc) + Sipac) =

S(aBp) + S(cBD)-

ZReta que passa pelos pés das trés perpendiculares tracadas a partir
de um ponto P sobre um circulo cincunscrito a um triangulo.
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Como esses quatro tridngulos possuem o mesmo cir-
culo circunscrito, temos pelo Teorema da drea de um
triangulo em funcdo dos seus lados e do raio da circun-
feréncia circunscrita que que

abp cdp _ adq  beq
R 4R T 4R Tar

pla-b+c-d)=q(a-d+b-c)

2.3 Teorema de Feuerbach

Iniciemos este topico falando, brevemente, de Leonhard
Euler, matemaético que produziu cerca de 886 trabalhos
em diversas dreas da Matematica, tais como Calculo,
Geometria e Grafos. Além disso, também ficou famoso
por seus trabalhos em Mecénica, Optica e Astronomia.
Varios resultados na Geometria levam o seu nome; neste
artigo apresentaremos dois deles sem demonstra-lo: a
Reta de Euler e a Circunferéncia dos nove pontos.

Teorema 2.6. (Reta de Euler) Em um tridngulo, o ortocentro
(H), o baricentro (G) e o circuncentro (O) estdo alinhados.
Além disso, o baricentro divide o segmento cujas extremidades
sdo o circuncentro e o ortocentro, na razio 1:2.

O proximo teorema atribuido a Euler, conhecido
como Circunferéncia dos nove pontos, é considerada a
primeira circunferéncia famosa depois da era grega.
Euler sabia algumas de suas propriedades, mas foi o
matematico francés Poncelet que publicou, em 1821, um
artigo demonstrando que para todo tridngulo é possivel
encontrar uma circunferéncia passando pelos pontos mé-
dios dos lados, os pés das alturas e os pontos médios dos

segmentos que unem os vértices do tridngulo ao ortocentro.

Teorema 2.7. (Circunferéncia dos nove pontos) Seja ABC um
triangulo de circuncentro O e ortocentro H. Entdo os pontos
médios dos lados, os pés das alturas e os pontos médios dos
segmentos que ligam H aos vértices estido em uma circunfe-
réncia cujo centro é o ponto médio do segmento OH e cujo raio
¢ a metade do raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo
ABC.

Falamos que Euler tinha provado algumas pro-
priedades da Circunferéncia dos nove pontos. Na ver-
dade, Euler provou que passa uma mesma circunferéncia
sobre os vértices dos tridngulos medial, que é o triangulo
formado unindo os pontos médios do tridngulo, e 6rtico
de um triangulo ABC. Mais tarde, este trabalho foi re-
descoberto por Karl Feuerbach, Matemaético aleméao do
século XIX, que acrescentou uma propriedade notavel,
que induziu muitos autores a chamar a Circunferéncia
dos nove pontos de Circunferéncia de Feuerbach.

Feuerbach comprovou que a Circunferéncia dos nove
pontos intersecta as quatro circunferéncias tritangentes

Figura 9: Circunferéncia dos nove pontos.

de um tridngulo ABC qualquer, ou seja, ela intersecta
a circunferéncia inscrita e as trés circunferéncias ex-
inscrita® ao triangulo ABC.

Para demonstrarmos esse teorema, faremos o uso da
Geometria Inversiva. Essa Geometria foi desenvolvida no
século XIX por Jacob Steiner e permitiu a solugdo de
problemas que até entdo estavam sem solugdo ou com
solugdes complicadissimas, se resolvidos pela Geome-
tria Euclidiana. Faremos um breve resumo, mostrando
alguns de seus principais resultados.

Definicado 2.2. (Conjugados harmonicos) Seja um segmento
de reta AB. Dizemos que dois pontos M e N, pertencentes d

reta AB, sio conjugados harmonicos de AB se

MA NA

MB ~ NB’
Como existe apenas um ponto que divide interior-
mente o segmento AB em uma dada razao, concluimos

que apenas um deles, M ou N, estd entre os pontos A
e B.

Definig¢ao 2.3. (Inverso de um ponto) Seja S = C(O,r) um
circulo de centro O e raio r. Dado um ponto P, diferente de
O, o ponto P’ na semi-reta OD tal que OP - OP' = 12 ¢ dito
o inverso de P em relagio a S.

Figura 10: Inverso de um ponto.

3E uma circunferéncia externa ao triangulo, tangente a um de seus
lados e as extensdes dos outros dois.
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Nos referimos ao circulo S = C(O,r) como sendo o
circulo de inversio e diremos que o ponto O é o centro de
inversao.

De uma forma geral, se denotarmos E? como sendo o
plano euclidiano, a transformacao
I:E?— {0} — E? — {O} que leva qualquer ponto P €
E? — {O} a seu inverso referente a S = C(O,r), chama-se
inversio. Notemos que I é uma aplicacdo bijetiva.

Uma vez fixado o circulo de inversdo, denotaremos
o inverso de qualquer figura (ou ponto) X como sendo
X’, ou seja, Inv(X) = X'.

Observacdo 2.4. Considerando a inversio referente a S =
C(O,r), temos:

1. Se P! é o inverso de P, entdo P e o inverso de P’.
2. Se P # Q, entido P # Q.
3. Se P €S, entido P = P.

Definicado 2.4. (Curvas ortogonais) Duas curvas sio ortog-
onais em um ponto de intersegdo, se as retas tangentes ds
curvas nesse ponto forem perpendiculares.

Teorema 2.8. (Circunferéncias ortogonais) Seja S = C(O,r).
Se os pontos P, P e O estdo alinhados, entio P e P’ sio in-
versos em relagio a S se, e somente se, qualquer circunferéncia
que passa por P e P’ for ortogonal a S.

Demonstragio. Suponhamos que P e P’ sdo pontos
inversos em relacdo a S. Seja K = C(Q,k) uma circunfer-
éncia com centro em Q e raio k, que passa por P e P’
Como um dos pontos é interno a S, as circunferéncias S
e K se intersectam em G e H.

90°

K=C(Qk)

S=C(O,1)

Figura 11: Circunferéncias ortogonais.

Seja M o pé da perpendicular tracada de Q a reta @,
conforme figura acima. Do tridngulo retangulo OQM
vem que

0Q? = OM? + QM? (15)

Por outro lado, OM = OP’ + P’ M. Elevando ambos
0s membros desta equagdo ao quadrado, temos

OM? = (OP'+ P'M)?

2
PP
<OP+ 5
OP—OP'>2

I

2
<OP+OP’)2
2

= (OP’ +

(16)

No triangulo QMP’, temos

QM2 — QP/2 _ P/MZ

_ k2_ P_Pl 2
N 2

I\ 2
. (OP—OP > -

2

Substituindo as equagdes (16) e (17) na equagao (15)
obtemos

0Q>=0P-0OP' +ik?

como por hipétese OP - OP' = 12, entdo

0Q> =2 + 12

0 que implica que os triangulos OHQ e OGQ sao retan-
gulos em H e G, respectivamente.

Reciprocamente, seja K = C(Q,k) uma circunferéncia
ortogonal a S = C(O, r) e que passa por P e P'. Entdo, se
H é um ponto de intersecdo entre S e K, a reta s tangente
a K no ponto H é perpendicular a reta s’ tangente a S no
ponto H. Assim, a reta s passa por O. Como OH? = 1?2,

por Poténcia de Ponto teremos que

OP-OP' = OH? = 2

0 que mostra que os pontos P e P’ sdo inversos em
relagdo a S.

Como consequéncia direta do teorema acima temos
o0 sequinte corolario:

Corolério 1. Uma circunferéncia K = C(Q,k) é invariante
em relagdo a uma circunferéncia de inversio S = C(O,r) se, e
somente se, K é ortogonal a S.

Teorema 2.9. Os pontos P e P’ sdo inversos em relagio a S
= C(O,r) se, e somente se, P e P sdo conjugados harmonicos
em relagdo ao didmetro AB determinado pela intersecgdo da

reta éﬁ com a circunferéncia S.
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Figura 12: P e P’ sdo conjugados harmonicos.

Demonstracdo. Considerando a Figura 12, temos

P'B=0OP —r PA =r+ OP
P'A=0P +r PB=r—OP
entao
PPA  OP +r . PA  r+OP
PPB - OP —r PB r—OP
Assim,
P'A _ PA OP'+r r+OP
P'B  PB OoP'—r r—0OP

& (OP' +71)-(r—0P) =
(OP" —r)-(OP +7)
& OP-OP =77

Teorema 2.10. (Inversdo de reta: Parte I) Seja S = C(O,R).
A inversa em relagdo a S de uma reta s que ndo passa por O, é
uma circunferéncia que passa por O.

Demonstracdo. Seja A o pé da perpendicular tragada
de O a reta s, e B um ponto qualquer distinto de A,
pertencente a s. Sejam A’ e B’ os inversos de A e B,
respectivamente. Entio OA-OA’ = OB-OB' = 1%, o
que implica

Figura 13: Inversao de reta que nado passa por O.

04 _ 0B
OB  OA’

e como B'OA’ = BOA, concluimos que os tridngulos
AOB e A’‘OB’ sdo semelhantes.

Logo A’ B'O é reto, o que nos mostra que B’ pertence
a uma circunferéncia K = (Q, OQ) que tem o segmento
A’O como diametro.

|
Decorre imediatamente que:

Corolario 2. Se s’ é uma reta tangente a circunferéncia K =
(Q, OQ) no ponto O, entdo s' é paralela a s.

Teorema 2.11. (Inversio de reta: Parte II) Seja S = C(O,R).
A inversa em relagio a S de uma reta s que passa por O, é
a propria reta s, ou seja, uma reta é invariante quando esta
passa pelo centro de inversdo.

Demonstracdio. Se P # O é um ponto da reta s,

entdo, o inverso P’ de P pertence a semirreta (ﬁ, logo,
como P e O pertencem a s, entdo, P’ € s. Portanto
s’ = Inv(s).

Teorema 2.12. (Inversdo de circunferéncia) Seja S = C(O,r).
A inversdo em relagio a S de uma circunferéncia K = C(Q,k)
que passa por O é uma reta.

Demonstragdo. Seja P’ um ponto pertencente ao
diametro OP tal que OP - OP' = 2.

Consideremos uma reta s, que contém P’ e é perpen-
dicular a OP, conforme Figura 14. Seja B um ponto
da circunferéncia K = (Q, OQ), vamos provar que B,
pertencente ao segmento OB, é o inverso de B.

Figura 14: Inversdo de circunferéncia que passa por O.

Como os triangulos OP’B” e OBP sao semelhantes,
temos que

OP' OB

r OB — OP — 42
OB OP:>OB OB =0OP-0OP =r

O que nos mostra que B’ = Inv(B). Logo s = Inv(K)
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Observacao 2.5. Considerando S a circunferéncia de inver-
sdo, mostra-se que a inversa de uma circunferéncia que nio
passa por O é uma circunferéncia que, também, nio passa por
O.

Lema 2.1. Se dois pontos P e P’ pertencem, respectivamente,
as curvas inversas C e C’, entdo as tangentes a essas curvas
o

em P e P’ formam dngulos iguais com a reta PP’

Teorema 2.13. Se duas curvas Cy e Cy formam um dngulo
« em um ponto de intersecdo P, as suas inversas C{ e Ch,
na mesma inversio, formardo um dngulo « em um ponto de
intersecdo P’, inverso de P.

Demonstracdo. Considerando a Figura 15, temos
pelo Lema 2.1 que os triangulos MPP” e NPP’ sdo is6sce-
les. Concluimos imediatamente que os angulos « e a’
sdo iguais.

oe

Figura 15: a = o’

Enunciamos outro coroldrio que nos diz que a in-

versa mantém a tangéncia entre reta e circunferéncia,

propriedade que serd usada na demonstracdo do Teo-

rema de Feuerbach.

Corolério 3. Seja s uma reta tangente a uma circunferéncia
K =(Q, k) num ponto P, entio a inversa s’ da reta s é tangente
a K’, inversa da circunferéncia K, em P’.

Figura 16: Inversdo preserva tangéncia.

Antes de demonstrarmos o Teorema de Feuerbach
vamos enunciar, sem demostra-los, alguns resultados

importantes para a demonstra¢ao do teorema supraci-
tado. As demonstragdes podem ser vistas em Freitas,
2013.

Lema 2.2. Sejam M, N e P os pontos médio dos lados de
um tridngulo ABC, Q) a sua Circunferéncia dos nove pontos,
s uma reta tangente as circunferéncias inscrita e ex-inscrita a
este tridngulo e, r uma reta tangente a () por M. Entdo r é
paralela a s.

Figura 17: r || s.

Lema 2.3. Considerando a Figura 18, M é ponto médio do
segmento XY.

Figura 18: M é ponto médio de XY.

Lema 2.4. Considerando a Figura 19, os pontos I e I' sio
conjugados harmonicos referente ao segmentos AK.

Figura 19: I e I’ sdo conjugados harménicos de AK.

Lema 2.5. Os pontos X e Y, projecdes ortogonais de I e I’,
respectivamente, sobre a reta %, sdo conjugados harmonicos
em relagdo ao segmento cuja extremidade sio as projecdes
ortogonais dos pontos A e K.
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Teorema 2.14. (Teorema de Feuerbach) Sejam ABC um tridn-
gulo e Q0 sua Circunferéncia dos nove pontos. Entdo ()
é tangente a circunferéncia inscrita e as trés circunferéncias
ex-inscrita ao tridngulo ABC.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.4, os pontos [ e I’ da
Figura 20, sdo conjugados harmonicos referente ao seg-
mentos AK. Segue, pelo Lema 2.5, que os pontos X e
Y sdo, também, conjugados harmonicos em relacdo ao
segmentos KHj.

Circunferéncia dos nove pontos

P c’/l-__/‘ B
A \»s:(z\f,m)
S

Figura 20: Reta s é a inversa da Circunferéncia dos nove
pontos.

Consideremos, agora, uma circunferéncia
S = (M, MX), de centro M e que passa por X, conforme
Figura 20. Pelo Lema 2.3, S também passa pelo ponto Y.

Como a reta R é tangente as circunferéncias inscrita
e ex-inscrita em X e Y, respectivamente, e o didmetro

de S estd sobre ﬁ Temos que estas circunferéncias
sdo ortogonais a S, donde concluimos, pelo Corolario
1, que estas circunferéncias permanecem invariantes em
relagdo S. O mesmo acontece com o segmento BC, pois
este segmento passa pelo centro de inversao.

Sendo () a Circunferéncia dos nove pontos do trian-
gulo ABC. Como () passa pelo centro de inversao, pois
passa por M, pelo Teorema 2.12, sua inversa é uma reta
s’ que passa pelo ponto K, pois K = Inv(Hj), conforme
Teorema 2.9.

Por outro lado, s’ é paralela a tangente a () no ponto
M (ver Corolario 2). O Lema 2.2 nos mostra que s’ coin-
cide com s, ou seja, s’ é tangente a circunferéncia inscrita
e ex-inscrita. Logo pelo Corolério 3, () é tangente as
circunferéncias inscrita e ex-inscrita.

Por procedimentos similares, mostra-se que ) é
tangente as outras duas circunferéncias ex-inscritas.

3 Algumas Aplicacdes dos Teoremas
Estudados

Nesta Segdo apresentamos algumas aplicagdes dos teo-
remas de Menelaus, Ceva e Ptolomeu.

~BIN\ >+ Circunferéncia ex — inscrita
Circunferéncia dos nove pontos

Circunferéncia inscrita

Figura 21: Teorema de Feuerbach.

Exemplo 1. Se dois tridngulos situados no mesmo
plano estdo relacionadas de maneira que as retas que unem
vértices homdlogos passam por um mesmo ponto (tridngulos
copolares), entdo os lados homdlogos se cortam nos pontos
de uma mesma reta (tridngulos colineares). Reciprocamente,
triangulos colineares sio copolares.

Demonstracdo. Aplicando o Teorema de Menelaus
aos trés trios de pontos {D, R/, Q'}, {E, P/, R'}, {F, Q,
P’} em relagdo aos triangulos AOQR, AORP,e AOPQ,
respectivamente, da Figura 22, teremos

Figura 22: Exemplo 1.

QD RR' 0OQ'

RD OR' QQ ' (18)
RE PP' OFR
PE OP RR (19)
PE QQ' OP
QF oQ PP ! 0

Multiplicando membro a membro (18), (19) e (20),
temos
QD RE PF _, o
RD PE QF
Mas a equacgdo (21) nos mostra a reciproca do Teo-
rema de Menelaus aplicado ao APQR. Portanto E, F e
D s&o colineares.
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Reciprocamente, considerando os APQR e AP'Q'R’
da Figura 22, temos que os pontos PRAPR = {E},
% nr'qQ ;{F];_e:(f{ NQ'R" = {D} sdo colineares.
Sendo PP’ N RR’ = {O}, mostraremos que a reta
— s o
QQ’ passa por O, ou seja, RR"N PP’ N QQ’' = {O}.
Aplicando aos AFPP' e ADRR’ o que foi mostrado
na primeira parte deste teorema, teremos que
" 4
PP'NRR = {0}, PENR'D = {Q'} e FPNDR = {Q}
sdo colineares e que os dois tridngulos possuem os vér-
tices dois a dois sobre trés retas concorrentes.

O enunciado do Exemplo 1 é conhecido como Teo-
rema de Gerard Desarques (1591 - 1661). Desarques foi
matemadtico e engenheiro francés, precursor da Geome-
tria Projetiva. Sua principal obra foi sobre as propriedades
imutaveis dos circulo, publicada em 1639.

Exemplo 2. (Ponto de Gergonne) Sejam AB, AC e BC
os lados de um triangulo ABC, e A um circulo in-
scrito no triangulo ABC (incirculo). Se {X}= BCN
M{Y} = ACNA e {Z} = ABN A, entdo as cevianas
AX,BY e CZ sdo concorrentes em um tnico ponto.

Figura 23: P é o ponto de Gergonne.

Demonstracdo. Pela Figura 23, temos que AZ =
AY,BZ = BX e CX = CY. Logo

BX Az CY BZ AY CY

CX BZ AY CY BZ AY o

Portanto, pelo Teorema de Ceva, as cevianas AX,BY eCZ
sdo concorrentes em um unico ponto.

1

Exemplo 3. (Ponto de Nagel) Sejam AB, AC e BC
os lados de um triangulo ABC, e Aq,A; e A3 circulos
tangentes aos lados do tridngulo ABC (ex-circulo). Se
{Xp} = BCNAL{Y} = ACNAre{Z,} = ABNAs,
entdo as cevianas AX), BY, e CZ, sdo concorrentes em
um Unico ponto.

Demonstrac¢do. Sejam BC =a,AC=be AB=c e
p o semiperimetro de ABC. Temos que BX; = AY}, =

Figura 24: N é o ponto de Nagel.

p — ¢, analogamente temos que BZ, = CY, = p —
ae AZ,=CX, =p—b. Logo
AZ, BX, CY, p—-b p—c p—a

BZ, CX, AY, p—a p—b p—c
Portanto, pelo Teorema de Ceva, as cevianas AXj,, BY,eCZ,
sdo concorrentes em um Unico ponto.

Exemplo 4. Seja AjAA3z--- A, um poligono regu-
1

1
lar de n lados. = tdo est
ar de n lados SeAlA2 A1A3+A1A4,enaoese
poligono tem 7 lados.
Demonstragao. Seja AjAy = AyAz = -+ = A, 1A, =

a,A1A3 = b,A1A4 =cC e A1A5 =d.
Pela figura abaixo, temos que o quadrildtero AjA3A4As5
é inscritivel. Aplicando o Teorema de Ptolomeu temos

Figura 25: n-dgono regular.

b-c=a-d+a-b = a-d=b-c—a-b (22)
mas por hipétese
1 1 1

E—E+E:>b~c—a~b—a~c (23)
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De (22) e (23) temos

a-c=a-d = c=d

Como AsAg = a e AjAs = d = ¢ devemos ter
A1Ag = b, para isso, basta termos um tnico ponto
sobre a circunferéncia entre os pontos A; e Ag. Logo
teremos um heptdgono regular.

4 Conclusoes

Neste trabalho procuramos fazer uma abordagem sim-
ples de alguns teoremas cldssicos da Geometria Plana
e tornéd-los mais conhecidos, pois embora tenham um
grande papel na resolu¢do de muitos problemas, estao
de certa forma esquecidos tanto no ensino bdsico quanto
no ensino de graduacéo.

Vimos ao longo do artigo, que muitos desses teo-
remas cldssicos sdo construidos por meio de teoremas,
proposicdes e corolarios bastante conhecidos e ensina-
dos nos diversos niveis de ensino, podendo, portanto,
serem abordados, pois ndo necessitariam de assuntos
que ndo fossem ministrados em tais niveis de ensino.
Para o tltimo teorema do Secéo 2, fizemos o uso de uma
Transformacgdo Geométrica que tem a propriedade de
preservar angulos e que é muito utilizada em proble-
mas que envolvem tangéncias, a chamada Transformagio
Inversiva. Transformagdes Geométricas sdo aplicagdes
bijetivas de pontos do plano sobre si mesmo, ou seja,
uma transformagdo geométrica transporta um ponto
do plano para outro lugar do plano, segundo uma lei
de associagdo. Apesar desse tema ndo estd incorpo-
rado as praticas escolares e, até mesmo na formacédo
de professores, sua forma aqui utilizada e suas general-
izagOes para dimensdes superiores, sdo frequentemente
utilizadas em demonstra¢ées de problemas geométri-
cos, pois “constituem um campo rico de conexdes para
raciocinar sobre o plano e o espago” (BASTOS, 2007).

Acreditamos que tanto o enfoque da realizacdo desse
trabalho, com a utilizagdo da Geometria Inversiva, por
exemplo, como os teoremas classicos, que utilizamos
simplesmente métodos elementares da Geometria Sin-
tética, pode servir para a melhoria do ensino-aprendiza-
gem de Geometria Euclidiana Plana e possivelmente
servir de elemento motivador para alunos e professores
que busquem aprimorar seus conhecimentos em Geome-
tria nos seus diversos desdobramentos.
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