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Estudo da Circunferéncia no Ensino Médio: Sugestdes de Atividades
com a Utilizacao do Software GeoGebra

Study of circumference in High School: suggestions for activities using the software
Geogebra
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Resumo

Este artigo propoe trés atividades que podem ser desenvolvidas ao estudar o circulo no Ensino Médio. Todas
as atividades propostas utilizam o software gratuito de geometria dindmica GeoGebra como ferramenta de
aprendizagem. As atividades sugeridas tém como objetivo lecionar, através de roteiros de instrugoes, os contetidos:
equagoes do circulo (reduzida e geral), a posicio relativa entre ponto e circulo e a posicdo relativa entre reta e circulo.
Mostraremos também uma andlise das atividades que embasaram a proposta desse trabalho quando aplicadas em
trés turmas de terceiro ano do Ensino Técnico integrado ao Médio. Concluimos a validade das atividades pelo
desempenho dos alunos nas avaliagoes, mostrando um melhor conhecimento sobre o assunto em relacdo aos alunos
das turmas nas quais o GeoGebra ndo foi utilizado.

Palavras-chave: Geometria Analitica. Circunferéncia. Circulo. Ensino Médio. GeoGebra

Abstract

This article proposes three activities that can be developed to study the circle for High School students. All proposed
activities use the free software of the dynamic geometry Geogebra as learning tool. The suggested activities have
as goal to teach, through instruction scripts, the following content: circle equations (reduced and general), relative
position between point and circle and relative position between line and circle. In addition, we will portray an
analysis of the activities that based the proposal of our task when these were executed in three Technical Learning
Integrated to High School’s third year junior groups. We conclude the validity of the activities by student
performance on assessments, showing a better knowledge of the subject in relation to students in classes in which
there GeoGebra was not used.
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1 Introdugao

Muitos sdo os trabalhos e livros que discutem sobre
como a Matemética é considerada dificil pelos alunos'
e quanto a discrepancia entre as tecnologias que usa-
mos no cotidiano e as empregadas em sala de aula. O
presente trabalho, por isso, tem como objetivo principal
oferecer uma alternativa para o professor de Ensino Mé-
dio lecionar a Geometria Analitica e o estudo do circulo
de forma a aproximar da tecnologia digital professores
e alunos em sala de aula.

Nossos alunos relatam que nao sentiam dificuldade
em Matemadtica no Ensino Fundamental. Como traba-
lhamos com Ensino Médio, os alunos descrevem que
passaram a achar dificil, como se a Matemaética houvesse
mudado. O que nos faz pensar se realmente oferecemos
Matemadtica aos alunos ou simplesmente reproduzimos
resultados. Por exemplo, mostramos como aplicar a for-
mula de Bhaskara ou o Teorema de Pitdgoras em vez de
oferecer subsidios para os alunos entendé-los, evitando
a memorizagdo imediata. O uso de ferramentas compu-
tacionais propiciam o aprendizado de Matematica? O
que é o saber matemadtico, ou pensar Matematica?

Por nossa experiéncia sabemos, que mesmo com boa
vontade, muitos professores ndo conseguem utilizar as
tecnologias em sala de aula como gostariam. Neste
trabalho propomos atividades acerca do estudo do cir-
culo para alunos do Ensino Médio utilizando o software
gratuito de geometria dindmica GeoGebra.

2 A construgao do saber matematico
e as tecnologias

Micotti (1999) defende que o saber matematico é dife-
rente dos outros saberes, envolvendo método dedutivo,
demonstragdes, relacdes conceituais logicas, singularida-
des das representacdes simbolicas e significados rigoro-
sos:

Nas situagdes voltadas para a construcao do sa-
ber matemadtico, o aluno é solicitado a pensar -
fazer inferéncias sobre o que observa, a formular
hipéteses - ndo, necessariamente, a encontrar uma
resposta certa. A efetiva participacdo dos alunos
neste processo depende dos significados das si-
tuagdes propostas, dos vinculos entre elas e os
conceitos que j4 dominam.

Esse conceito de construgdo do saber matematico
norteou o presente trabalho e acreditamos que o uso

"Empregamos a palavra aluno no sentido do diciondrio Houaiss: lat.
Alumnus, i "crianga de peito, lactente, menino, aluno, discipulo”, der.
do verbo alére "fazer aumentar, crescer, desenvolver, nutrir, alimentar,
criar, sustentar, produzir, fortalecer etc."e ndo na interpretagdo errénea
"sem luz".

de tecnologia digital, especificamente softwares de geo-
metria dindmica levam o aluno a pensar e a vincular
o que ele ja sabe com o novo conhecimento a adquirir.
Observamos, segundo Ponte et al. (2003), que esse tipo
de intervengédo pode ser chamado de investigagdo mate-
matica, pois o objetivo é descobrir relagdes entre objetos
matematicos conhecidos e desconhecidos, procurando
identificar propriedades. Uma investigacdo é dividida
em quatro partes: exploracdo e formulagdo de questdes,
formulagdo de conjecturas, realizagdo de testes e refor-
mulacdo dos mesmos, se for o caso, e a demonstragdo
dos resultados. Os autores ainda afirmam que vérios
estudos em educagdo mostraram que a investigacdo é
uma poderosa forma de construir conhecimento.

Follador (2007) atesta que mesmo havendo enorme
discrepéancia entre a tecnologia existente e a presente
nas escolas, essa diferenga ndo poderd ser resolvida de
maneira rdpida. Dessa forma, o professor ndo deve es-
perar os meios propicios ideais para s6 entdo utilizar
as ferramentas computacionais em sala de aula. Deve,
por exemplo, no caso do professor de Matematica, usar
a calculadora, pois é de custo acessivel, j4 inserida nor-
malmente no cotidiano da maioria, ndo estd relacionada
com as lacunas deixadas na formagdo académica do pro-
fessor em relacdo as tecnologias, pode tornar as aulas
interessantes e ser uma poderosa aliada no processo
de ensino-aprendizagem. A calculadora simples compa-
rada a outras tecnologias parece totalmente ultrapassada,
assim como hoje um l4pis, um livro ndo nos parecem
avangos tecnologicos. De qualquer forma, se Follador
(2007) indica o uso da calculadora como uma alternativa
para insercdo de tecnologia para as escolas em que ela
ndo ¢é atualizada, que diremos daquelas que disponibili-
zam recursos avangados? A escola, através do professor,
deve empregé-los com potencialidades muito maiores
que a simples calculadora. Devemos ultrapassar as resis-
téncias e utilizar as tecnologias disponiveis.

Antes do simples uso da tecnologia, devemos repen-
sar nossa postura e o que realmente queremos dos alu-
nos. Temos, por isso, como objetivos gerais? incentivar a
autonomia do aluno e vincula-la & postura diferenciada
do professor, além da insercdo da tecnologia digital em
sala de aula, conforme BRASIL (2000). A tecnologia
pode e deve ser usada como recurso ou metodologia,
embora acreditamos ser de maior relevancia a atitude
do aluno em relagdo ao aprendizado. E essa atitude
depende do professor. O professor propde a ele ser ativo
ou passivo diante da aprendizagem.

E necessério desenvolver um novo perfil de profis-
sional da educagdo, pertinente a0 mundo em constante
atualizacdo. Segundo BRASIL (1998) mediante ao aluno
ser protagonista da construgdo de sua aprendizagem, o
professor deve passar a ser organizador da aprendiza-

2Para maiores detalhes veja Objetivos.
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gem, preparando as atividades que levem a construgdo
de conceitos e procedimentos; facilitador da aprendi-
zagem, interferindo nas informacgdes que o aluno nao
poderia obter sozinho; mediador da aprendizagem pro-
movendo a anélise e o debate das propostas dos alunos;
orientador de reformulagées e da valorizacdo das solu-
¢des mais adequadas. Na nossa proposta o professor
deve assumir esses variados aspectos, por isso argumen-
tamos que o envolvimento com esse tipo de atividade
é muito maior que numa aula expositiva. Ponte et al.
(2003) afirmam que mesmo na investigagdo matemaética
ndo podemos pensar que o aluno deve trabalhar total-
mente isolado. O papel do professor é indispensavel em
aulas de investigagdo, atribuindo-lhe a fun¢do de ajudar
o aluno a compreender o significado de investigar e a
aprender a fazé-lo. Com o acesso as tecnologias digi-
tais no nosso cotidiano de maneira tio intensa, o uso
dessas tecnologias em sala de aula deveriam ser natu-
rais. Estamos vivenciando uma época em que a maioria
dos professores sdo nascidos antes de 82. Pela teoria de
Prensky (2001) estes professores sdo chamados imigran-
tes digitais entrando em conflito com os alunos nascidos
ap6s 82 chamados de nativos digitais. Prensky (2001)
ainda ressalta as qualidades naturais dos nativos digi-
tais, as quais os imigrantes digitais esforcam-se muito
para adquirir: assimilam informagdo rapidamente, es-
tdo acostumados com processos paralelos e multi-tarefa,
observam graficos antes de ler os textos, preferem uma
leitura aleatéria a uma leitura do inicio ao fim de um
texto e estdo sempre conectados. Prensky (2001) também
comenta que os professores por serem imigrantes digi-
tais falam uma outra linguagem em relacdo ao aluno,
nativo digital e por isso ndo se entendem, o que vem a
ser um entrave ao aprendizado. O TIC Educacao 20123,
pesquisa feita pelo CETIC BR* aponta que em 2012, no
Brasil, apenas 17% dos professores pesquisados tinham
menos de 31 anos® CETIC (2013). Talvez a teoria de
Prensky explique o porqué da resisténcia de alguns pro-
fessores ao uso de tecnologias no ensino e o desinteresse
dos alunos por aulas expositivas.

Sabemos dos incentivos do Governo Federal para o
professor utilizar as TIC no ensino de modo geral. Em
2007 o projeto Proinfo® passou a ser Programa Nacional
de Tecnologia Educacional e variadas a¢des foram im-
plementadas, ndo apenas para fornecer os instrumentos,

3Pesquisa sobre o uso das Tecnologias de informagcéo e comunicago
nas escolas brasileiras feito anualmente desde 2011, em que 2012 foi o
mais recente relatério divulgado.

4Centro de Estudos sobre as Tecnologias da Informacéo e da Co-
municagado do Brasil.

5Observamos o fato de Prensky relatar a realidade de seu pais em
que o avango tecnolégico é anterior ao nosso, mesmo hoje em dia.
Isso quer dizer que a geracdo de nativos digitais do Brasil pode ter
faixa etdria menor, o que diminuiria ainda mais a porcentagem de
professores nativos digitais da nossa realidade.

®Retirado de http : //www.fnde.gov.br/programas/ programa —
nacional — de — tecnologia — educacional — proinfo
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mas também a formacao dos professores das redes ptbli-
cas da Educacédo Bésica. Vinculados ao Proinfo estdo os
projetos Um Computador por Aluno (UCA), o programa
Banda Larga nas Escolas (PBLE), a distribuicao de tablets
para os professores de Ensino Médio e a distribuicao de
laboratdrios de informaética nas escolas da rede publica.
Borba e Penteado (2010) alertam que, sendo o Brasil um
pais de dimensdes continentais e com culturas tdo diver-
sificadas, os programas nacionais podem nao adaptar-se
a todas as escolas, entdo o sucesso da implementacédo da
informaética na sala de aula também depende de agdes
localizadas articuladas as a¢des em larga escala.

Devemos tomar cuidado para o emprego da tecnolo-
gia na educagdo ndo passar de mera troca de ferramen-
tas: lapis e papel por computador. A pura inser¢do de
tecnologia ndo significa a quebra da metodologia tradici-
onal. Follador (2007) argumenta que se a tecnologia esta
na sociedade, a escola faz parte da sociedade e alerta
que sua simples introducgdo nada garante e, antes, é pre-
ciso tracar objetivos claros de ensino e aprendizagem
para essa insercdo. Ainda argumenta que embora apren-
der as funcionalidades técnicas das tecnologias sejam
necessdrias, ndo podemos ficar limitados a esse simples
manuseio. Questionamos, por isso, se hd mudanca es-
sencial no professor que passava toda matéria no quadro,
passar a disponibilizar o contetido pela internet, ou em
apresentacdes com slides num projetor multimidia. Se
houve o uso da tecnologia, ndo significa a mudanga na
capacidade do aluno aprender, embora admitamos que
essas préticas sdo facilitadoras tanto para professores
quanto para alunos.

A tecnologia ndo é um remédio milagroso para a
educacdo, muito menos para o ensino da Matemética.
Follador (2007) ressalta a importancia de termos em
mente que os softwares educacionais ndo resolvem os
problemas de aprendizagem, eles sdo um incremento as
possibilidades ja existentes. Nessa linha de pensamento

[...] o software a ser utilizado nas escolas ndo deve
substituir as atividades educacionais ja existentes
- ele ndo deve ser simplesmente uma versdo com-
putadorizada dos atuais métodos de ensino. Isto
se faz necessdrio pela prépria mudanga na nossa
condicdo de vida e pelo fato de que a natureza do
conhecimento mudou. Valente (1989)

Acreditamos que o foco principal do uso das tec-
nologias digitais seja transformar a informacdo em co-
nhecimento, basta saber tirar das tecnologias as suas
potencialidades didaticas.

Segundo Santal6 (1996) o problema estd em como
educar o homem informaético, aproveitando-se de suas
potencialidades e baseados no fato dele ja estar inserido
num mundo informatico, ou seja, adaptado a uma tecno-
logia que possibilita eficazes e diversificadas maneiras
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de agir. Ao mesmo tempo que a tecnologia permite
essas atribuicdes as exige, por isso a escola deve evoluir
para preparar individuos com os perfis necessarios a este
mundo complexo e diversificado. Sobre o que ensinar
Santal6 (1996) argumenta que o melhor é saber pouco
e bem, embora com os mecanismos computacionais é
possivel saber muito e bem.

BRASIL (2000) deixam bem claro o papel do uso das
tecnologias para a formacdo do perfil do profissional
exigido no mercado atual de trabalho:

O trabalho ganha entdo uma nova exigéncia, que é
a de aprender continuamente em um processo nao
mais solitario. O individuo, imerso em um mar
de informagdes, se liga a outras pessoas, que, jun-
tas, complementar-se-d0 em um exercicio coletivo
de meméria, imaginacdo, percepcao, raciocinios
e competéncias para a producio e transmissao
de conhecimentos. Esse impacto da tecnologia,
cujo instrumento mais relevante é hoje o compu-
tador, exigird do ensino de Matematica um re-
direcionamento sob uma perspectiva curricular
que favorega o desenvolvimento de habilidades e
procedimentos com os quais o individuo possa se
reconhecer e se orientar nesse mundo do conheci-
mento em constante movimento.

Devemos conciliar, por isso, os varios aspectos da
tecnologias digitais para o emprego em sala de aula.

O resultado mais recente, divulgado na imprensa,
em relagdo ao desempenho do alunos diz que apenas
10% dos alunos do Ensino Médio saem com os conheci-
mentos que deveriam em Matematica”. Questionamos,
por isso, as metodologias atuais implantadas.

Borba e Penteado (2010) falam sobre a postura de
alguns professores quanto a mudanca:

Alguns professores procuram caminhar numa
zona de conforto onde quase tudo é conhecido,
previsivel e controldvel. Conforto aqui estd sendo
utilizado no sentido de pouco movimento. Mesmo
insatisfeitos, e em geral os professores se sentem
assim, eles ndo se movimentam em dire¢do a um
territério desconhecido. Muitos reconhecem que a
forma como estdo atuando nao favorece a aprendi-
zagem dos alunos e possuem um discurso que in-
dica que gostariam que fosse diferente. Porém, no
nivel de sua pratica, ndo conseguem se movimen-
tar para mudar aquilo que ndo os agrada. Acabam
cristalizando sua pratica numa zona dessa natu-
reza e nunca buscam caminhos que podem gerar
as incertezas e imprevisibilidade.

"http : //g1.globo.com/educacao/noticia/2013/03/apenas — 10 —
dos — alunos — aprendem — o — ideal — em — matematica — no —
ensino — medio.html Noticia baseada na Prova Brasil/ SAEB 2011.

Muitas dissertagdes e trabalhos de conclusao de curso
focam o uso das TIC em sala de aula. Isso sinaliza estar-
mos vivendo uma época de transicdo em que teremos o
uso de tecnologia digital concomitante a outros fazeres
na escola. Se até mesmo o uso de canetas esferografi-
cas teve certa resisténcia, o que diremos de tecnologias
avangadas, cuja manipulagdo ndo é tdo ficil. Acredita-
mos que as TIC serem adotadas como ferramentas de
aprendizagem em sua total potencialidade em sala de
aula é apenas uma questdo de tempo.

Pesquisamos na Biblioteca Digital do PROFMAT para
analisar os trabalhos de conclusdo de curso e outras pu-
blicagoes e verificar o que esta sendo oferecido ao profes-
sor em relacdo a Geometria Analitica, circulo e sobre o
uso do programa GeoGebra. Verificamos que Geometria
Analitica esta no titulo de pelo menos quinze resultados,
Geometria Analitica e GeoGebra sdo assuntos de pelo
menos oito trabalhos e apenas de um, o foco do trabalho
abrange o circulo inserido na Geometria Analitica com
o uso do software GeoGebra. Embora pelo menos outros
trés trabalhos contenham atividades relativas ao circulo
sem ser o assunto principal do trabalho. Para construir
as atividades propostas neste trabalho, analisamos qua-
tro autores, cujos assuntos sdo afins com o nosso: Gue-
des (2013), Silva (2013), Paula (2013) e Werneck (2013).
A anélise destes trabalhos podera ser encontrada com
detalhes na versdo completa deste trabalho no Banco
Indutor de Trabalhos do PROFMAT.

A partir da andlise destas disserta¢des percebemos
que o assunto Geometria Analitica, circulo e o uso do
software GeoGebra ndo sdo inéditos, embora acreditamos
que nosso trabalho é diferenciado por: apresentar ativi-
dades detalhadas a fim de propiciar a execugdo com o
minimo de interferéncia do professor e por isso podem
ser utilizadas no ensino a distancia, oferecer ativida-
des sobre os contetidos presentes nos livros didéticos de
forma independente, ou seja, de maneira que o professor
possa escolher o topico o qual utilizard em sua sala de
aula, oportunizar aos alunos a formar conjecturas e testa-
las, ressaltar a importancia e validade das ferramentas
puramente algébricas e oferecer solu¢des comentadas
ao professor. A maioria das atividades do GeoGebra
é pensada para explorar a potencialidade dos softwares
de geometria dinamica, pois mover objetos possibilita
maior observagdo, a fim de que o aluno nao analise si-
tuagdes estéticas, percebe que se sua conjectura estiver
certa ndo importa o movimento que faga, ela continua
valida. Outro aspecto importante a considerar é o foco
nos contetidos propriamente ditos, ou seja, ndo sdo ati-
vidades para fixagdo ou introdugdo do contetido, visam
a compreensdo dos tépicos ministrados, normalmente
introduzidos como pura informagdo. Por exemplo, ndo
informamos o que significam os parametros na equa-
¢do reduzida do circulo, através das atividades o aluno
pode conjecturar sobre os seus significados e testar a



127 Bastos et al.: Estudo da Circunferéncia no Ensino Médio: Sugestdes de Atividades

veracidade das suas hipéteses.

3 Caracterizagao

Nessa se¢do comentamos alguns recursos materiais ne-
cessarios ao desenvolvimento das atividades propostas
assim como os objetivos e os pré-requisitos.

3.1 Objetivos

Os objetivos das atividades sobre circulo propostas deste
trabalho foram norteados pelas discussdes presentes nos
Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(PCNEM), com base na Lei de Diretrizes e Bases da
Educacdo Nacional (LDBEN) 9.394/96 promulgada em
1996. Foi a partir dessa lei que a estrutura do Ensino
Médio foi alterada, dividindo o Ensino Médio em trés
grandes areas: Linguagens, Codigos e suas Tecnologias,
Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias e
Ciéncias Humanas e suas Tecnologias. Nota-se o termo
tecnologia como algo inerente a cada uma delas, termo
inserido nessa lei.

Temos como objetivos gerais consolidar a inserc¢do da
tecnologia no ensino de Matematica, o desenvolvimento
da autonomia do aluno vinculado ao desempenho de
um novo papel do professor e o trabalho em grupo.

Nossos objetivos especificos sdo a identificacdo de
regularidades que possibilitam ao aluno conjecturar so-
bre o assunto abordado, a compreensdo dos contetdos
sobre circulo, o desenvolvimento da relagdo entre os
significados e as abordagens distintas de um mesmo
ente matemaético e a resolucdo de problemas a partir dos
conhecimentos adquiridos. Os objetivos especificos sdo
melhor detalhados antes de cada atividade proposta.

3.2 Piblico alvo

Esse trabalho é voltado para alunos de Ensino Médio. O
estudo do circulo na Geometria Analitica, geralmente é
inserido no 3° ano do Ensino Médio, por isso focamos
nosso trabalho para os alunos dessa série. A faixa-etaria
é importante, como estdo para concluir o Ensino Basico,
acreditamos terem maturidade suficiente para desenvol-
ver as atividades propostas.

3.3 Pré-requisitos

Para aplicar nossa proposta por completo o professor
deve ter disponivel para a implementac¢do do trabalho
computadores em ntimero maior ou igual a metade dos
alunos de cada turma, pois propomos que os alunos
agrupem-se em duplas. Nos computadores deve estar
instalado o programa GeoGebra que néo terd qualquer
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custo a escola, pois ele é livre. Se a escola disponi-
bilizar de internet o professor ou técnico do laboraté-
rio de informética pode baixar o programa pelo site
http : / /www.geogebra.org/cms/ptpR/. Se a escola ndo
possuir internet, hd uma versdo de instalagdo em com-
putadores sem conexdo. O programa GeoGebra também
tem versdes para tablets e sistema LINUX.

Além dos materiais ja citados, necessitamos alguns
conhecimentos prévios em relagdo ao circulo e geome-
tria do Ensino Fundamental. Se o professor acreditar
que os alunos possam nao se lembrar desses assuntos,
sugerimos compor nas turmas um glossario ou resumos
dos contetidos necessdrios como pré-requisitos.

Antes de cada atividade, disponibilizamos os pré-
requisitos em tépicos para melhor esclarecer o professor
que desejar implementar o nosso trabalho.

3.4 Recomendacdes metodolégicas

Depois de cada atividade, inserimos dicas ao professor,
relativas as atividades especificas que sdo recomenda-
¢Oes para o bom andamento do trabalho. A seguir colo-
camos recomendagdes gerais para a implementagdo de
qualquer uma das atividades propostas nesse trabalho.

% Se os alunos possuirem dominio do GeoGebra, as
atividades podem ser realizadas em menor tempo
que o estipulado.

% Recomendamos que as atividades sejam executa-
das pelos estudantes em dupla. Assim, o ndmero
de computadores necessarios diminui e as fungoes
de cada um da dupla podem ser especificas. Um
aluno pode ficar responsével pela manipula¢do no
GeoGebra e o outro encarregado de ler as instru-
¢Oes e fazer os registros requisitados. O importante
é que ambos discutam sobre as perguntas e consi-
gam chegar a um acordo quanto a conclusao.

% Cada atividade é dividida em partes. Também
recomendamos que o professor as entregue sepa-
radamente. Por exemplo, s6 entregue a segunda
parte ap6s a primeira estar concluida. Diversas
vezes, isso serd absolutamente necessario, pois a
parte seguinte pode conter as respostas da parte
anterior.

% O professor deve acompanhar todo o tempo o tra-
balho dos alunos, mesmo que eles ndo tenham
davidas, nem pegam ajuda. O professor é extre-
mamente responsével pelo ritmo da execugdo das
atividades.

% Recomendamos aos alunos com mais habilidades
no GeoGebra ajudar os demais. A escolha das
duplas pode influenciar o resultado do trabalho.



Ciéncia e Natura, v. 37 Ed. Especial PROFMAT, 2015, p.123 — 142 128

% A geometria dindmica do GeoGebra embasou nossa
proposta. Os alunos, quase todo tempo, devem
mover os objetos construidos e observar as rela-
¢Oes entre eles. O professor deve recomendar aos
alunos basearem suas conclusdes apds varios mo-
vimentos, ndo apenas em um ou dois.

% Recomendamos, ainda, oferecer aos estudantes
uma fonte de pesquisa sobre Geometria, especi-
almente sobre circulo, do Ensino Fundamental.
Mesmo se a escola ndo possuir internet, o profes-
sor pode disponibilizar livros, ou sugerir que cada
turma construa um glossério de termos geométri-
cos basicos. Dessa forma, estamos incentivando e
ensinando aos alunos que em Matematica também
hé pesquisa.

% Toda vez que as instrugdes pedirem ao aluno para
abrir um novo arquivo, pega para ele salvar o que
foi feito anteriormente.

% Devido as duplas trabalharem independentes umas
das outras e cada uma ter ritmos distintos, assim
como, nem todos chegarem as conclusdes devidas,
faz-se necessario uma conclusao dos contetidos
e seus respectivos objetivos. O professor pode
propor uma discussdo com a turma inteira, indicar
uma leitura ou um video, ou ainda que fagcam seus
proprios videos relacionando as atividades com a
teoria do assunto baseada também em pesquisa.
Isso pode constituir um meio de avaliar os alunos
e ainda empregar outros recursos tecnolégicos que
tanto lhes sao familiares.

% Se os estudantes trabalharem com seus préprios
computadores, tablets, ou celulares é indicado que
0 GeoGebra j4 esteja instalado.

3.5 Dificuldades previstas

Comentamos na Introdu¢do que nossa proposta requer
muito mais envolvimento, tanto dos professores, quanto
dos alunos, devido ao dominio do software GeoGebra,
além do conteddo propriamente dito. O professor deve
conhecé-los profundamente e ainda relaciona-los. Acre-
ditamos que em pouco tempo o professor esteja plena-
mente capacitado para isso. Em relagdo aos alunos, na
implementagdo pode haver certa dificuldade se os alu-
nos gostarem de aulas expositivas, a ponto de resistirem
a mudanca. Como o publico alvo sdo jovens, espera-
mos que essas dificuldades ndo ocorram. Mesmo que
haja algum desconforto inicial, esse é inevitavel, pois
nenhum paradigma é quebrado, relacionamos as aulas
expositivas, sem pelo menos um pouco de suor, mesmo
que no sentido figurado.

4 Atividades Propostas e Sugestoes
de Solugoes

Apresentamos as atividades sugeridas para o estudo
do circulo para alunos de Ensino Médio. Dividimos os
contetidos normalmente trabalhados em sala de aula
em trés atividades, as quais podem ser ministradas se-
paradamente, conforme a necessidade do professor e
da ementa da disciplina em sua escola. Lembramos
que ao invés de usar o termo circunferéncia usaremos o
termo circulo com o mesmo significado, pois é o termo
utilizado pelo GeoGebra. As atividades abordam os as-
suntos: a defini¢do do circulo e sua equacdo reduzida; a
posicdo relativa entre ponto e circulo e a posigdo relativa
entre reta e circulo.

Parece inacreditével que apés décadas do desenvol-
vimento tecnoldgico computacional estejamos ainda ten-
tando implementar de modo efetivo ferramentas compu-
tacionais na escola e a quebra do paradigma tradicional
de ministrar aulas. Segundo Miskulin e Junior (2007):

Com o avango da ciéncia e tecnologia, por meio
de pesquisas no campo da inteligéncia artificial
produzindo robds interativos e pesquisas sobre re-
alidade virtual, torna-se inconcebivel que a Educa-
¢do seja tratada de forma tradicional. Sabe-se que
o desenvolvimento tecnolégico proporciona uma
nova dimensao que transcende os paradigmas ul-
trapassados do ensino tradicional,[...]. Essa nova
dimensdo prioriza um novo conhecimento, um
conhecimento que considera o desenvolvimento
do pensamento reflexivo e criativo como aspecto
fundamental da cognicdao humana.

Tentamos, com as atividades aqui propostas, fugir
dos meios tradicionais de ensino, buscando propiciar
aos alunos a constru¢do do conhecimento reflexivo. Pro-
pomos atividades que abordam o contetido mencionado
propriamente dito e sugerem como trabalhar esses con-
teidos de maneira diferenciada, sem apenas expor os
conceitos. Nado tratamos de problemas geradores, exerci-
cios para introduzir, fixar ou revisar os conceitos. Visa-
mos os conceitos principalmente, todavia propomos, por
vezes, alguns exercicios de fixagdo. A nossa abordagem
procura que o aluno chegue as conclusdes devidas de
maneira autdbnoma, embora sob supervisao e orientacao
fundamentais do professor. O objetivo diferencial da
proposta é desenvolver a autonomia do aluno, tornando-
o corresponsavel pelo processo pedagogico. Os alunos
devem seguir o roteiro descrito nestas atividades de
maneira independente. Os roteiros sdo instrugdes, for-
mando uma lista de procedimentos para o aluno execu-
tar e chegar ao objetivo desejado, seja manipulando o
GeoGebra ou esbogando seu raciocinio na prépria folha
de papel.
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O professor que acreditar no potencial dos alunos,
que eles devem deixar de aprender por processos pas-
sivos, que quer desenvolver capacidades necessarias ao
perfil de profissionais no mercado de trabalho atual, ja
argumentadas neste trabalho, pode acreditar na presente
proposta.

Existe a necessidade de o professor estar dispostos,
muito mais do que se fosse ministrar uma aula exposi-
tiva. Também porque, segundo Borba e Penteado (2010)
o professor que utiliza tecnologias digitais deve estar
apto para o imprevisivel, entdo devemos nos preparar
no sentido de uma maior familiaridade com o software,
além do conhecimento matematico-tedrico relacionado
ao programa. O professor ainda necessita, neste con-
texto, de constante atualizagdo e aceitar as experiéncias
e contribui¢des que os alunos tém a dar.

Para cada topico trabalhado, expomos a atividade
juntamente com a sua resolugdo. Cada atividade pos-
sui um quadro de dicas para que o professor evite as
respostas diretas dos alunos, possibilitando aos mesmos
chegar as préprias descobertas.

4.1 Atividade - Definicao e equacao redu-
zida do circulo

Objetivos:

» Compreensdo da equacado reduzida do cir-
culo e significado dos parametros desta equa-
cao.

» Obtencdo da equacdo reduzida do circulo.
» Resolucdo de problemas a partir das ativi-
dades.

Pré-requisitos:

» Defini¢ado de circulo.

> As ferramentas basicas do GeoGebra.
Material necessario:

» Equipamento que tenha instalado o soft-
ware GeoGebra.

» Folha de atividades para o aluno.

» Livros de Geometria para pesquisa que
contenham a defini¢do de circulo ou o glos-
sério feito pelos alunos.

Tempo necessario: Uma hora-aula.

Parte 1 - Defini¢do de circulo
1. Inicialize o programa GeoGebra.
2. Habilite a malha.

3. Marque um ponto A, no primeiro quadrante. Pre-
fira coordenadas inteiras.

4. Deixe o ponto A fixo.

10.

11.

12.
13.

14.

15.

com a Utilizacao do Software GeoGebra

. Faca pelo ponto A um segmento de comprimento

fixo. Escolha o comprimento. O outro extremo do
segmento serd o ponto B.

. Mude a cor do ponto B.
. Habilite o rastro do ponto B.

. Mova o segmento AB ou a extremidade B. Ou

ainda, anime o ponto B. Para animar o ponto B
clique com o botdo direito do mouse no ponto e na
caixa auxiliar selecione Animar.

. Qual curva é tracada pelo rastro? Solucao: Circulo.

A Figura 1 mostra como seria a animacdo antes de
completar uma volta.

oo

Figura 1: Rastro animado do ponto B

Faca um circulo com a ferramenta Circulo dados
Centro e um de seus Pontos. Centro em A e um
de seus pontos B.

Amplie a figura aproximando uma parte do cir-
culo.

Mova novamente o ponto B.

O rastro do ponto B coincide com o circulo?
(X) Sim () Nao

Por qué? Solugédo: Sim, porque o comprimento do
segmento é fixo, logo cada ponto do rastro tem a
mesma distancia ao ponto A, ou seja, cada ponto
do rastro pertence ao circulo.

No item 13: Se sua resposta foi negativa, pesquise
a defini¢do de circulo ou circunferéncia e verifique
se o comprimento do segmento realmente estd fixo,
voltando a este item. Se foi afirmativa, responda
as questdes abaixo:
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(@) O que representa o ponto A para o circulo?
Solugdo: O seu centro.

(b) O que representa o segmento AB para o cir-
culo? Solucdo: O seu raio.

Parte 2 - Equacdo reduzida do circulo

1. Abra um novo arquivo ou apague tudo o que estd
na Janela de Visualizagéao.

2. Habilite a malha.

3. Facga um circulo usando a ferramenta Circulo da-
dos Centro e Um de Seus Pontos, de forma que ele
esteja contido no 1° quadrante do plano cartesiano.

4. Faca um segmento de extremidades em A e B.

5. Observe a equacdo gerada pelo GeoGebra na Ja-
nela de Algebra relativa a esse circulo.

6. Copie a equagdo aqui. Solucao: Um exemplo,
(x =12+ (y—3)2=4.
Observacgido

(a) Chamamos esse tipo de equacdo de equagdo
reduzida do circulo.

(b) Nesta equagdo, além das varidveis x e y e
dos expoentes, aparecem trés ntmeros, os
chamaremos de parametros. A equacdo re-
duzida do circulo pode ser escrita na forma:
(x—a)?+(y—b3?=c

7. Mova o ponto A, passando por todos os quadran-
tes. Também mova o ponto B até conseguir res-
ponder:

(a) O parametro c pode ser negativo?
() Sim (X) Nao
(b) Os parametros a e b:
i. Sdo sempre negativos? () Sim (X) Nao
ii. Podem ter sinais contrarios?

(X) Sim () Nao

8. Mova o ponto B para apenas o raio do circulo
mudar. Faca varios movimentos.
(a) Quais pardmetros na equagdo se alteram?
i. Pardmetro a: () Sim (X) Nao
ii. Parametro b: () Sim (X) Nao
iii. Parametro c: (X) Sim () Nao

(b) Observe o parametro ¢ e a medida do seg-
mento AB na Janela de Algebra. Responda:

i. O parametro c é o raio do circulo?
() Sim (X) Nao

ii. O parametro c é o didmetro do circulo?
() Sim (X) Nao

iii. Caso sua resposta tenha sido afirmativa
a algum dos dois itens anteriores, mova
o ponto B de maneira que o raio assuma
valores diferentes de 1 e diferentes de 2
e observe o parametro c. Escolha pelo
menos dois valores para o raio.
Solugdo: Na Figura 2 usamos o raio 5.

» Janela de Algebra |
=l Cénica i
e @ c:(x-1)‘+(y-2) |
- Ponto ’
@ A=(1,2) .

Figura 2: Um exemplo relacionando o raio do circulo e
0 parametro ¢

(c) O que é o parametro c, que relagdo ele tem
com o raio? Solucao: O parametro ¢ € o raio
ao quadrado.

9. Mova o circulo de maneira que o raio NAO mude.
Arraste o centro do circulo ou a linha do mesmo.
Faga varios movimentos, comece com o centro
do circulo pertencente ao 1° quadrante e va alter-
nando os quadrantes.

(a) Quais parametros na equagdo se alteram?
i. Parametro a: (X) Sim () Nao
ii. Pardmetro b: (X) Sim () Nao
iii. Parametro c: () Sim (X) Nao
(b) Observe as coordenadas do ponto A e os para-
metros a e b, a0 mesmo tempo em que move
o circulo (sem alterar o raio). Preste atengdo
ao quadrante a que pertence o ponto A e o
sinal de suas coordenadas. Uma solucao: Na
Figura 3 destacamos a abscissa do centro e
o parametro a em vermelho e a ordenada do
centro e o parametro b em verde.

’ » Janela de Algebra
=l Codnica .
@ c(xE AR (3R =37

| = Ponto [

Figura 3: Um exemplo relacionando o centro do circulo
A e os parametrosa e b
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i. Quando o parametro a é positivo? Solu-
¢do: Abscissa do A pertence ao 1° ou 4°
quadrante. Ou: Quando a abscissa do A
¢ positiva.

ii. Quando o parametro a é negativo? Solu-
¢do: Abscissa do A pertence ao 2° ou 3°
quadrante. Ou: Quando a abscissa do A
¢é negativa.

iii. Quando o parametro b é positivo? Solu-
¢ao: Ordenada do A pertence ao 1° ou 2°
quadrante. Ou: Quando a ordenada do
A é positiva.

iv. Quando o parametro b é negativo? Solu-
¢do: Ordenada do A pertence ao 3° ou 4°
quadrante. Ou: Quando a ordenada do
A é negativa.

(c) O que representa o parametro a da equagdo
do circulo? Solucdo: A abscissa do A, centro
do circulo.

(d) O que representa o parametro b da equacdo
do circulo? Solugao: A ordenada do A, centro
do circulo.

10. O que significam as varidveis x e y na equagao do
circulo? Dica: lembre do significado das variaveis
na equagdo de uma reta. Soluciao: Representam
todos os infinitos pontos P(x,y) do plano que per-
tencem ao circulo.

11. Escreva a equacao reduzida do circulo de centro
C(xc,yc) e de raio r:
Solugao: (x — xc)* + (y — ye)* = 1%,

Parte 3 - Exercicios

Resolva os exercicios a seguir no caderno. No de-
senvolvimento dos exercicios os argumentos devem ser
algébricos e ndo baseados somente nas construgdes do
GeoGebra.

Exercicio 1. Responda as perguntas abaixo, em relacdo
ao circulo de centro em C(1, — 2) e raio r = 3:

(a) Qual a equagao reduzida desse circulo? (x — 1) +
(y+2)2=9

(b) O ponto A(4, — 2) pertence ao circulo? E o ponto
B(—2,—4)?
Solugdo: A: (4—1)2+(-2+2)2=9+0=09.
Verifica a equacdo, logo A pertence ao circulo.
B: (—2—1)2 4+ (—4+42)2=9+4=13#9
Nao verifica a equagdo, logo B ndo pertence ao
circulo.

Exercicio 2. Dentre as equagdes abaixo, indique quais
representam circulos. Em caso afirmativo, determine o
centro e o raio do mesmo, caso contrdrio, justifique.
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(@ (x+3)2+ (y—1)? = 1 Solucao: Sim, C(-3,1) e
r=1.

(b) (x —1)? — (y+5)2 = 16 Solucao: Nao, os “quadra-
dos” estdao subtraindo um do outro e ndo somando.
Se o aluno inserir esta equagdo no GeoGebra ele
identificard a curva como uma hipérbole.

(© (x—1)2+ (y+4)? = 6 Solucao: Sim, C(1, —4) e

r = 6.

(d) (x =32+ (y—1)2+5 = 0 Solucao: Nao, sub-
traindo 5 unidades de ambos os membros da equa-
cdo, obtém-se (x —3)2 + (y — 1)> = —5. Assim,
pela equacéo reduzida do circulo terfamos ? = —5
e nenhum numero real r satisfaz essa equagdo. Ou
seja, ndo existe raio e sem raio nao existe circulo. Se
o aluno inserir esta equacdo no GeoGebra ele iden-
tificard a representagdo grafica da equagdo como o
conjunto vazio.

Sugestdo Insira as equagdes no GeoGebra e confira os
resultados.

Exercicio 3. (ENEM - 2013) Durante uma aula de Mate-
matica, o professor sugere aos alunos que seja fixado um
sistema de coordenadas cartesianas (x,y) e representa
na lousa a descri¢ao de cinco conjuntos algébricos I, II,
IIL, IV e V, como se segue:

I - é a circunferéncia de equagio x> +y? = 9;

Il - é a pardbola de equagdo y = —x> — 1, com x
variando de —1 a 1;

IIT - é o quadrado formado pelos vértices (—2,1), (—1,1),
(=1,2) e (—2,2);

IV - é o quadrado formado pelos vértices (1,1), (2,1),
(2,2) e (1,2);

V —é o ponto (0,0).

A seguir, o professor representa corretamente os cinco
conjuntos sobre uma mesma malha quadriculada, com-
posta de quadrados com lados medindo uma unidade
de comprimento cada, obtendo uma Figura. Qual das
alternativa na Figura 4 foi desenhada pelo professor?

Solugdo: Os conjuntos III, IV e V ndo se alteram nas
figuras, entdo o que determina a resposta certa sdo os
conjuntos I e II. O conjunto I é o circulo centrado na
origem de raio 3. Logo, ficamos entre as alternativas c),
d) e e). O conjunto II é uma pardbola com a concavidade
para baixo, logo, ficamos entre as alternativas d) e e).
Agora, a intersecdo da parabola com o eixo y é o ponto
(0, —1). Portanto, a resposta correta é a letra e).

Exercicio 4. (Desafio) Podemos utilizar os recursos da
Geometria Analitica para resolver problemas puramente
geométricos. Para isso devemos satisfazer as condigdes
do problema numa disposi¢do conveniente do plano
cartesiano. Por exemplo, para verificar: Se um tridangulo
estd inscrito num circulo e o maior lado do tridngulo é
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r ao quadrado.

(b) Na Geometria Analitica, como calculamos a medida
. dos lados de um triangulo? Solucao: Calculando a
distancia entre dois pontos, no caso os vértices do
tridangulo.

(c) Se um ponto pertence ao circulo que sentenca ele
deve satisfazer? Solucdo: A equacdo do circulo,
substituindo as varidveis pelas coordenadas dos
pontos.

(d) Agora com a Figura 5 e as respostas das pergun-
tas anteriores, prove: Se um triangulo esta inscrito
num circulo e o maior lado do tridngulo é um dia-
metro do circulo, entdo esse tridangulo é retangulo.

Figura 4: Alternativas da questdo do ENEM Solugdo: Considere os pontos A(—7,0), B(r0) e

C(x,y). Como o ponto C pertence ao circulo sabe-

mos que x? +y? = 12, que é a equacdo do circulo

um didmetro do circulo, entdo esse tridngulo é retangulo, de centro em O(0,0) e raio r. Por sua vez, que-
podemos pensar num circulo que esteja centrado na remos mostrar que ABC ¢ retangulo em B, para
origem do plano cartesiano, de raio r e didmetro contido isso vamos verificar se ABC satisfaz o Teorema de
no eixo ox. AB é o diametro do circulo, C é um ponto Pitagoras, que diz, usando a notacao de distancias®,
qualquer do circulo, como na Figura 5. Responda: que d*(A,B) = d*(C,A) + d*(C,B). Sabemos calcu-

lar distancias e consequentemente seus quadrados:
d*(A,B) = (2r)? = 4r?, pois sabemos que AB é um
diametro do circulo.

Usando a férmula da distdncia entre dois pontos:
d?(C,A) = (x +1)2 +y? e d*(C,B) = (x — )2 + 2.
Vamos mostrar que d>(C,A) +d*(C,B) = d*(A,B),
de fato:

: d*(C,A) 4+ d*(C,B) =
=[x+ )+ + [(x =) + v
= (¥ +2xr + 2+ ) + (¥ = 2xr + 12 + ?)
=2x% 42y + 212 = 2(x® + y?) + 272
=2(r?) + 212 = 4> = d*>(A,B).

-3

Figura 5: Desafio - Exercicio 4

(a) Qual famoso teorema conhecemos da Geometria
estd relacionado aos tridngulos retangulos? Solu-
¢do: Teorema de Pitdgoras. Um tridngulo é retan-
gulo se, e somente se a soma dos quadrados da
medida dos catetos é igual a medida da hipotenusa 84(A,B) é a distancia entre os pontos A e B
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Dicas para o professor

v" Pergunte aos alunos se a equagédo do cir-
culo lhes lembra alguma férmula estudada
na Geometria Analitica. Essa resposta faci-
litard a compreensdo da demonstragdo da
equagao reduzida no fechamento dos contet-
dos.

v" Ressalte a importancia do significado das
varidveis na equacdo do circulo. Se esse signi-
ficado foi construido para as equagdes das re-
tas, o aluno realizard as atividades no tempo
previsto.

v" Possivelmente as duplas ndo consigam
completar o desafio. Nesse caso, recomende
aos alunos resolvé-lo em casa. Se algum
aluno conseguir, este pode explicar seus ar-
gumentos aos demais.

v" Incentive o aluno a entender como a medi-
atriz pode ajudar nos problemas envolvendo
circulos. Isso pode ser feito durante o estudo
das retas.

4.2 Atividade - Posicdo relativa entre ponto
e circulo

Esta atividade pode ser realizada em bem menos que
uma hora aula. Dessa forma pode ser dividida com ou-
tra atividade para encerrar o tempo de um periodo. Os
exercicios recomendados nos mostram como o assunto
pode ser relacionado com a realidade e com os interesses
dos alunos.

Objetivos:

» Dedugao do critério para determinar posi-
¢do relativa entre ponto e circulo.

» Resolugdo de problemas relacionados.
Pré-requisitos:

» Defini¢do de circulo.

» Ferramentas basicas do GeoGebra.
Material necessario:

» Equipamento que tenha instalado o soft-
ware GeoGebra, um por dupla.

» Folha de atividades para o aluno, uma por
dupla.

Tempo necessario: 25 minutos.

Parte 1 - Critério para posicao relativa entre ponto e
circulo

Observagdo: O circulo divide o plano em duas partes,
assim podemos dizer que o circulo é a fronteira entre a
regido interior e exterior. Dessa forma, um ponto pode
estar:

i) No circulo - Um ponto pertencente a curva (linha).
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ii) Na regido interna - Um ponto interior ao circulo.

iii) Na regido externa - Um ponto exterior ao circulo.

Para determinar um meio de como descobrir se um
ponto pertence ao circulo, a sua regido interior ou exte-
rior, execute as seguintes instru¢des no GeoGebra:

1.

10.

11.

12.

13.

Defina um circulo usando Centro e Um de Seus
Pontos. Procure valores inteiros para as coordena-
das dos pontos e medida do raio.

Renomeie o centro do circulo para C.

Faca um segmento que liga o centro do circulo e o
ponto B, que pertence a ele. Serd o segmento CB.

Observe a medida do segmento CB na Janela de
Algebra.

A medida do segmento CB representa o que para
o circulo? Solugdo: Representa o raio do circulo.

Que conteido de Geometria Analitica se relaci-
ona com o cdlculo da medida de um segmento?
Solucédo: Calculo da distancia entre dois pontos.

Calcule a distancia do ponto C ao ponto B.

Observacgdo: A equagdo reduzida do circulo nos
informa o centro C e o raio r do circulo direta-
mente.

. Lembre-se da definigao de circulo e complete: Um

ponto P, do plano, pertence a um circulo se, e s6
se: Solucao: d(C,P) =r.

. Agora insira um ponto A, que esteja na regido

externa do circulo.

Faca um segmento ligando o ponto A ao centro C
do circulo: segmento CA. Calcule a distancia entre
AeC.

Mova o ponto A, sem deixar de pertencer a regiao
exterior do circulo. Observe o valor da distancia
CA® e compare com o valor da distancia CB. Solu-
¢do: Fizemos uma simulagdo, exibida na Figura 6.
Inserimos ne]a 0S \'alores que devemos Comparan

Pelo resultado do item anterior, complete: Um
ponto P, do plano, é exterior ao circulo se, e s se:
d(C,P) >r

Mova o ponto A para que esteja na regido interna
do circulo. Mova o ponto A, sem deixar de perten-
cer a regido interior do circulo. Observe o valor

A notagao usada pelo GeoGebra difere da utilizada nos livros
didaticos, em que CA seria escrito como d(C,A). Para distancia entre
ponto e reta a notagdo também difere. O GeoGebra mostraria Pr para
distancia do ponto P a reta r e nos livros didaticos apareceria d(P,r).
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Janela de Algebra (%) | » Janela de Visualizagio
Cénica
D Cc(x-2P+(y-17=4
Ponto
@ A=(5,3)
@ B=(4,1)
@ C=(2,1)
= L a<b
@ a=2
2 b=3.61

-

Figura 6: Um exemplo de construgdo para o item 11

Comparar a distancia d(C,P) com o raio 7.
Determinar o centro C e o raio r do circulo.
Concluir qual a posigdo relativa.

Calcular a distancia do ponto ao centro: d(P,C).

Organize na ordem adequada, determinando os
passos a seguir:

Passo 1 Solucdo: Determinar o centro C e o raio r do

circulo.

Passo 2 Solugdo: Calcular a distancia do ponto ao

da distancia CA compare com o valor da distancia
CB. Solucao: Fizemos uma simulagao, exibida na

centro: d(P,C).

Passo 3 Solugdo: Comparar a distancia d(C,P) com o

raio r.

Figura 7. Inserimos nela os valores que devemos Passo 4 Solucdo: Concluir qual a posicao relativa.
comparar.
Parte 3 - Exercicios
l » Janela de Algebra » Janela de Visualizagao
= Cénica A 1. Desenvolva no seu caderno. Determine algebri-

D c(x-2F+(y-1¢=4
= Ponto

2 A=(0,3)

@ B=(4,1)

@ C=(2,1)

@ D=(3,2)

Segmento 1
=, @>d
9 d=14 T v T T
0 1 2 3 a4

Figura 7: Um exemplo de construgdo para o item 13

14. Pelo resultado do item anterior, complete: Um
ponto P, do plano, é interior ao circulo se, e s6 se:
d(C,p) <r.

Parte 2 - Resumo dos critérios da posicao relativa
entre ponto e circulo

1. Preencha o Quadro 1 com os resultados da parte 1.

Quadro 1: Critérios para determinar a posicao relativa 2
entre ponto e circulo

| Posicao relativa | Critério adotado |
P pertence ao circulo d(C,P)=r
P exterior ao circulo d(C,P) >r
P interior ao circulo d(C,P) <r

2. Qual sequéncia de procedimentos deve ser adotada
para determinar a posicao relativa de um ponto
P(xp,yp) € um circulo de equagdo (x — x.)? + (y —
yc)? = r?? Listamos os procedimentos necessérios
para responder a esta pergunta, contudo embara-
lhados. Sao eles:

camente a que regido do plano determinado pelo
circulo T : (x —3)2 + (y + 1)? = 13 estdo os pon-
tos A(0,0), B(0,2), D(4,3) e E(6, — 3). Solucao:
C(3,—-1)er=+13

Sabendo como calcular a distancia entre dois pon-
tos A(xa,Ya) € B(xp,yp):

d(A/B> - \/(—\'a - Xb)z + (}/z? - 1/!?)2/ faC)alﬂOS:
d(AC)=/(0-32+(0+1)2=V10<r < A
é interior a I'
d(BC)=+/(0-32+(2+1)2=V18>r < B
é exterior a I’

d(D,C) =/ (4-32+(3+1)2=V17>r < D
é exterior a I’

d(EC) = /(6 32+ (-3+1)2=V13=71 ¢
Berl

Observagdo: Os exercicios podem ser conferidos
com a ferramenta Distdncia, Comprimento ou Peri-
metro do GeoGebra, embora algebricamente tenha-
mos o resultado exato e no GeoGebra o resultado
com apenas duas casas decimais apds a virgula.

. O circulo central da Figura 8, construida no Geo-

Gebra, possui equagio I' : x* + y?> = 81 em que a
linha de meio de campo relaciona-se com o eixo oy
e a bola no momento inicial do jogo fica na origem
do plano cartesiano. Neste contexto, os jogadores
Jonelson e Wanderson do time Esporte Clube Var-
zea Seca foram designados para ocupar a posicao
em cima da linha do circulo. Verifique se eles real-
mente ocuparam a posicdo correta. Em caso contra-
rio, determine a posicdo dos jogadores em relacao
ao circulo central, assim como a posigdo do drbitro.
Considere que os pontos J(—7,6), W(—8,—4) e
A(4,6) representam, respectivamente, as posi¢des
de Jonelson, Wanderson e o arbitro no comego do

jogo.
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Figura 8: Campo de Futebol

Solugdo: C(0,0)er =9

4(J,C) = /(=702 + (602 = V85 > r & |
é exterior a I'

Ou seja, Jonelson nédo estd na posi¢do correta, estd
na regido exterior do circulo.

dW,C) =/(-8—-0)2+ (—4—-0)2=V80<r «
W é interior a I

Ou seja, Wanderson ndo estd na posi¢do correta,
estd na regido interior do circulo.
d(AC)=/(4—-02+(6-02=V52<r < A
é interior a I’

Ou seja, o arbitro estd na regido interior do circulo.

. Um controlador de trafego aéreo militar vé em
seu radar dois avides ndo identificados. A tela do
radar é formada por quatro circulos concéntricos,
inseridos num plano cartesiano, em que o centro
dos circulos é a posicdo da torre de controle. As
equacdes destes circulos sao: Ty : (x —4)? + (y —
3)2=100,T5: (x —4)>+ (y—3)2 =144, T3 : (x —
424 (y—3)2=1%eTy: (x —4)2+ (y—3)* =
256, como mostra a Figura 9. Os procedimentos
de defesa adotados séo:

(a) Se um avido entrar na regido da coroa circular
formada por I's e I'y é pedida sua identifica-
cdo.

(b) Se um avido, ainda nao identificado, entrar na
regido da coroa circular formada por I'; e I's é
avisado dos procedimentos de interceptacdo
e abate.

(c) Se um avido, ainda nao identificado, entrar
na regido da coroa circular formada por I'y e
I'; é acompanhado por dois cacas enviados
pela base militar.

(d) Se um avido, ainda ndo identificado, entrar
na regido interna do circulo I'y ele é abatido.

(e) Se um avido, ainda ndo identificado, estiver

com a Utilizacao do Software GeoGebra

Figura 9: Radar

Neste momento os avides ndo identificados estdo
nas coordenadas A(10, —5) e B(—7, — 4). Quais
procedimentos de defesa devem ser adotados? Jus-
tifique sua resposta.

Solugdo: C(4,3), 11 =10,r, =12, r3 =14ery, =16
d(AC) = /(10 -4)2+(-5-3)2=+/100=10 =
ri < A €1I7 O avido A é acompanhado pelos
cacas, pois é regido fronteirica e este é o procedi-
mento mais brando. d(B,C) = V170 < 1 <
d(B,C) < r3 <> B pertence a coroa circular for-
mada por I'; e I';, entdo é apenas avisado dos
procedimentos de interceptagdo e abate.

Dicas para o professor

v’ Para o item 6 da parte 1 liste no quadro
todos os contetidos de Geometria Analitica
vistos até o momento com a ajuda dos alu-
nos.

v' Reforce a defini¢do de circulo no inicio da
aula, se puder, com textos alternativos equi-
valentes a definicdo trabalhada.

v' O item 6 da parte 1 parece nada ter a
ver com os objetivos da atividade, porém
relacionam-se com os itens 8, 12 e 14. Ja que
anteriormente viu-se a férmula da distan-
cia entre dois pontos, tornando o critério de
posicdo relativa entre ponto e circulo muito
pratico.

4.3 Atividade - Posicdo relativa entre reta e

circulo

exatamente sobre um dos circulos o procedi-
mento mais brando entre as regides fronteiri-
cas é adotado.

Através desta atividade, pretendemos que os alunos
obtenham os critérios para determinacdo da posicao
relativa entre uma reta e um circulo.
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Objetivos:

» Dedugdo do critério para determinar posi-
¢do relativa entre reta e circulo.

» Resolugdo de problemas relacionados.
Pré-requisitos:

» Defini¢édo de circulo.

» Definicdo de distancia entre dois objetos.
» Definicdo e férmula da distancia entre
ponto e reta.

» Ferramentas bésicas do GeoGebra.
Material necessario:

» Equipamento que tenha instalado o soft-
ware GeoGebra, um por dupla.

» Folha de atividades para o aluno, uma por
dupla.

Tempo necessario: 25 minutos.

Parte 1 - Posi¢do relativa entre reta e circulo

. No caderno, desenhe as trés possibilidades de po-
si¢do entre circulo e reta. Solucao: Na Figura 10
encontra-se o esbogo das trés posigdes relativas:
reta secante ao circulo, reta azul; reta tangente ao
circulo, reta verde e reta exterior ao circulo, reta
laranja.

(191.1507) b

a (@512.326)

Figura 10: Posigbes Relativas entre reta e circulo

2. O ntimero de interse¢des das retas com o circulo
definiria um critério para determinar qual posicao
relativa existe entre uma reta e um circulo?

(X) Sim (') Nao. Justifique. Solucdo: Porque é uma
relagdo biunivoca, sé6 hd um ntimero de pontos de
intersegdo para cada posicdo relativa.

. Para determinar os pontos comuns ao circulo e a
reta, algebricamente, o que teria que ser resolvido?
Solugdo: Sistema de equagdes.

. Obtenha a posicdo relativa entre a reta s e o circulo
I', cujas equagdes sdo : s : 2x —3y+8 =0e I :
(x =52+ (y—9)2=5.

Solugdo: Como o sistema ndo é linear s6 podemos
resolvé-lo por substituic¢ao.

(x =5+ (y—9)=
{ 2x — 3y = —8

3y —8
Substituimos x = y

na equacdo do circulo,
ficamos com a expressao:

13y? — 180y + 628 = 0, cujo A = —256, logo a
equagdo ndo tem solucdo real. Dessa forma, o
sistema ndo possui solugdo real, ou seja, a reta e o
circulo ndo se interseccionam, portanto s é exterior
arl.

Observagao: Podemos verificar a posicado relativa
no GeoGebra fazendo a intersecdo entre a reta e o
circulo.

Parte 2 - Outro critério para determinar a posicao

entre reta e circulo

No GeoGebra:

1.

>

N

10.

11.

12.
13.
14.

Faca um circulo usando a ferramenta Circulo da-
dos Centro e Um de seus Pontos.

Renomeie o centro do circulo para C.

Determine o segmento CB e calcule a distancia
entre C e B.

O que a medida do segmento CB representa para
o circulo? Soluc¢do: A medida do seu raio.

Faca uma reta a, qualquer por dois pontos A e D,
desde que a reta ndo passe pelo centro do circulo.

Obtenha a reta b, perpendicular a reta 4, passando
pelo centro do Circulo.

Obtenha o ponto E, de intersec¢do entre as retas a
eb.

Obtenha o segmento CE, de extremos no centro
do circulo e na intersecédo das retas.

Esconda a reta b.

Por construgdo, fizemos o segmento CE perpendi-
cular a reta a. O segmento CE é o menor caminho
que liga o centro a reta a? Solucao: Sim. O menor
caminho entre um ponto e uma reta é o segmento
de reta que liga o ponto a reta e é perpendicular
a ele. Queremos chegar no conceito de distancia
entre ponto e reta.

Entdo, o que a medida do segmento CE representa
em relagdo ao ponto C e a reta a? Solucdo: Repre-
senta a distdncia do ponto C a reta a.

Calcule a distancia entre o ponto C e a reta a.
Mova a reta a comparando as distancias Ca e CB.

Mova a reta a de maneira que ela seja EXTERIOR
ao circulo. Observe e compare as distancias Ca e
CB. Solugdo: Apresentamos uma simulacdo na Fi-
gura 11. Observe na Janela de Algebra o destaque
para os segmentos que pedimos para comparar.
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» Janela de Visualizagdao

Figura 11: Um exemplo de construgdo para o item 14

15. Para generalizar os resultados: Considere os itens

4, 11 e 14 e complete: Uma reta s é exterior ao
circulo T' de centro C e raio r se, e somente se:
d(C,s) >r.

16. Mova a reta 2 de maneira que ela seja TANGENTE

ao circulo. Observe e compare as distancias Ca e
CB. Solugio: Apresentamos uma simulagdo na Fi-
gura 12. Observe na Janela de Algebra o destaque
para as distancias que pedimos para comparar.

v

Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo

= Conica (05,5.58)
D ci(x-3F+(y-3yF=502

= Ponto

@ A=(3,3)

@ B=(5.24,3.04)

@ C=(0,-1)

O D=(8,3)

@ E=(4,1)

Reta

D ax+2y=-2

O br2x-y=-9

- _Segmento
@ d=224 | d=e
@ e=2.24

Figura 12: Um exemplo de construgdo para o item 16

17. Para generalizar os resultados: Considere os itens

18.

19.

4,11 e 16 e complete: A reta s é tangente ao circulo
I’ de centro C e raio r se, e somente se: d(C,s) = 7.

Mova a reta a de maneira que ela seja SECANTE ao
cfrculo. Observe e compare as distancias Ca e CB.
Solugdo: Apresentamos uma simulagdo na Figura
13. Observe na Janela de Algebra o destaque para
distancias que pedimos para comparar.

Para generalizar os resultados: Considere os itens
4,11 e 18 e complete: A reta s é secante ao circulo
I’ de centro C e raio r se, e somente se: d(C,s) < 7.

Parte 3 - Conclusdo e Exercicios

com a Utilizacao do Software GeoGebra

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo

V.YB, 5.1)

= Cénica

D c(x-3yF+(y-3y=4
= Ponto
@ A=(3,3)
@ B=(5,3)

@ C=(-0.34,-0.18)
0O D=(7.66,3.82)

9 E=(3.6,179)
= Reta

< ar-4x+8y=-0.08

Figura 13: Um exemplo de construcdo para o item 18

1. Preencha o Quadro 2 com os resultados da parte 2.

Quadro 2: Critérios para determinar a posigdo relativa
entre reta e circulo

| Posi¢do Relativa | Critério adotado |

s exterior ao circulo d(Cs) >r
s tangente ao circulo d(Cs)=r
s secante ao circulo d(Cs) <r

. Exercicio: Considere o circulo I' de equacédo: T' :

(x —1)>+ (y — 2)> = 25 e as retas de equagdo
a: x—15y+105 =0,b: x+y—4 =0,
s:3x—4y—20 =0eh: 6x+5y+28 = 0.
Determine a posicdo relativa entre as retas a, b, s e
h em relagdo ao circulo. Solucao: C(1,2)er =5
Usaremos a formula da distancia entre o ponto
P(xpyp) earetas: mx+ny+k=0
|mx, + nyp + k|

d(s,P) =
O =
1—-15%x2+105 76
d(a,C):‘ e |: > 71 < A
12+ (—15)2 V226

reta a é exterior a I'.

A d(a,C) é um valor muito préximo do raio r = 5.
O aluno que fizer a constru¢do no GeoGebra pode
pensar que a reta é tangente ao circulo. Isso é
proposital, pois ndo podemos basear nossas con-
clusdes em um esbogo, mesmo que bem feito pelo
GeoGebra.

142 —4] 1 )
dbC) = ——— = — <71 <> Aretad é se-
(b:€) V12422 /5
e A 1-4x2-20] 25
dsC) = Bx1-4x2-200 _ 25 o,

V32 + (—4)? V25
A reta s é tangente a T'.

6x14+5x2+28 44

d(l’l,C):|X+X+ ‘: >r & A

V62 + 52

reta h é exteriora I'.

V61

Observacdo: O aluno pode verificar este exercicio
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digitando as equagdes da reta e do circulo na barra
de Entrada do GeoGebra. Retificando em seguida
o centro do circulo: usando a ferramenta Ponto
Meédio ou Centro, ou inserindo o ponto conhecido
ja que temos a equacdo reduzida do circulo. Em
seguida podemos calcular a distancia do centro a
reta e verificar o critério da posicdo relativa.

3. Desafio Na Figura 14 a reta ¢ é tangente ao cir-
culo I', de centro C, pertencente ao eixo ox, e raio
7. Aequagio daretaét: y = —Lx+5. Pé
o ponto de intersegdo da reta f e o0 eixo ox e A é
ponto de intersecdo de I' e . Nessas condicdes,
determine a equacdo do circulo I'. Solucdo: A reta

\P

—

Figura 14: Desafio - item 3

t, sendo tangente a I', acarreta: d(A,C) = r e que
o segmento AC é perpendicular a reta t. Conse-
quentemente, o tridngulo PAC é retangulo, reto
em A. A tangente do angulo ZCPA s¢ difere do
coeficiente angular da reta t pelo sinal, pois sdo
suplementares. Assim tan(ZCPA) = % = %
Obtemos AP = d(A,P) = 24. Pelo Teorema de
Pitdgoras aplicado ao tridngulo PAC, encontramos
CP = d(C,P) = 25. Sabemos também as coor-
denadas do ponto P, pois é raiz da reta. P(12,0)
e assim OP = d(O,P) = 12. Como d(C,P) =
d(C,0) +d(0,P), temos d(C,0) = 13. Como a fi-
gura indica que o centro esta & esquerda da origem
do plano cartesiano, encontramos C(—13,0) e final-
mente a equacdo de I': (x + 13)? + y? = 49.
Observacdo: O aluno pode verificar este desafio
no GeoGebra.

(a) Digitar a equagdo da reta t na barra de En-
trada.

(b) Em seguida inserir um ponto que pertenca
ao eixo x e que esteja a esquerda da origem,
como na Figura 14.

(c) Renomear este ponto para C, serd o centro do
circulo.

(d) Obter um circulo com centro C e raio v = 7.

(e) Determinar a interse¢do da reta com o circulo
e calcular a distancia de C a reta.

(f) A principio o circulo nédo estd na posigdo certa.
Mover o centro C até a distancia Ct ser coe-
rente com as condi¢des do enunciado.

Dicas para o professor

v' Provavelmente os alunos conhegam a po-
sicdo da reta tangente pelo seu nome. Os
nomes ndo estdo indicados juntamente com
a atividade para ndo induzir os alunos. Re-
comende que eles anotem o nome das outras
posigdes: reta secante e reta exterior ao cir-
culo.

v No item 4 da parte 1, se o professor ja
trabalhou com interpretacdo geométrica de
sistemas de equagdes ou foi assunto de anos
anteriores na sua escola, cite como dica: o
assunto ja foi visto.

v No Ensino Médio ndo ensinamos o aluno
a resolver sistemas ndo lineares, eles podem
ser resolvidos por substituigdo. O que im-
porta, no caso é saber o ntimero de solu¢des
e ndo a solucgdo em si.

v' O segmento CE do item 10 da parte 2 re-
presenta a distancia entre ponto e reta, assim
é fundamental que na introdugdo da Geome-
tria Analitica tenha definido-se distancia para
responder a pergunta deste item: Distancia
entre dois objetos é a medida do menor cami-
nho que os une. Relacione a construgdo com
a definicdo de distancia entre ponto e reta.
v" Se 0 aluno ndo conseguir resolver o desa-
fio do item 3 da parte 3 em aula, indique-o
como tarefa para casa.

5 Relato da aplicacao das atividades

O IERS - Campus Rio Grande na modalidade Integrado
possui seis cursos no seu quadro dos quais somos res-
ponséaveis por cinco de suas turmas de 3° ano, que sdo
Refrigeragdo e Climatizagdo, Informatica para Internet,
Geoprocessamento, Automacado Industrial e Fabricagao
Mecanica. As turmas sdo definidas por curso. Escolhe-
mos, porém, apenas trés das cinco turmas para aplicar as
atividades, a fim de comparar o rendimento dos estudan-
tes. O 4° bimestre é reservado ao estudo de Geometria
Analitica. No IFRS - Campus Rio Grande a carga ho-
raria semanal de Matemadtica consta de um encontro
de 120 minutos. Situagdo atipica em relagdo a maioria
dos estabelecimentos de ensino. Devido a problemas
de calenddrio durante o ano, destinamos apenas trés
encontros para o estudo do circulo. Os contetidos mi-
nistrados costumam ser: equagdes do circulo, método
de completar quadrados para transformar a equagio ge-
ral em reduzida, reconhecimento de um circulo dada a
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equagdo completa de 2° grau a duas varidveis, posigdes
relativas entre: ponto e circulo, reta e circulo e entre
dois circulos. Devido ao tempo e ainda a necessidade
de introduzir o GeoGebra teriamos que excluir algo da
lista. Optamos por inserir todos os contetidos nos trés
dias de atividades e distribuir o que é essencial no inicio
de cada atividade, prevendo o estudante que néo tivesse
tempo de fazer tudo, ao menos teria feito a parte essen-
cial. Neste trabalho, mostramos trés das sete atividades
aplicadas.

5.1 Pesquisa prévia com os alunos

Investigamos diversos aspectos sobre o trabalho antes
de ser aplicado com os alunos, pois tinhamos duavidas
sobre, principalmente, o conhecimento prévio do aluno
sobre Geometria e circulo do Ensino Fundamental. In-
vestigamos da mesma forma a opinido dos estudantes
sobre o emprego de ferramentas computacionais em au-
las de disciplinas de formacgdo geral, porque sabemos
da resisténcia de alguns cursos que trabalham constante-
mente em laboratdrios de informaética e ficam exauridos
com esse tipo de atividade. Outro fator pesquisado foi
o nivel de conhecimento dos discentes sobre o GeoGe-
bra, mesmo empregando o software ao longo do ano e
sabidamente aplicado por outros professores de Mate-
madtica nos anos anteriores. A investigacdo foi feita na
forma de questiondrio, aplicado em todas as turmas.
Conseguimos a partir dos resultados, decidir em quais
turmas seria implementado o trabalho com o GeoGebra
e consequentemente aquelas que assumiram o papel de
turmas controle.

5.2 Aplicacdo das atividades propostas

Organizamos os alunos em duplas e cada um da dupla
ficou responsével por levar um computador. Instruimos
a eles trazerem computador com o GeoGebra instalado
e também j4 terem o primeiro contato com o programa
em casa. Indicamos alguns links de videos tutoriais, para
isso. Recomendamos, que durante as aulas, um dos inte-
grantes da dupla ficasse responsavel pela manipulagao
no GeoGebra, quando fosse utilizado e o outro, respon-
savel pela leitura das instrugdes e anotagdes devidas.
No inicio da primeira atividade discutimos sobre o
uso dos termos circunferéncia e circulo. Seriam usados
indistintamente com a tendéncia do emprego mais fre-
quente do termo circulo. Explicamos que muitos autores
ndo fazem a distingdo habitual usada pelos alunos e que
o proprio GeoGebra adota o termo circulo. Entregamos
as atividades de cada dia na sua integra.
Descreveremos as atividades aplicadas comentando-
as de modo geral. Elas se assemelham ao que foi pro-
posto na segdo anterior, por isso ndo as transcreveremos
nesta analise. E importante ressaltar que as atividades
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foram executadas e a partir da andlise dos resultados
foram reformuladas para a proposta didatica sobre o es-
tudo do circulo, objetivo deste trabalho. Os comentarios
visam esclarecer o que motivou as alteragdes feitas.

5.2.1 Explora¢io do GeoGebra e suas fung¢des princi-
pais

Em sala de aula, fizemos uma pequena explanacdo no
inicio da atividade usando o projetor multimidia. Acres-
centamos a explicacdo das ferramentas Mover e Mover
Janela de Visualizagdo e também a relacdo entre a Janela
de Visualizagéo e a Janela de Algebra. Em seguida, em
forma de instrugées sequenciais, instruimos os alunos
a utilizarem vérias ferramentas do GeoGebra. As mais
simples: Ponto, Reta, digitar coordenadas e equag¢des na
caixa de Entrada, Circulos dados Centro e Um de seus
Pontos, dados Centro e Raio, dados Trés Pontos, obter
Intersecdo de Dois Objetos, calcular Angulos, definir
Poligono, alterar a aparéncia de objetos, entre outros
itens, sem finalidade especifica. Destinamos a esta etapa
ndo mais que 10 minutos.

5.2.2 Defini¢io de circulo

Orientamos uma construgdo extremamente simples: criar
um segmento de comprimento fixo em que uma das ex-
tremidades também é fixa e a outra com cor diferenciada
e rastro habilitado. Ao mover a extremidade possivel, o
rastro traca um circulo. Perguntamos aos alunos se esse
traco realmente era um circulo.

Como atividade inicial, todas as duplas a executaram
com éxito. Analisando os resultados, dezessete duplas
responderam sim e justificaram pela distdncia do ponto
A ao ponto B ndo mudar, ou pelo comprimento do
segmento ser fixo, como bem explicado por uma dupla:
“Sim, porque todos os pontos tém a mesma distancia de
AV

5.2.3 Equacao do circulo

Pedimos aos alunos construirem um circulo e observar
sua equagdo na Janela de Algebra. Com os movimentos
permitidos pelo GeoGebra, orientamos a fazer modifi-
cagdes no raio, nas coordenadas do centro e perceber o
que ocorria com a equacado. Esta etapa tem por objetivo
reconhecer os parametros presentes na equacao do cir-
culo. O termo independente da equagdo foi o primeiro
a ser descoberto. Muito rapidamente associaram ao raio,
embora ndo perceberam a relagdo indireta, pois usando
raio ¥ = 1 o aluno poderia pensar que o parametro era
o proprio raio e usando raio r = 2 poderia pensar em
didmetro. Neste caso, instruimos a usar outros raios,
de preferéncia, com niimeros inteiros e a confusdo se
desfez. Ja a associacdo das coordenadas do centro ndo
foi tdo rapida. Orientamos, entdo, o aluno a observar as
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coordenadas do centro na Janela de Algebra e observar
os dois primeiros parametros. A dica foi bastante vélida,
todavia a relacao do sinal néo ficou tao evidente.

Ao final desta etapa, dezesseis duplas concluiram
devidamente a relacdo de todos os coeficientes, trés
duplas ndo se expressaram com clareza, duas duplas
confundiram-se apenas ao pensar no didmetro ao invés
de 72, uma dupla acertou apenas a relagéo de r?, outra
dupla ndo conseguiu apenas esta relacdo e uma dupla
ndo realizou esta etapa da atividade.

5.2.4 Explorando a equagdo do circulo

Tinha por objetivo exaltar a importancia de conhecermos
a equagdo de um circulo e algumas condigdes necessa-
rias e suficientes para obter a equacdo de um circulo e
seu gréfico. Pedimos aos alunos para obter um circulo
usando a ferramenta Circulo definido por Trés Pontos e
analisar se apenas visualizando seu gréfico era possivel
determinar as coordenadas do centro. A principio eles
entenderam que sim, pois conseguiam posigdes especifi-
cas em que enxergavam o centro, por exemplo, se dois
dos pontos formasse um didmetro. Mostramos que esse
seria um caso particular, mas a resposta deveria ser em
qualquer caso. Lembramos o que tinhamos acabado de
analisar: a equacdo e assim perceberam, de modo geral,
que bastava observar a Janela de Algebra e verificar os
parametros citados na etapa anterior.

A partir do circulo determinado por trés de seus
pontos dezesseis duplas disseram obter as coordenadas
do centro e a medida do raio a partir da equagdo, duas
duplas usaram a ferramenta do GeoGebra Ponto Médio
ou Centro, quatro duplas ndo conseguiram determinar
as informagdes pedidas e duas duplas deixaram a per-
gunta em branco. Perguntamos a seguir, se por trés
pontos passa um tnico circulo. Dezessete duplas alega-
ram que sim, quatro duplas discordaram e as demais
ndo responderam a pergunta. Questionamos ainda, se
havia situagdo em que trés pontos ndo definiriam um
circulo. Doze duplas afirmaram que a condicdo é ter trés
pontos alinhados, quatro duplas disseram que é ter dois
pontos coincidentes, sete duplas ndo conseguiram obter
uma posi¢do em que os trés pontos ndo definissem um
circulo e uma dupla deixou esta pergunta em branco.

Acreditamos, pelas andlises feitas, que esta etapa da
atividade deveria ser inserida como uma tarefa comple-
mentar e priorizar outros aspectos do circulo durante as
aulas, por isso ndo estd presente na atividade proposta
neste trabalho.

5.2.5 Exercicios complementares

Colocamos alguns exercicios, mas em niimero excessivo.
Os alunos apenas conseguiram resolver a questdo 143
do ENEM 2013. Chamou atencdo dos alunos, pois eles

haviam participado deste exame hd pouquissimo tempo
e tiveram oportunidade de analisar a questdao profunda-
mente, agora entendendo o que significava a equacgdo do
circulo. Catorze duplas conseguiram resolver a questdo,
duas duplas erraram e as demais deixaram em branco. O
segundo exercicio apenas trés duplas tentaram resolver,
mas ndo conseguiram conclui-lo, os demais deixaram
em branco. O terceiro exercicio apenas duas duas duplas
tentaram resolvé-lo, os demais deixaram em branco. Os
demais exercicios foram todos deixados em branco.

5.2.6 Posicao relativa entre ponto e circulo

As turmas de Fabricagdo Mecanica e Geoprocessamento
precisaram resolver a atividade completa para a maioria
entender as condicdes para determinar a posicdo relativa
entre ponto e circulo. J4 a turma de Informaética para a
Internet chegou a conclusdo pedida apenas relacionando
a condicdo de um ponto pertencer ao circulo. Obtiveram
de maneira bastante intuitiva a relagdo da distancia entre
o ponto e o centro do circulo em comparacdo com o raio
do mesmo, apenas visualizando o circulo com seu centro
e o0 segmento que liga o mesmo ao ponto. Como resolve-
mos separar tudo o que foi implementado em atividades
menores, complementamos esta atividade inserindo um
quadro com os critérios analisados e a melhor ordem
dos procedimentos a executar para determinar a posicdo
relativa de um ponto em relagdo a um circulo. Inserimos
também exercicios com temas relacionados ao interesse
dos alunos, os quais ndo constavam na versao original
implementada aos alunos.

5.2.7 Posicdo relativa entre reta e circulo

Os alunos nao tiveram dificuldades e compreenderam as
posicoes relativas possiveis entre reta e circulo. Eles com-
preenderam que a solugdo do sistema com as equagdes
do circulo e da reta, ou melhor, 0 nimero de solugdes
do sistema esta relacionado com a posicao relativa ana-
lisada, pois no bimestre anterior, trabalhamos com os
sistemas de equacdes e a interpretacdo geométrica. Da
mesma forma, concluiram que a distancia entre o cen-
tro do circulo a reta, comparando-a com o raio é outra
forma de determinar a posigao relativa. Os estudantes
comentaram o fato de que para determinar a posicdo
relativa entre ponto e circulo usamos uma distancia, as-
sim como para determinar a posicdo relativa entre reta
e circulo. Isso levou os discentes a questionarem se o
critério para determinar a posi¢do relativa entre dois
circulos também dependeria de alguma distancia.

6 Conclusao

Sabemos que este trabalho ndo responde a todas as per-
guntas, nem oferece uma garantia milagrosa de apren-
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dizagem, mas é uma discussdo necessdria que podera
trazer muitos frutos em relagdo a quebra do paradigma
tradicional tdo arraigado nas nossas escolas e incentivar
o uso das TIC em nossas salas de aula.

Através da implementagdo pratica das atividades,
percebemos o ganho relacionado ao emprego das TIC
citado por Miskulin e Junior (2007): a criagdo de um
ambiente de aprendizagem colaborativa e conhecimento
compartilhado pela troca de experiéncias entre professor
e alunos. Compartilhar talvez seja o verbo mais usado
atualmente devido a diversas redes sociais das quais os
jovens participam, e podemos usa-lo a favor do trabalho
do professor.

Discutimos e defendemos o uso do GeoGebra, um
software de geometria dindmica, que possibilita a inves-
tigacdo matemadtica, através da nossa proposta. A in-
vestigacdo matematica é um meio em que o aluno pode
observar os objetos matematicos, levantar conjecturas,
testd-las e levantar hipéteses que sirvam de argumenta-
¢do definitiva para a construcdo do saber. Observamos
serem estes alguns dos pontos diferenciais do nosso tra-
balho e o que o torna inovador. O potencial do uso das
TIC é grande sendo limitado apenas pela nossa criativi-
dade.

Cabe ressaltar que uma versdo das atividades pro-
postas foram aplicadas com alunos de 3° ano do Ensino
Meédio. Comentamos algumas das etapas do nosso tra-
balho, as pesquisas prévias com os alunos, a sugestao
de um glossario implementado para diminuir as dificul-
dades originadas pela pouca habilidade com Geometria
do Ensino Fundamental, trés atividades propriamente
ditas, devidamente resolvidas e comentadas, oferecendo
ao professor que quiser implementé-las diversas dicas e
orientacoes e, por fim, os comentdrios em relagdo ao an-
damento das aulas em que ministramos a presente pro-
posta. A partir dos resultados obtidos, ja promissores,
as atividades foram reformuladas a fim de ultrapassar
as dificuldades que ocorreram, oferecendo ao professor
uma proposta de aulas diferenciadas testadas, recomen-
dadas e devidamente fundamentadas teoricamente. As
quatro atividades propostas sdo divididas em partes. O
software GeoGebra cumpre papéis distintos, seja como
foco principal da investigagdo matemadtica, seja como
ferramenta para verificar resultados.

Percebemos a partir da anédlise dos questiondrios e
dos relatérios ap6s as atividades, como o estudo de Ge-
ometria dos nossos alunos no Ensino Fundamental foi
apontado muitas vezes como falho e por isso cogitamos
ser este um motivo pelo qual os mesmos ndo conseguem
assimilar totalmente o ensino de Geometria Analitica
no Ensino Médio. Acreditamos que o presente trabalho
ajudou a alterar concepgdes erréneas em relacdo aos
fundamentos do estudo do circulo. Em geral, a avalia-
¢do dos alunos em relagdo as atividades propostas foi
bastante positiva. Descreveram-nas como inovadoras,
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dinamicas, interessantes, importantes, entre outros ad-
jetivos. Ressaltamos que os problemas ocorridos nas
primeiras turmas possibilitaram uma readequagédo para
a aplicagdo das atividades na turma de Informatica. Em-
bora ndo tenhamos feito um estudo estatistico profundo,
notamos o melhor desempenho nas notas bimestrais
desta turma em relagéo a todas as outras.

Para o professor que estiver em dtvida sobre a im-
plementacdo da nossa proposta, o incentivamos trans-
crevendo a opinido de um aluno sobre as atividades e
o GeoGebra: “As atividades me proporcionaram um
melhor entendimento da matéria de maneira mais dina-
mica e facil de compreender. Achei também um 6timo
método de introduzir o GeoGebra no dia-a-dia do aluno,
o auxiliando na matéria.”.
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