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Uma Introducao do Calculo Variacional no Ensino da Fisica

An Introduction to Variational Calculus in Physics Education

Magno Marcio Azevedo*' , Edson Luiz Kraemer ? e Tiago Bandeira Castro *

123 Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do Tocantins - Campus Palmas.Brasil

Resumo

O ensino das disciplinas da drea das Ciéncias Exatas sempre foi um problema na Educagdo Bdsica. Os contetidos
de Matemitica e Fisica sempre refletiram, individualmente, baixos indices de aprendizagem, muitas vezes com
resultados abaixo da média, principalmente no Ensino Médio. Isso interfere na escolha dos alunos egressos do
Ensino Médio pelos cursos voltados para as Ciéncias Exatas no Ensino Superior. Embora facam parte da mesma
drea, a aplicagdo dos conhecimentos advindos da Matemdtica no ensino de Fisica, ainda representa um problema
para estudantes e docentes. Assim, pesquisar e desenvolver novas ferramentas que visem melhorar o aprendizado
dos alunos e que tornem as aulas dessas disciplinas mais atrativas é um desafio. Este estudo propoe a utilizacdo do
programa computacional Maxima por possuir uma demonstragdo visual das teorias envolvendo os contetidos de
Matemitica e Fisica na 1a série do Ensino Médio, propiciando desta forma, melhorar os indices de aproveitamento
através de uma modalidade interdisciplinar. O emprego do programa neste estudo tende a tornar as aulas de
Matematica e Fisica mais atrativas, e, as salas de aulas tornam-se verdadeiros laboratorios onde, de maneira
interdisciplinar, professores e alunos possam visualizar a materializacdo da teoria envolvendo as duas disciplinas
como uma ferramenta eficaz na melhoria do ensino-aprendizado de Matemdtica e Fisica.

Palavras-chave: Matemitica. Fisica. Interdisciplinar

Abstract

The teaching subjects in the area of Exact Sciences has always been a problem in Basic Education. The contents
of Mathematics and Physics have always reflected individually, low levels of learning, often with below average
results, especially in high school. This influences the choice of graduating high school students for courses for
the Exact Sciences in Higher Education. Although part of the same area, the application of knowledge from
Mathematics to Physics teaching, still poses a problem for students and teachers. Thus, research and develop new
tools to improve student learning and to make lessons more attractive these disciplines is a challenge. This study
proposes the use of the computer program Maxima by having a visual demonstration of the theories involving
the contents of Mathematics and Physics in the 1st grade of high school, providing thus improve utilization rates
through an interdisciplinary mode. The use of the program in this study tends to make the lessons more attractive
Mathematics and Physics, and classrooms become real laboratories where, in an interdisciplinary way, teachers
and students can see the materialization of the theory involving the two disciplines as a effective tool in improving
the teaching and learning of Mathematics and Physics.
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1 Introducao

O ensino de Matemética e Fisica sempre foi um desafio
para os educadores e uma dificuldade para os estudan-
tes do Ensino Médio. As teorias educacionais em seus
vérios processos evolutivos demonstraram que a subjeti-
vidade entre a teoria e a pratica na sala de aula sempre
foram dificultadores do aprendizado.

A partir da vivéncia deste pesquisador como profes-
sor de Matemadtica e Fisica no Ensino Médio na rede
oficial do Estado do Tocantins, bem como considerando-
se o baixo interesse demonstrado pelos cursos da area
das Ciéncias Exatas, despertou o interesse em fazer com
que as aulas destas disciplinas consideradas criticas para
o desenvolvimento dos estudantes se tornassem mais
atrativas.

Correntes de pensamento defendem que a visualiza-
¢do é uma ferramenta que ajuda a diminuir as dificul-
dades encontradas durante as aulas no ensino médio,
assim, as explicagdes dos professores serdo muito mais
eficientes se utilizarem algumas ferramentas que permi-
tam visualizar, na pratica, os assuntos discutidos pelas
teorias; com isso, este estudo propde a aplicagdo de um
programa que permita a proje¢do visual de imagens
e gréficos que facilitem a compreensao do ensino de
Matematica e de Fisica, além de tornar as aulas mais
atraentes.

Em relacdo a organizac¢do do curriculo as Orienta-
¢des Curriculares para o Ensino Médio, pagina 90, “O
curriculo do ensino médio deve buscar a integracdo
dos conhecimentos, especialmente pelo trabalho inter-
disciplinar. Neste, fazem-se necessarios a cooperacao
e o compartilhamento de tarefas, atitudes ainda pouco
presentes nos trabalhos escolares.” Assim, propoe-se
a integracdo dos contetidos nas aulas de Matemaética e
Fisica na 1% série do Ensino Médio usando o software
Maxima como facilitador da apreendizagem, porém, a
sua aplicacdo pode ser direcionada para todos os niveis
de escolaridade como uma ferramenta que coloque a
tecnologia a servi¢o da melhoria do ensino aprendizado.

A execucdo do programa prevé que os contetdos de
Matematica e Fisica possam ser trabalhados em conjunto,
de forma a promover a interdisciplinaridade e contribuir
assim com a melhoria dos indices de aprendizado nas
disciplinas em questdo.

A proposta tem por finalidade relacionar as discipli-
nas de Matematica e Fisica de forma que o aluno possa
compreender de maneira significativa os contetidos, e as-
sim dar uma importancia maior as duas disciplinas, bem
como a aplicagdo da Matematica no estudo da Fisica, em
especial o estudo das fungdes, das taxas de variagdo e
da soma de Riemann.

Portanto, o objetivo geral desta proposta é promover
a interdisciplinaridade das disciplinas de Matematica

e Fisica no 1° ano do Ensino Médio com relacdo aos
contetdos de funcédo e cinematica escalar, movimentos
retilineo, e tem como objetivos especificos os seguintes:

e Propor a aplicagdo do programa Maxima durante
as aulas de Matematica e Fisica com o intuito de
facilitar a aprendizagem do aluno promovendo a
interdisciplinaridade;

e Mostrar ao aluno a aplicagdo dos contetidos de
Matematica na Fisica;

e Fazer um paralelo entre as fung¢des afim, quadra-
tica, exponencial e logaritmica com as fung¢ées ho-
rarias do movimento uniforme, do movimento uni-
formemente variado e do movimento variado;

e Inserir nas aulas de Matematica o conceito de ve-
locidade instantdnea e aceleracdo instantinea a
partir do conhecimento de taxa de variagéo;

e Abordar de forma interdisciplinar os conceitos de
funcdo Afim, fun¢ao Quadratica, fun¢do Logarit-
mica e fun¢do Exponencial;

e Mostrar ao aluno que a drea de uma figura pode
representar uma grandeza;

e Calcular as dreas de uma regido por conceito de
somatorio de dreas de formas conhecidas, soma de
Riemann.

Espera-se que a aplicacdo da atividade ocorra durante as
aulas de fung¢des no 1° ano do Ensino Médio, de forma
que o aluno veja simultaneamente o conceito matemadtico
e a aplicacdo em Fisica, sendo trabalhado na explicagdo
do contetido e ndo somente com exercicios contextua-
lizados, como aparece no livro didético adotado pelas
institui¢des de ensino, desta forma, quando da resolucao
de tais exercicios os alunos terdo um embasamento do
contetido, estimulando-os a uma aprendizagem sélida.

Como se espera que a atividade seja em conjunto
com a aplicacdo do contetdo, os pré-requisitos necessa-
rios para o desenvolvimento da proposta sdo os mesmos
de funcéo, e, além disso, o conhecimento de calculo de
dreas e taxa de variagéo.

Na aplicagdo usa-se o software Maxima com o in-
tuito da visualizagdo do comportamento das fungdes, do
calculo da taxa de variagdo e do célculo da érea limitada
pelas curvas, e, dos recursos utilizados normalmente
pelo professor na sua prética didética. A escolha do Ma-
xima foi por ser um software livre que oferece diversos
ambientes matematicos que poderdo ser explorados pos-
teriormente pelos alunos e professores do Ensino Médio,
bem como o desenvolvimento de novos programas que
facilitem o ensino-aprendizado.

Segundo os PCN+ Ensino Médio, pagina 31.
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A articulagdo interdisciplinar, promovida por
um aprendizado com contexto, ndo deve ser
vista como um produto suplementar a ser
oferecido eventualmente se der tempo, por-
que sem ela o conhecimento desenvolvido
pelo aluno estard fragmentado e serd inefi-
caz.

Dai espera-se que as atividades sejam ministradas na-
turalmente como uma aula, deixando os alunos sem a
expectativa de algo novo, sem ansiedade. No decorrer
da apresentacdo dos contetidos sobre fungdes, o pro-
fessor de Matematica pode inserir os conceitos novos
relacionando-os com os ja apresentados pelo professor
de Fisica nas suas aulas sobre o contetido de cinematica
escalar e fixar através das atividades de aplicagdo.

As dificuldades esperadas pela aplicacdo da proposta
estdo relacionadas com o trabalho em conjunto dos pro-
fessores e com a preparacdo dos contetidos de forma a
serem trabalhados simultaneamente, a preparagdo para
responder a diversas perguntas que ndo estardo ligadas
somente com o contetido de Matematica, pois, quando
um contetido de Fisica é apresentado nas aulas de Mate-
matica, espera-se que aparegam questionamentos sobre
a aplicacao da Matematica em outras disciplinas e/ou
outras dreas de conhecimentos. Os alunos poderdo, no
inicio, ter dificuldade por estarem trabalhando os con-
ceitos de ambas as disciplinas ao mesmo tempo e pelas
novidades das aulas.

2 FUNCAO AFIM

Segundo LIMA (2003, p.87), “Uma funcdo f : R =+ R
chama-se afim quando existem constantes 4,b € R tais
que f(x) = ax + b para todo x € R. Sendo a deno-
minada de taxa de variacdo da fungdo e b de termo
independente ou coeficiente linear.”

Por exemplo f(x) = —2x+3emquea = —2eb =3

Nos teoremas de caracterizagdo enuciados a seguir
sdo utilizados conceitos de injetividade, monotonicidade
e continuidade de fung¢des. Defini¢des precisas de tais
conceitos sdo encontradas em LIMA (2003).

A caracterizacdo é a maneira que pode definir se o
modelo matemaético a ser adotado em uma determinada
situagdo é a fungdo afim.

Seja f : R — R uma func¢do monétona injetiva (f é
crescente ou decrescente em seu dominio). Se o acrés-
cimo f(x +h) — f(x) = ¢(h) depende apenas de h, mas
ndo de X, entdo é uma fungdo afim.

Casos particulares da fungao afim:

Funcdo constante f : R — R é a fung¢do de lei de
formacdo dada por f(x) =b,comb € R.

Considerando 2 =0 e b = 7, obtemos: f(x) =7.

Uma fungdo f : R — R é dita linear se tem lei de
formacdo dada por f(x) =ax,comac Rea#0. A

funcdo linear definida por f(x) = x, com a = 1, é deno-

minada fungéo identidade. A fungédo linear é o modelo

matematico para os problemas de proporcionalidade.
Seja a funcdo afim, f(x) =ax+1b,:

e Sea > 0, entdo f é crescente

e Sea < 0, entdo f é decrescente

e Sea =0, entdo f é uma fungdo constante.

O crescimento e decrescimento da fungdo afim depende
do valor de a, denominado taxa de crescimento ou taxa
de varia¢do. Como a fung¢do afim é monétona injetiva ou
estritamente mondtona, f é crescente ou f é decrescente
em todo o seu dominio, sua imagem é Im(f) = R.

O gréfico da fungdo afim é uma reta inclinada. Para
demonstrar isto basta mostrar que trés pontos distintos
quaisquer, A(xq,a.x1 +b), B(x2,a.x3+b) e C(x3,a.x3+b)
desse gréfico sdo colineares.

No gréfico da fungdo afim o coeficiente linear, b,
é o ponto onde o gréfico intersecta o eixo 0Y e a no
grafico é denominado inclinagdo ou coeficiente angular
da reta em rela¢do ao eixo 0X, conforme a Figura 1,
como ilustragdo consideramos a fungdo f(x) = x + 2.

x+2

Figura 1: Fungdo afim, a>0

O grafico da fungdo constante f(x) = b é uma reta
paralela ao eixo 0X, ou seja horizontal. Para todo valor
de x tem-se que f(x) = b, comportamento ilustrado
geometricamente na Figura 2, para a fungdo f(x) = 2.
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[ R e R o R 2L

Figura 2: Fungédo constante, b>0

O gréfico da fungdo linear f(x) = ax é uma reta
inclinada que intersecta o eixo 0X e 0Y no mesmo ponto,
a origem do plano cartesiano. Como a fungéo linear é
uma fungdo impar, f(x) = —f(—x), seu gréafico é simé-
trico em relacdo a origem. Na Figura 3, representamos o
grafico da fungdo f(x) = 2x.

2*x

R N S SR~ S
.

o
.
3
L

05 0 05 1 15 2

Figura 3: Fungdo linear, a>0

Como um dos objetivos é compreender o compor-
tamento geral da funcdo afim, o programa abaixo tem
esta finalidade, permitindo ao estudante a indentificagdo
da influéncia dos coeficientes da fung¢do na construgdo
de seu gréfico, para isto basta substituir os valores dos
coeficientes a e b . O professor podera acompanhar estas
substituicdes de modo que os estudantes fagam as mu-
dancas convenientes, a2 > 0,24 < 0,a=0,b>0,b <0
e b =0, e também pedir para aumentar em moédulo os
valores dos coeficientes, depois fixar com os mesmos os
resultados obtidos, conforme a Figura 4.

4 wobdaima 12010 [ Furgho S’ [ESSEER==)
[Arquive Edter Cob Muima Equate Algebra Ciloule Sirphice Grifics Muminics ks
EMox L0090 L2

1] a:28

dx-b/a5
wxplotld (aswts, (%, -5, 51, [¢,B-5, 84511 ¢
ploc2d: soma values were elipped.

B

a3

Moo M e @

%04

|Bem-vinvdc 1e wibdusms Frarta pan enada o i

Figura 4: Comportamento da fungao Afim

2.1 Taxa de variagao

Segundo FLEMMING (2006), o acréscimo ou incremento
da varidvel independente X, denotado por Ax, quando x
varia de xq a x, é a diferenca:

Ax = xp — xq

Considera-se ao longo deste trabalho que o incre-
mento da varidvel independente é diferente de zero. A
variacdo de x origina uma correspondente variacdo dey,
denotada Ay, dada por:

Ay = f(x2) = f(x1) = f(Ax + x1) — f(x1)

A razdo entre o acréscimo de y e o acréscimo de x é
é denominada taxa de variacdo ou taxa incremental em
relagdo a varidvel x e serd denotado por T(x),isto €,

T(x) _ %Z :f(Ax'i_xAl))c_f(xl)

Dada a func¢do afim f : R — R definida por f(x) =
ax + b, pode-se definir sua taxa de variagdo:

f(Ax +x1) — f(x1)
Ax
T(x) = (a.(Ax—i—xl)—Z)lz)—(a.xl—kb):a

Mostrando que a taxa de variagdo de uma fungdo
afim é a inclinacdo ou coeficiente angular de seu graéfico,
ou ainda uma fung¢éo constante.

2.2 Soma de Riemann

Desde a antiguidade os matemadticos preocuparam-se
em resolver problemas de cdlculo de areas de regides
planas. A técnica utilizada era o método da exaustdo,
que consiste em aproximar a regido por meio de outras,
cuja drea é conhecida. Dai, pode-se encontrar a drea
aproximada de qualquer forma geométrica plana a partir
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do conhecimento dos calculos de dreas da geometria
plana. Areas das regides, como o da Figura 5 pode ser
calculada com esta técnica:

300

L2 ——
250 dscrete? —— |

Figura 5: Célculo de é4rea

Denotando a area por A, mostra-se que:

n—o0

n
A = lim Z f(ck)Axk , onde X1 < ¢ < Xk+1 (1)
k

Esse limite acima, significa que para n suficiente-
mente grande, o valor da area A é aproximadamentre
igual a este limite. A soma (1) é denotada por soma
Riemann.

Obs: Quando consideramos os retangulos acima do
grafico de f (como feito na Figura 5), ¢, = x;,1. Esta
técnica serd utilizada na resolugdo das atividades.

2.3 Movimento Uniforme

A aplicacdo da fung¢do afim na cinemadtica escalar, tem a
finalidade de relaciond-la com o movimento uniforme,
MU, em que a velocidade é constante e a aceleragdo
é nula. Neste momento o objetivo ndo é o de substi-
tuir o professor da disciplina de fisica e sim contribuir
para o aprendizado do aluno, fazendo um trabalho in-
terdisciplinar. Os conceitos e defini¢des do movimento
uniforme continuam de responsabilidade do professor
de fisica, ao professor de matematica basta o conheci-
mento dos conceitos e defini¢des bésicas para a aplicagao
das atividades.

Os conceitos fundamentais, relacionados com o mo-
vimento de uma particula entre os instantes t; e tp com
as posicdes escalar s(t1) e s(t), para o desenvolvimento
da atividade séo:

O intervalo de tempo é a diferenca entre os instantes
t1 e tp, com ty > t.

Intervalo de tempo, At.

At =1t —H

O Espago percorrido As pode ser dado pela diferenga
entre a posi¢do final, s(t,), e a posicdo inicial, s(t;), ja
que trabalha-se com movimento retilineo.

Espaco percorrido, As.
As = s(tp) —s(fy)
A variacdo da velocidade é a diferenca entre a veloci-
dade final, v(t;), e a velocidade inicial, v(t;).
Variagdo da velocidade, Av.
Av =o(ty) —v(t)

A velocidade escalar média é a variagdo de espago
ou o deslocamento escalar que ocorre, em média, na
unidade de tempo. E a razdo entre o espaco percorrido
As e o intervalo de tempo At.

Velocidade escalar média, V.

_As
Y]

A aceleragao escalar média é a variagdo da velocidade
escalar que ocorre, em média, na unidade de tempo. Ea
razdo entre a varia¢do da velocidade Av e o intervalo de
tempo At.

Vin

Aceleragao escalar média, ay,.

_Av
Uy =~
Para fazer uma comparagdo com a fung¢do afim analisa-
se as fungdes horérias do movimento uniforme:

1. Fungdo horéria dos espacos, s : [0, +o0) — R dada
por s(t) = sg + vt, que é uma restricdo da funcéo
afim ao intervalo [0, + o), coma =v e b = s.

2. Fungéo horéria das velocidades, v : [0, + c0) — R
dada por v(t) = C, sendo C € R, que é uma
restri¢do da fungdo constante ao intervalo [0, + o),
com b = C.

3. Funcdo horéria das aceleragdes, o : [0, + o) — R
dada por a(t) = 0, que é uma restri¢do da funcao
constante ao intervalo [0, + o), com b = 0.

Utilizando a taxa de variagdo pode-se observar que a
velocidade instantanea do movimento uniforme é cons-
tante:

s(At+t) —s(t)

t =
o(t) At
(At+1)) — .t
U(t) — (SO+U( + )) (SO+U ) =
At
sg +v.At +v.t —sg—v.t
t) =
o(t) A7 =
v.At

At
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o(t) = v

Da mesma forma, com a taxa de variagdo, mostra-se
que a aceleracdo instantanea do movimento uniforme é
nula:

v(At+t) —o(t) N

alt) = At
w) = TS
“) = =
a(t) = 0

A partir dos graficos das func¢des horérias do movi-
mento uniforme pode-se fazer um paralelo com os da
fungdo afim e aplicar os calculos de dreas, uma vez que
a drea da regido entre as curvas podem representar tanto
0 espago percorrido quanto a variagdo da velocidade.

1. Fungao hordria dos espacos,s(t), Figura 6.

espaga(m)

termpo(s)

Figura 6: Funcgdo horéria dos espacos, v>0

2. Funcéo horéria das velocidades, v(t), Figura 7.

3.5

25

1.5

velocidade(m/s)
~N

05

tempaol(s)

Figura 7: Fungdo horéria das velocidades, v>0

Como a superficie entre as curvas v(t), t =t e tp
e o eixo 0t é um retangulo, Figura 8, tem-se:

n
As =Y o(ck) Aty = Vi At
k=1

discrete ——

Figura 8: Area pela soma de Riemann, fungdo horaria
das velocidades MU

3. Funcdo hordria das aceleragdes, «(t), Figura 9.

aceleracac(m/s"2)
o

tempo(s)

Figura 9: Fungdo horéria das acelera¢des

2.4 Atividades de Aplicacao

ATIVIDADE 1
Sendo v(t) =5, v: [0, + o) — R, a fungdo horaria
das velocidades de uma particula, determine o espaco
percorrido entre os instantes t = 2s e t = 7s.
Resolugdo: Note que,

At =7—2=>5s.

Logo,

As =V, At =55 =25m

A resolugdo da atividade com o auxilio do programa
do Maxima, é simples. Basta atribuir os valores de v,
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t1 e tp, no script, e variar o valor n que representa o
ndmero de subintervalos da parti¢do. As Figuras 10,
11 e 12 ilustram o que ocorre quando o nimero de
subintervalos do intervalo original é aumentado para
n =10, n = 50 e n = 100, respectivamente. Nota-se o
progressivo preenchimento da drea sob a reta v(t) =5,
a medida que o valor de n aumenta, mostrando que tal
aumento reflete na melhor aproximagédo do valor da area
da regido hachurada, valor este que representa o espago
percorrido entre os instantes t = 2s e t = 7s.
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Figura 10: Resolucdo da atividade 2, n=10
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Figura 11: Resolucdo da atividade 2, n=50
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Figura 12: Resolucdo da atividade 2, n=100

3 FUNCAO QUADRATICA

“Uma fungdo f : R — R chama-se quadratica quando
existem numeros reais a4, b e ¢, com a # 0, tais que
f(x) = ax? + bx + ¢, para todo x € R.” Conforme LIMA
(2003, p.114). As seguintes func¢des sao exemplos de
fung¢des quadraticas.

1. f(x) =2x*> —3x+4sendoa=2,b=-3ec=4
2. f(x) =x®>+3sendoa=1,b=0ec=3

3. f(x) = —x?>+5xsendoa=—1,b=5ec=0
4. f(x) = —6x%sendoa = —6,b=0ec=0

A caracteriza¢do é a maneira que pode definir se 0 mo-
delo matemadtico a ser adotado em uma determinada
situagdo é a funcdo quadratica.

( Caracterizacdo das Fung¢des Quadraticas ) A fim
de que a fungdo continua f : R — R seja quadratica é
necessdrio e suficiente que toda progressao aritmética
ndo-constante xq, X, - -+, Xy, - - - seja transformada por
f numa progressdo de segunda ordem nao-degenerada
yi=f(x1),y2=f(x2), -, yn = f(xa), -+

O grafico da fungdo quadratica é uma pardbola. A
abertura da pardbola é chamada de concavidade, ela
pode estar voltada para cima ou para baixo. A Figura 13
ilustra um caso em que a > 0. Mostra-se que o coefi-
ciente a da funcdo quadratica além de dizer que a con-
cavidade é voltada para cima ou para baixo, ele ainda
fornece informacao a respeito da abertura da parédbola.

O coeficiente ¢ é o valor da ordenada do ponto que
a parébola intersecta o eixo Oy, (0,c). J4 o coeficiente b
em conjunto com o a ird determinar a posic¢do do eixo
de simetria da parabola, reta que divide a pardbola em
duas partes simétricas.

4 \.‘ 7

3 | i #

" \ J

\ /

" |
e \"\ ’j
a0 ¥ s
s )

-2 \_

4 :

-4 3 2 -1 ] 1 2 3 4

Figura 13: Fungdo quadratica, a>0

Chamam-se raizes da func¢do quadrética definida
por f(x) = ax? + bx + ¢ , 0s nimeros reais x tais que



Ciéncia e Natura, v. 37 Ed. Especial PROFMAT, 2015, p.214-233 221

f(x) =0.

A férmula de resolugdo de equagdo do 2° grau é:
ax* +bx+c=0=
a(x2+éx+£) =0=
a  a
b
x4 -x+ Co0=
a a

b c b2

— 2 —_—— — =
(x+2a) +u e 0=
b, b*>—4ac
(x+5) Y
- —bTVb2 — 4dac
o 24

Determinar as raizes da fun¢do quadratica, f : R —
R, definida por f(x) = x* — 4x + 3.

—b b2 — 4dac

2a
(4" /(—4)?—413
= 21
474
x fr—
2
42
X = —
2
x = 3oux=1

A quantidade de raizes reais de uma funcdo qua-
drética depende do valor do discriminante A, sendo
A = b? — 4ac.

1. Quando A é positivo, hd duas raizes reais e distin-
tas.

2. Quando A é nulo, hd duas raizes reais e iguais.
3. Quando A é negativo, ndo hd raiz real .

Obs.: Denotando a soma e o produto das raizes de uma
fungdo quadratica por S e P, mostra-se que:

b c
S=x1+xp=——eP =x1.xp = —.
a a

O vértice da pardbola é o ponto de interseccdo da
parédbola com o eixo de simetria, e é dada pela férmula
abaixo:

b A b A

= (—5,— 5), sendo x, = 5 tYo =

O conjunto imagem da funcdo definida por f(x) =
ax? 4+ bx +c, com a # 0, é o conjunto de valores que y
pode assumir. Ha duas possibilidades:

1. a>0, Im(f) = [yo, + )

2.4 <0, Im(f) = (—o0,ys]

A anélise do comportamento de uma funcdo quadrética
pode ser feito em um o programa do Maxima, substi-
tuindo os valores de a, b e ¢, e observando a interferéncia
dos coeficientes no esbogo do gréfico, Figura 14:

secturima 12000 | funie Quadntcamn | [N
Amuhe Ednw Cel Madms Equagles Sgebra Ckuo Simpilicr Grifico Mumérice Aty

EMSHADOR e >0 &

WhEAHD

Bronts pucs antrads do sauiri

Figura 14: Comportamento da fun¢do Quadratica

Como definido na segdo 2, a taxa de variacao € a
razdo entre o acréscimo de y e o acréscimo de x, T(x) =
A . _ L ~
A—Z, dai pode-se definir a taxa de variagdo da fungdo

quadratica, observando que é uma fungao afim:

f(Ax+x) - f(x)

T(x) = A
_a(Ax)? +2axA + bAx

Tk = Ax

T(x) = 2ax+bx+alx

Os célculos de adreas podem ser feitos a partir dos
conceitos da geometria plana ou através da aproximagao
usando a soma de Riemann, S, quando nao for possi-
vel usar os conceitos da geometria plana. A soma de
Riemann serd dada pela Observagdo dada na pégina 5.

3.1 Movimento Uniformemente Variado

No Movimento Uniformemente Variado, MUYV, aplica-se
tanto a fun¢do quadrética quanto a fungdo afim, neste
tipo de movimento a aceleragdo é constante e a veloci-
dade varia com o decorrer do tempo.

Com o objetivo de comparar as fungdes, afim e qua-
dratica, com as fun¢des hordrias no Movimento Unifor-
memente Variado, define-se:

1. Fungdo horéria dos espagos, s : [0, + o) — R defi-
nida por s(t) = so + vot + §12, que é uma restricao
da funcdo quadrética ao intervalo [0, + o), sendo
sp 0 espaco inicial, vy a velocidade inicial da parti-
cula e & a aceleragdo escalar. Comparando com a
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funcao quadratica f : R — R, f(x) = ax? +bx +c,
temos: a = 5, b =1 e ¢ = sp.

2. Fungdo horaria das velocidades, v : [0, + o) — R
definida por v(t) = vy + at, que é uma restri¢do
da fungdo afim f : R — R dada por f(x) =ax+b,
ao intervalo [0, + c0). Sendo a = a e b = vy.

3. Fungdo horaria das aceleragdes, o : [0, + c0) — R
dada por a(t) = C,com C € R, que é uma restri¢ao
da funcdo constante ao intervalo [0, + o0).

Com a taxa de variagdo e a definicdo de velocidade
média define-se velocidade instantanea:

o(t) = s(At +Ati —s(t)

At.(at+ g+ L.AL)
olt) = A

o(t) =

.t + vy + %.At

Obs.: Para encontrar um valor préximo do real basta
fazer At tender a zero pela direita.

Pode-se também mostrar que a aceleracdo instanta-
nea é constante, a partir do conhecimento de taxa de
variagdo e aceleragdo média.

v(At+1t) —o(t)

at) = At
(A — .
a(t) = (vo + a.(At +t)) — (vo + a.t)
At
vo + a. At + .t — vy — .t
t pr—
a(t) At
n At
H = ——
a(t) A7
alt) = «a

Com o esboco é possivel analisar os graficos das fun-
¢des horérias do movimento uniformemente variado e
relaciond-los com os gréficos da fungdo afim e quadra-
tica.

1. Fungéo horaria dos espacos,s(t), Figura 15.

espaga(m)

tempo(s)

Figura 15: Fungdo horéaria dos espacos, « > 0

2. Funcédo hordria das velocidades, v(t), Figura 16.

velocidade({m)
A

tempo(s)

Figura 16: Fungdo horéria das velocidades, & > 0

Como a superficie entre as curvas v(t), t = h
et = t) e 0 eixo Ot é um trapézio, conforme a
Figura 17, tem-se:

L t t)].At
As =) v(cp)Aty = [o(t) +0(t2)]
k=1 2
o t542 ——
o5 | :iscrete?_ S =4

=

20 | g «.l' g

Figura 17: Area pela soma de Riemann, funcio horaria
das velocidades MUV
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3. Fungdo hordria das aceleragoes, a(t), Figura 18.

aceleragdo(ms*2)

tempo(s)

Figura 18: Funcdo horéria das aceleragoes, « > 0

Como a superficie entre as curvas «a(t), t = t; e
t =t e o eixo 0t é um retangulo Figura 19, tem-se:

n
Av =Y a(cx) Aty = ay.At
k=1

Figura 19: Area pela soma de Riemann, funcio horaria
das aceleragoes MUV

3.2 Atividades de Aplicacao

ATIVIDADE 1

Dada a funcdo horéria dos epagos s(t) = 2 + 3t + 4t2,
s:[0,+ 00) — R, determinar a velocidade e a aceleragdo
no instante t = 3s, no SIL.

Resolugao
Considerando At = 0,01s e encontra uma aproximagao
para v(3) e depois comparar com o valor real.

s(0,01+3) —s(3)

0,01
_s(3,01) —s(3)
°(3) 0,01
472704 — 47

0,01

0,2704
°G) = o1
v(3) = 27,04m/s

Pode-se resolver com a fungéo velocidade instantanea,
v(t) = a.t + 09 + 5.At.

a.t+ vy + %.A =

v(3) = 8342+ g.0,0l =
v(3) = 24+2+0,04=
v(3) = 27,04m/s

Pelo calculo diferencial e integral a resposta exata é
v(3) =27m/s.

A resolugdo da atividade com o auxilio do programa
do Maxima é feita com a atribuicdo dos valores de a = «,
vy, So, t, no script, e variando o valor do intervalo de
tempo At = d, aproximando-o de zero pela direita, valo-
res positivos. Esta aproximacao indica que a velocidade
calculada estd cada vez mais proxima da velocidade
no instante f = 3s. As Figuras 20, 21 e 22 ilustram o
que ocorre quando o intervalo de tempo At = d é apro-
ximado para At = 0.01s, At = 0.001s e At = 0.0001s,
respectivamente. Nota-se a progressiva aproximacao a
um numero, a medida que At = d aproxima de zero,
ndmero este que representa a velocidade instantanea,
v(3).

# webasires 12010 [ Vekodedk irtantires, MUV o |
| ormawe s Cel Miwma Gegtes Algetes Caloula Semplfic:

Ly ADD| %@ >0 L

wi{0n_Dov_0 [det) o [AFF1 (der) “2) - [s_0sw_D¥T+(a/2) e 2))/ds ‘
(VeE) 27.03999959999951

{Bem-vine o vabdarima Prorie para entrica o usaitis

Figura 20: Resolugdo da atividade 1, d = At = 0,01
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% wabteima 31010 [ Valecelads mtantines, MUV’ | (=

Cikuh SrgMir Gedfioa Mumdnco St

| >0 | x

wi v 07 [det]+ 1a/2) = (de) “2) - [3_04v_Dot+(alt) 7221 | ds
{scig} 27.00399939998803

Bem-vinde a2 vabaima Prent pars ntrada éo inuiric

Figura 21: Resolugdo da atividade 1, d = At = 0,001

% wabteima 31010 [ Valecelads mtantines, MUV’ | (=
A Mirima Equeg ik SmaMis G Mimeico Shids

| >0 | &

i m_v_ 07 [det)+ 1a/2) = (dE) “2) - [3_04v_Dot+alt) w221 | Fds
{8e24} 27.00040000007675

Bem-vinde a2 vabaima Prent pars ntrada éo inuiric

Figura 22: Resolucdo da atividade 1, d = At = 0,0001

A aceleracio instantanea é a(3) = 8m /s>
ATIVIDADE 2
Dada a fungdo horéria das velocidades v : [0, + c0) —
R definida por v(t) = 3 + 5t,no SI, determine:
a) a aceleracdo no instante t = 2s.
b) o espaco percorrido entre os instantes t = 2s e t = 5s.
Resolucédo
a) Como a aceleragdo instantanea é constante, a(2) =
5m /s
b)

At = 5-2=23s
v(2) =3+52 3+11=13m/s
v(5) =3+455 = 3+25=28m/s

[0(t1) +v(ta)].At N

A =

° 2
As — (13 +2 28).3 N
As = 61,5m

A resolucdo da atividade com o auxilio do programa
do Maxima é feita da mesma forma. Basta atribuir os

valores de vy, ac = a, t; e tp, no script, e variar o valor n
que representa o nimero de subintervalos da particdo.
As Figuras 23, 24 e 25 ilustram o que ocorre quando o
ntmero de subintervalos do intervalo original é aumen-
tado para n = 10, n = 100 e n = 1000, respectivamente.
Nota-se o progressivo preenchimento da drea sob a reta
v(t) = 3 + 5t, a medida que o valor de n aumenta, mos-
trando que tal aumento reflete na melhor aproximacao
do valor da drea da regido hachurada, valor este que
representa o espago percorrido entre os instantes f = 2s
et =>bs.

Equastm Mg Cikuk Smokicr Gt Nmines Auds

D0 || @ o |

Figura 23: Resolugdo da atividade 2, letra b, n=10

Amuvn B Cel Misma Equicter Mpsn CHCUD Smplmor Gnfico Mumeico Suds
L BT ar 4 e [ - Tl e
P :
[CEe
t*k)j)=dz; ke 1, nl numes)

511, {discrate,
creats_list H o, ativdt, 0, a+inde
rd® fat i+l odti+c] o1, O mille

(%223} 61.723
o 18 ——
25 dscra
20
10 "
L
]
2 25 a a5 4 45 &
24}

Figura 24: Resolucdo da atividade 2, letra b, n=100
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Figura 25: Resolucdo da atividade 2, letra b, n=1000

4 FUNCAO EXPONENCIAL

Segundo LIMA (2003, p.178), “seja a um ntmero real
positivo, que suporemos sempre diferente de 1. A fungao
exponencial de base a, f : R — RT, indicada pela
notagdo f(x) = a*, deve ser definida de modo a ter as
seguintes propriedades, para quaisquer x,y € R:”

1. a*.a¥ = a*ty
2.4 =a

3. x <y=a*<a¥quandoa >1
x<y=ay<a*quando0 <a <1

Por exemplo, temos:

2
flx) = (%)x, sendo a = %

A caracteriza¢do é a maneira que pode definir se o mo-
delo matematico a ser adotado em uma determinada
situagdo ¢ a funcdo exponencial.

( Caracterizagdo da Funcdo Exponencial ) Seja f :
R — R™ uma funcdo monoétona injetiva(isto &, crescente
ou decrescente). As seguintes afirmacdes sdo equivalen-
tes:

1. f(nx) = f(x)" para todon € Z e todo x € R;
2. f(x) =a* paratodo x € R, onde a = f(1);

3. f(x+y) = f(x).f(y) para quaisquer x,y € R

O grafico da funcdo exponencial é uma curva que
estd acima do eixo Ox, pois a* > 0 para todo x € R. A
imagem da funcdo exponencial é Im(f) = R" e corta o
eixo Oy no ponto (0,1), pois a’ = 1. Na Figura 26, temos
a representagdo do grafico da funcado f(x) = 2*.

(SR IS

2Mx

Figura 26: Fungdo exponencial, a>1

A fungdo exponencial é monétona injetiva, como
definido na fungdo afim, assim:

1. Se a > 1, a funcéo é crescente;
2. Se 0 < a < 1, a fungdo é decrescente.

O comportamento do gréfico de uma fungao exponen-
cial e suas variagdes podem ser analisados em um pro-
grama do Maxima, substituindo os valores da base a,
lembrando que a é um ntimero real positivo diferente
de 1, x € Rt — {1}, Figura 27:

% warirna 1200 | Furgio Exponercalwar’ | o i il

|mmw HEs Ol Mwoms Euagdes MNgebn Cacuo Smpificr Grileo Numéne  Muds |

DS 0D e o 2 |

Fivit wizs |
wiplotzd (b x, (x5, 51, [y, =1,1001) ¢

plot?d: some values were olippad.

10

2
R

B vinds s mebmina Proetle para mbrada do usaltic:

Figura 27: Comportamento da funcdo Exponencial,

flx) =27

Como definido ns sec¢do 2, a taxa de variacdo é a
razao entre o acréscimo de y e o acréscimo de x, T(x) =
%, dai pode-se definir a taxa de variagdo da fungdo
exponencial:

- fee )
Ty - S
T(x) = “AJC'”A#:,
T(x) = aX.(”AxA;l)
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Os célculos de dreas podem ser feitos a partir dos
conceitos da geometria plana ou através da aproximacdo
usando a soma de Riemann, S, quando nédo for possi-
vel usar os conceitos da geometria plana. A soma de
Riemann serd dada pela Observac¢do dada na pagina 5.

4.1 Movimento Variado

No Movimento Uniforme a velocidade escalar é cons-
tante e a aceleracdo escalar é nula , no Movimento Uni-
formemente Variado a velocidade escalar varia e a ace-
leragdo escalar é constante, ja no Movimento Variado a
velocidade escalar e a aceleragdo escalar ndo sdo cons-
tantes (varia no decorrer do tempo). No Movimento
Variado aplica-se o conhecimento das fungdes exponen-
ciais, f : R — R dada por f(x) = a* sendoa > 0 e
a#1.

Mostra-se as fung¢des horarias no Movimento Vari-
ado como sendo uma restri¢do da fun¢do exponencial
ao intervalo [0, 4 c0).

1. Funcdo horéria dos espagos, s : [0, + ) — R
definida por s(t) = a’ coma >0ea # 1.

2. Funcdo horéria das velocidades, v : [0, + ) — R
definida por v(t) = a', coma > 0ea # 1.

3. Fungdo horéria das aceleragdes, a : [0, + o0) — R
dada por a(t) = a',coma >0ea # 1.

A velocidade instantanea é representada pela taxa de
variacao abaixo:

s(At+t) —s(t)

t =
o(t) At
At+t t
a —a
ty = ——
o(t) AT
At
a~t —1
) = a.
ot) = a' ()

Obs.: substituindo At por valores cada vez mais proxi-
mos de zero pela direita, valores positivos, encontra-se
uma boa aproximacado para a velocidade instantanea.

A aceleracao instantanea é representada pela taxa de
variagdo abaixo:

v(At+t) —o(t)

a(t) = At
abtH _ gt

At
_ o1
w) = a (T

Obs.: substituindo At por valores cada vez mais pro-
ximos de zero pela direita, valores positivos, encontra-se
um boa aproximacdo para a aceleracdo instantanea.

Os estudantes neste momentos devem observar os
graficos das funcoes horarias, relacionando-os com os
graficos da fun¢do exponencial, identificando a seme-
lhanca.

1. Fungdo hordria dos espacos, s(t), Figura 28.

9
8
7
—~ B
% 5
g 4
& 3 -
2 .
7l
0
0 05 1 15 2 25 a
tempols)

Figura 28: s(t) = af, a>1

2. Fungéo horéria das velocidades, v(t), Figura 29.

velocidade(m/s)
O = b W 0~ 0 D

o

05 1 1.5 2 25 3
tempol(s)

Figura 29: v(t) = a, a>1

A érea da superficie entre as curvas v(t), t =t e
t = t; e o eixo 0t é o espaco percorrido por uma
particula entre os instantes t = t; e tp, conforme
Figura 30 tem-se:

n
As =) v(ck)Dty
k=1
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t, 24t
35 | dscrete?2 —— 1
30 [

Figura 30: Area pela soma de Riemann, v(t) = a*

3. Funcdo hordria das aceleragdes, «(t), Figura 31.

aceleracac(m/s"2)
O = b W 0~ 0 D

tempo(s)

Figura 31: a(t) = a!, a>1

A drea da superficie entre as curvas v(t), t = 1
et =ty e o eixo 0t é a variagdo da velocidade
escalar de uma particula entre os instantes t = t;
e tp, conforme Figura 32, tem-se:

n

Av =Y a(cp) Aty
k=1

250

t, %ent
dscrete? ——
200 1

150 1
100

50

Figura 32: Area pela soma de Riemann, a(t) = at

4.2 Atividades de Aplicacdo

ATIVIDADE 1
Dada a fungdo horaria das velocidades v : [0, + c0) —
R definida por v(t) = 2! ,no SI, determine:
a) a aceleracgdo no instante = 3s.
b) o espaco percorrido entre os instantes t = 25 e t = 5s.
Resolucédo
a) Escolhendo-se At = 0,01s, obtemos:

(0,01 +3) — 0(3)

«(3) = 0,01
23,01_23
“B) = 5o
0,0556444
«(3) = —go
x(3) = 55644m/s>

Pelo célculo diferencial e integral a resposta exata é
®(3) = 8In2m/s?

Novamente, resolvendo no Maxima. As Figuras 33,
34 e 35 ilustram o que ocorre quando o intervalo de
tempo At = d é aproximado para At = 0.1s, At = 0.01s
e At = 0.001s, respectivamente. Nota-se a progressiva
aproximagdo a um nimero, a medida que At = d apro-
xima de zero, nimero este que representa a aceleragao
instantanea, «(3).

) —— |

Prent pars srtrads do inuina

Figura 33: Resolugdo da atividade 1, letra a, d = At =
0,1.
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5 weabdasina 1210 [ Acalrmgls aarideven, MY amprrerialart' | ="
Arquive Edfar Cel Madra  Equagher Agsha Cékook Svphlicr - Grifics  Huménca  Gude

|gi@l>o | &

Wz [B° (aHE) -B ) fdy
1%08) §5.564440045374752

Bem-iindo 20 voadms. __ Pronin pors enarc d usadre

Figura 34: Resolugdo da atividade 1, letra a, d = At =
0,01.

5 webaxima 121010 [ Acalerghs imtertines, Wi asparencalan® | [
Amquve Edfar Cel Muima Equaghe Algshn Cikoke Smpllicr  Grifico  Wuménos  Sude

EMaSriEaDolinié o | &

d:0.0015
w2 [B° {E+E) -B ) fdy
(9ai2y §5.547099700642377

[Bem=dndn 50 webdmime

Prents pora erérids 00 usaiits |

Figura 35: Resolugdo da atividade 1, letra a, d = At =
0,001.

b) Escolhendo-se n = 10, como At =5—2 = 3s e
pela defini¢do Aty = % = 1% =0,3s.
Assim:
ty = 2s,tp = 2,3s, t3 = 2,65, t4y = 2,95, t5 = 3,25, tg =
3,55, t7 = 3,8s,tg = 4,15, tg = 4,4s, t1g = 4,75 e t11 = 5s
como ¢y = 41, tem-se:
g = 23s,¢cp = 2,65, cg = 29s, cy = 3,25, c5 = 3,55,
ce = 3,85, c; =4,1s, cg =4,4s, c9g = 4,75, t1g = 5s

10
As =Y v(cy) Aty = As = 44,74091726 m
k=1

Pelo céalculo diferencial e integral a resposta exata é

A resolugdo da atividade com o auxilio do programa
do Maxima é feita da mesma forma. Basta atribuir os
valores da base b (ba no script do Maxima) e os instantes
t1 e ty, no script, e variar o valor n que representa o
ndmero de subintervalos da particdo. As Figuras 36,
37 e 38 ilustram o que ocorre quando o numero de
subintervalos do intervalo original é aumentado para
n =10, n = 100 e n = 1000, respectivamente. Nota-se o
progressivo preenchimento da drea sob a curva v(t) = 2/,

a medida que o valor de n aumenta, mostrando que tal
aumento reflete na melhor aproximacao do valor da area
da regido hachurada, valor este que representa o espago
percorrido entre os instantes t = 2s e t = 5s.

Sequvn Edtn Col Musma Eousghes Algekn Cieuo Srolficer Grdfien Numisien  Sjuds
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Figura 36: Resolucdo da atividade 1, letra b, n=10.
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Figura 37: Resolugdo da atividade 1, letra b, n=100.
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Figura 38: Resolugdo da atividade 1, letra b, n=1000.

5 FUNCAO LOGARITMICA

“Dado um ntamero real a (com 0 < a # 1), chama-
se funcdo logaritmica de base a a fungdo f de R em
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R dada pela lei f(x) = log,x. Essa fungdo associa
cada ntimero real positivo a seu logaritmo na base a.”
Conforme IEZZI (2010, p.164). As seguintes fun¢des sdo
exemplos de fungdes logaritmicas:

1. f(x) =log, x

2. f(x) = log(%) x

A caracterizacdo é a maneira que pode definir se o mo-
delo matematico a ser adotado em uma determinada
situagdo é a fungdo logaritmica.

( Caracterizacdo das Fungdes Logaritimicas ) Seja
f : R — R uma fun¢do monoétona injetiva (isto &,
crescente ou decrescente) tal que f(xy) = f(x) + f(y)
para quaisquer x,y € R*. Entdo existe a > 0 tal que
f(x) = log, x para todo x € R™.

O grafico da funcdo logaritmica é uma curva que
estd a direita do eixo Oy, pois x € R". Na Figura 39,
encontra-se o gréfico da fungdo f(x) = log, x.

log(xYlag(2)
AP Ao =W
!

Figura 39: Fungdo logaritmica, a>1

A imagem da fungdo logaritmica é Im(f) = R e
corta o eixo 0x no ponto (1,0), pois log, 1 = 0. A fungao
logaritmica é monétona injetiva, assim:

1. Se a > 1, a fungédo é crescente;

2. Se 0 < a < 1, a fungdo é decrescente.

O comportamento do grafico de uma funcédo logarit-
mica e suas variagdes podem ser analisados em um
programa do Maxima, substituindo os valores da base
a, lembrando que a é um ntimero real positivo diferente
de 1, x € RT — {1}. A Figura 40, representa o gréfico
da funcdo f(x) = log% X.

wablaxima 12011 | Fargio Logarescaam | =]
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Figura 40: Comportamento da fun¢do Logaritmica

Como definida na sec¢édo 2, a taxa de variacdo é a
razdo entre o acréscimo de y e o acréscimo de x, T(x) =
%, dai pode-se definir a taxa de variagdo da fungdo
exponencial:

f(Bx+x) = f(x)

T(x) = Ax =
I A —1

Os célculos de dreas podem ser feitos a partir dos
conceitos da geometria plana ou através da aproximagao
usando a soma de Riemann, S, quando ndo for possi-
vel usar os conceitos da geometria plana. A soma de
Riemann serd dada pela Observagdo na pagina 5.

5.1 Movimento Variado

No Movimento Variado a velocidade escalar e a ace-
leragdo escalar ndo sdo constantes (varia no decorrer
do tempo). No Movimento Variado aplica-se as res-
tricdes das funcdes logaritmicas ao intervalo (1, + o),
f : R" — R dada por f(x) = log,x sendo a > 0 e
a# 1.

Mostram-se as fung¢des horédrias no Movimento Vari-
ado como sendo uma restrigdo da fungao logaritmica ao
intervalo (1, 4 o).

1. Funcdo hordria dos espagos, s : (1, + ) — R
definida por s(t) = log,x coma > 0ea # 1.

2. Fungdo horéria das velocidades, v : (1, + o) — R
definida por v(t) = log,x, coma > 0ea # 1.

3. Funcao hordria das aceleragdes, « : (1, 4+ 00) — R
dada por a(t) =log, x,coma > 0ea # 1.

A velocidade instantanea é definida como sendo a taxa
de variacédo abaixo:

o(t) = s(At‘—i—Aif?f—S(i,‘):>
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log, (At +t) —log, t
o(t) = %8l At) 8

Obs.: substituir o valor de At por niimeros cada vez
mais proximos de zero pela direita.

A taxa de variagdo a seguir representa a aceleracao
instantanea:

lX(i’) = w = l’((t) _ 1Ogu (At _Z:) - logat

Obs.: Substituir o valor de At por nimeros cada vez
mais proximos de zero pela direita.

Com o esbogo é possivel analisar os graficos das
fungdes hordrias do movimento variado e relaciona-los
com os graficos da funcao logaritmica.

1. Fungao horaria dos espacos, s(t),Figura 41.

tempa(s)

Figura 41: s(t) = log, x, a>1

2. Funcdo horéria das velocidades, v(t), Figura 42.

velocidade(m/s)
~ @
\

=
2]

tempa(s)

Figura 42: v(t) = log, x, a>1

A érea da superficie entre as curvas v(t), t =t e
t = tp e 0 eixo Ot é o espaco percorrido por uma
particula entre os instantes t = t1 e fp, conforme a

Figura 43, tem-se:

18

"tlog(t) ——
16 discrete? - 1
1.4 ———

12

0.8
0.6
0.4
0.2

Figura 43: Area pela soma de Riemann, v(t) = log, x

3. Funcédo horéria das aceleragdes, «(t), Figura 44.

fav]

aceleracac(m/s"2)
~ @
\

=
2]

tempaol(s)

Figura 44: a(t) = log, x, a>1

A drea da superficie entre as curvas v(t), t = 1
et =t e o eixo 0t é a variagdo da velocidade
escalar de uma particula entre os instante t = t; e
tr, conforme a Figura 45, tem-se:

n

Av =Y a(cp) Aty
k=1
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Figura 45: Area pela soma de Riemann, «(t) = log, x

5.2 Atividades de Aplicacio

ATIVIDADE 1
Dada a fungdo horaria das velocidades v :
o) — R definida por v(t) = Int, no SI, determine:
a) a aceleragdo no instante t = 10s.
b) o espago percorrido entre os instantes f = 2s e t = 5s.
Resolugdo
a) Escolhendo-se At = 0,001s, obtemos

(1, +

v(0,001 + 10) — 0(10)

«(10) = 0,001
In 10,001 — In 10
«(10) = 0,001
0,000099995
«(10) = 0,001
x(10) = 0,099995m /s>

Pelo cédlculo diferencial e integral a resposta exata é
a(10) = {5 = 0,1m/s.

As Figuras 46, 47 e 48 ilustram o que ocorre quando o
intervalo de tempo At = d é aproximado para At = 0.1s,
At = 0.01s e At = 0.001s, respectivamente. Nota-se a
progressiva aproximagdo a um ntmero, a medida que
At = d aproxima de zero, ntimero este que representa a
aceleragdo instantanea, «(10).

%1 wuMarima {2001 | Acabaragi mtantises, MY, Logartmyea s | fe il
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Figura 46: Resolugdo da atividade 1, letra a, d = At =
0,1.
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Figura 47: Resolucdo da atividade 1, letra a, d = At =
0,01.
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Figura 48: Resolugdo da atividade 1, letra a, d = At =
0,001.

b) Escolhendo-se n = 10, como At =5—2 = 3s e
pela definicdo Aty = % = 1—30 =0,3s.
Assim:
tg1 = 2s,tp = 2,3s, t3 = 2,65, t4 = 2,9s, t5 = 3,25, tg =
3,55, t; = 3,85, tg = 4,15, tg = 4,4s, t1g = 4,7s e t11 = 5s
como ¢ = 41, tem-se:
cp = 2,3s,¢cp = 2,65, ¢c3 =29, cy = 3,25, c5 = 3,55,
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ce = 3,8s,cy =4,1s, cg = 4,4s, cg = 4,7s, t1g = bs

10
As =Y v(ck) At = As = 3,796091426m
k=1

Pelo célculo diferencial e integral a resposta exata é
As = (5.In5—-2.In2—3)m.

Assim como nos exemplos anteriores, as Figuras 49,
50 e 51 ilustram o que ocorre quando o nimero de
subintervalos do intervalo original é aumentado para
n =10, n = 100 e n = 1000, respectivamente. Nota-se o
progressivo preenchimento da drea sob a curva v(t) =
Int, a medida que o valor de n aumenta, mostrando que
tal aumento reflete na melhor aproximagao do valor da
drea da regido hachurada, valor este que representa o
espaco percorrido entre os instantes t = 2s e t = 5s.
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Figura 49: Resolugdo da atividade 1, letra b, n=10.

| rqun Edter Gl Mamms Equagées Mlpeins Calcdo Simplfice Graficn Mumimico Ajucds

EdaxianD Rk O>n K3

]
(%220} 3, 6T461TIE2251556

18 Tioo)
1 dacretad
14

12 il l |
u.; 1| I
oo il '
o |l

0z
a
2

25 3 35 4 45 5

Figura 50: Resolucédo da atividade 21, letra b, n=100.
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Figura 51: Resolugdo da atividade 1, letra b, n=1000.

6 Conclusoes

A proposta desenvolvida para o 1° ano do Ensino Médio
dividida em quatro etapas, funcdo afim, funcdo quadré-
tica, fun¢do exponencial e func¢do logaritmica, busca,
sobretudo a andlise do comportamento de uma fun-
¢do, assim como a sua aplicagdo na cinematica escalar,
tornando o estudo da Matematica e da Fisica atraente
e desafiador, e, com o auxilio de uma ferramenta de
aprendizagem, o software Maxima, o educando poderd
interagir com esta e outras disciplinas.

Os programas utilizados no software Maxima em par-
ceria com o mestrando Tiago Bandeira e sob a orientacado
do professor Dr. Andrés, possibilitam a visualizagdo e
a interpretacdo do comportamento do grafico de uma
fungdo. No Maxima é possivel realizar calculos mate-
maéticos e animagoes, tornando as aulas mais dindmicas
e interativas. A proposta, porém, ndo tem a finalidade
de substituir os cdlculos manuais e sim apresentar um
recurso adicional, de forma que o educando se concentre
e mantenha a atencdo na andlise geral da aplicacdo.

Com o ensino das disciplinas, Matematica e Fisica,
em parceria e com o auxilio do Maxima, tanto o profes-
sor quanto o aluno tem um grande ganho no processo
de ensino-apredizagem, o aluno tem a aplica¢do simul-
tdnea e a visualizacdo dos contetidos, os professores tém
seus contetidos contextualizados, o professor de Fisica
pode aprofundar-se mais nos conceitos e defini¢oes da
Fisica com menor preocupacdo com os conceitos da Ma-
temadtica, por outro lado, o professor de Matemdtica tem
uma aplica¢do dos seus contetidos, respondendo com
isto um questionamento comum em sala de aula, “onde
vou aplicar este contetido?”.

A taxa de variagdo e a soma de Riemann ministradas
no Ensino Médio possibilita aos alunos que optarem em
cursar o ensino superior na area das Ciéncias Exatas,
melhor adaptacdo as disciplinas de célculo diferencial e
integral.

O trabalho visa despertar nos professores de Ensino
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Meédio, Matemética e Fisica, a importancia do relaciona-
mento do Ensino Médio com o Ensino Superior, pois o
conhecimento ndo tem barreiras, e algumas perguntas
ndo podem ser respondidas com base apenas no Ensino
Meédio. Com a globalizagdo e desenvolvimento das areas
de conhecimentos, questionamentos sao frequentes em
sala de aula, e o professor tem que estar preparado
para respondé-los ou direciona-los para a busca de tais
respostas, dai a escolha de um software que contem-
ple dreas da Matemadtica, desde as quatro operagdes a
calculos avancados.
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