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Permutations, Groups and Symmetries
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Resumo

Este artigo tem por objetivo ser uma breve introducdo a Teoria de Grupos. Iniciando a abordagem foi introduzindo
o conceito de permutagdo e sua definicdo como fungoes bijetivas de um grupo em si mesmo. Na sequéncia, a partir
do que foi exposto sobre permutagoes, foram apresentados os conceitos de grupo e subgrupo, bem como algumas
das propriedades bdsicas de tais estruturas. Dando prossequimento a discussdo, foram apresentados os grupos de
simetria do tridngulo e do quadrado com o intuito de fazer um paralelo entre o que foi estudado sobre permutagoes
e as simetrias de tais figuras planas. No fechamento do trabalho foi sugerido um pequeno plano de aula de modo a
abordar alguns temas expostos aqui em uma aula de uma turma de Ensino Médio.
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Abstract

The main goal this paper is to be a brief introduction to the Group Theory. To begin the study, the concept of
permutation was introduced and defined as a bijective function from a group on itself. After that, the concepts of
group and subrgroup were exhibited and discussed, as well as their basic properties. Using the concepts discussed
so far, the symmetry groups for the equilateral triangle and for the square were presented in order to compare this
particular groups with the permutation groups. In the last section of this paper, we sugest a guide to apply the
concept discussed here on a High School class.
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1 Introducao

Este artigo tem por objetivo fazer uma breve exposicao
sobre alguns temas da Algebra, em particular sobre a
Teoria de Grupos, para alunos de Ensino Médio e es-
tudantes de graduagdo que desejem ter um primeiro
contato com tal drea da Matemadtica. Buscamos, sem-
pre que possivel a abordagem de exemplos que, se ndo
familiares, sdo de facil compreensao por parte desse pu-
blico.

Na primeira parte tratamos das permutagdes. Nosso
objetivo nédo foi o de fazer grande aprofundamento te6-
rico, mas criar uma motivagdo para o estudo a partir da
qual seja natural compreendé-las como fung¢des de um
conjunto em si mesmo. A partir das propriedades das
fungdes bijetivas e estendendo tais propriedades as per-
mutagdes, direcionamos nosso estudo as ideias bésicas
da Teoria de Grupo.

Na sequéncia apés alguns resultados sobre grupos
e subgrupos, reservamos um espago para o estudo dos
grupos de simetrias do tridngulo equildtero e do qua-
drado, uma vez que as simetrias de tais poligonos sao
um excelente recurso para estudar grupos de permuta-
coes.

Finalizando o trabalho, deixamos como sugestdo de
abordagem dos temas tratados neste artigo em um pe-
queno plano de aula para uma turma de Ensino Médio.

2 Permutacoes

Consideremos um conjunto formado pelos quatro ases
de um baralho comum dispostos em uma determinada
ordem. Como na figura a seguir.
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Figura 1: Uma sequéncia de ases.

Parece natural supor que a ordem estabelecida para
se dispor estas cartas seja de natureza totalmente arbi-
traria e que, além disso, a sequéncia dada na Figura 1
ndo é a tinica iniciada pelo 4s de espadas. De modo que
caso o leitor desejasse comegar a sequéncia pelo ds de
ouros ao invés de iniciar pelo ds de espadas, bastaria
posicionar a carta citada na primeira posi¢do e dispor
as demais em uma ordem qualquer.

E evidente, pelo que foi exposto nos pardgrafos an-
teriores, que dispor as cartas em qualquer uma das
sequéncias citadas, mesmo aquelas iniciadas pelo naipe
de ouros, é um processo totalmente arbitrério, j4 que,
para montar uma determinada sequéncia, é suficiente
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Figura 2: Uma outra sequéncia de ases.

que se escolha a posicdo que se queira para cada carta.
Observe, porém, que se quiséssemos obter a sequéncia
que aparece na Figura 2 a partir da que foi dada na Fi-
gura 1, seria necessario fazermos um certo embaralha-
mento. No caso do exemplo que citamos, o embaralha-
mento foi obtido colocando o 4s de espadas na quarta
posicdo; o s de ouros na primeira; o 4s de copas na
segunda; e o ds de paus na terceira.

Desse modo, se quisermos obter uma certa sequén-
cia dos quatro ases a partir do embaralhamento de uma
sequéncia previamente estipulada, jd ndo poderemos ar-
bitrar a ordem em que colocaremos cada carta, uma vez
que, a partir da sequéncia inicial, cada embaralhamento
corresponderd a uma determinada ordem das cartas.

Consideremos agora uma segunda situacdo. Tome-
mos o conjunto A = {1,2,3,4}. Uma sequéncia possivel
para seus elementos é (1,2,3,4). A partir dai, podemos
reordenar os nimeros da sequéncia como (2,3,41). De-
notaremos, de agora em diante, este embaralhamento
de (1,2,3,4) pela matriz

1 2 3 4

(4 1 2 3) ’
onde a primeira linha representa a sequéncia dada e
a segunda linha exprime o embaralhamento feito com
tal sequéncia. Em outros termos, na matriz acima, o ele-
mento a,; indica em que posigdo o elemento a1;, 1 <i <
4, foi alocado ap6s o embaralhamento no seguinte sen-
tido: os elementos da primeira coluna significam que,
ap6s o embaralhamento, o 1 ocupard a posi¢do que ori-
ginalmente era do niimero 4; os elementos da segunda
coluna dizem que o nimero 2 serd mandado para a
posicdo que era do ntmero 1; a terceira indica que o
numero 3 ficard na posi¢do que era originalmente ocu-
pada pelo nimero 2; e a quarta coluna significa que o
niimero 4 serd mandado para a posigdo que, original-
mente, era do ntimero 3. Estas informag¢des podem ser
resumidas como no diagrama da Figura 3, que é uma
forma mais pratica de se obter a sequéncia permutada.
A ordem resultante é aquela destacada pelo retangulo.

2.1)

Assim como fixamos o as de copas na primeira posi-
¢do no exemplo anterior e vimos que a partir daf pode-
mos obter outras sequéncias, aqui, de modo totalmente
analogo, poderiamos fixar o ntimero 1 na quarta posi-



291

Souza : Permutagdes, Grupos e Simetrias

1 1 ]2
2 2 13
3 3 |4
4 4 L

Figura 3: Esquema para o embaralhamento em (2.1).

¢do e obter outras sequéncias, como por exemplo
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
4 13 2)7\4123)"\4 3 2 1)

1 2 3 4 1 2 3 4
(4 2 1 3>e<4 2 3 1)'

As matrizes acima correspondem, respectivamente,
as sequéncias (24,3,1), (234,1), (4321), (324,1) e
(42,3,1).

Note que o fato de termos estipulado a sequéncia
inicial (1,2,3,4) é totalmente arbitrario. Poderiamos, por
exemplo, ter comegado com a sequéncia (4,3,1,2) e um

embaralhamento obtido a partir dessa sequéncia, pelo
que foi estabelecido anteriormente, seria denotado por

4 3 1 2

1 4 2 3
que corresponde ao embaralhamento (3,2,4,1). Observe
na Figura 4 o significado deste embaralhamento e a

sequéncia resultante da permutacdo dada pela matriz
acima.

(2.2)

4 4 [3]
3 3 |2
1 1 |4
2 2 |1

Figura 4: Diagrama para o embaralhamento em (2.2).

Contudo, note que obter a sequéncia (3,2,4,1) a par-
tir de (1,2,3,4) requer um certo embaralhamento, en-
quanto que para obter a mesma sequéncia a partir de
(2,3,1,4) devemos fazer um embaralhamento diferente.
De modo que, estabelecida a sequéncia inicial, cada
sequéncia é gerada a partir de uma troca de posicoes
bem definida. Sendo assim, podemos associar a cada
sequéncia um determinado embaralhamento e, é claro,

cada embaralhamento corresponde a uma sequéncia.

Vamos analisar o exemplo acima por um uma pers-
pectiva diferente. Seja S = {x1,x2,x3,x4} e considere
seus elementos organizados segundo a ordem crescente
de seus indices. Poderiamos representar um embara-
lhamento desses elementos como em (2.1) da seguinte

maneira
X1 X2 X3 X4
<x3 X4 X2 x1> '

A matriz acima nos diz que ap6s o embaralhamento, o
elemento x; ocupard a posicdo ocupada orginalmente
pelo elemento x3; o elemento x; a do elemento x4; o
elemento x3 a do elemento xp; e o elemento x4 a do
elemento x;. Isso significa que a nova sequéncia para
os elementos de S serd (x4,x3,x1,x2). Observe que esta
mesma sequéncia poderia ser obtida por um embaralha-

mento diferente se os elementos de S fossem tomados
na ordem S = {x1,x3,X2,%4 } do seguinte modo:

X1 X3 X2 X4
(xz X3 X4 x1> '

Note que tomando os elementos de S ordenados de
uma determinada forma e fazendo um embaralhamento,
estamos estabelecendo uma relacdo ¢ entre os elemen-
tos de S onde ¢(x;) = xj, 1 < i,j < 4 indica que a posi-
¢do do elemento x; apds o embaralhamento serd aquela
ocupada originalmente pelo elemento x;. Esta relagdo
da origem a uma fungdo de S em S. Além disso, ob-
serve dois elementos x; e x; ndo podem, ap6s o emba-
ralhamento, ocupar uma mesma posi¢do de um outro
elemento xj. O que significa que a fungdo ¢ é injetiva.

Um segundo fato sobre ¢ é que todo elemento de S
é imagem por ¢ de algum elemento de S. Suponha que
exista, em S, um elemento tal que ¢(x;) # x; para cada
1 <i,j < 4. Ora, mas assim, terfamos uma ordenagao
dos elementos de S com menos de 4 elementos ou um
mesmo elemento ocupando mais de uma posi¢do. O
que é absurdo. Logo, cada elemento de S, necessaria-
mente é imagem de algum elemento de S pela fungao
¢.

Gostarfamos de exprimir ¢ de uma maneira mais
precisa. Uma tentativa seria exibir individualmente a
imagem de cada um dos elementos x; € S. A seguir,
exibimos um exemplo para n = 4.

P(x1) = x2
P(x2) = x4
P(x3) = x1
P(xq4) = x3

Sendo assim, a sequéncia resultante seria a seguinte

(@(x1),¢(x2),9(x3),P(xa)) = (x2,%4,%1,%3), Ou seja, a po-
sicdo de x1 ap6s a aplicacdo de ¢ é aquela ocupada por
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x7; a de xp é a posi¢do que era ocupada por x4; X3 ocu-
pard a posicdo originalmente ocupada por x;; e a de x4
serd aquela em que figurava o elemento x4. Explicita-
mente, essa sequéncia se escreve como (X3,X1,X4,X2).

Observe, contudo, que isso acaba tornando-se invia-
vel em algumas situagdes, sobretudo para valores gran-
des de n. Uma maneira um pouco mais econdémica
de se escrever ¢ é a notacdo exibida em (2.1). Gene-
ricamente, uma ordenacdo qualquer dos elementos de
(x1, Xp..., x,) obtida a partir da fungdo ¢ pode ser re-
presentada por

<x1 Xy X3 c-- xn>
7
Xip Xip Xig o Xy,

onde ir, 1 <k <n é aimagem do elemento x; por ¢.

(2.3)

Note que o simbolo x ainda é supérfluo em (2.3). De
modo que a imagem de (xq, xp - - -, X, ) por ¢ pode ser
representada simplesmente por

1 2 n
ip iy e dp)’

Onde os termos x; da sequéncia s foram substituidos
simplesmente pelo ntimero da posi¢do em que se encon-
tram. Voltando ao caso n = 4 teriamos, por exemplo

1 2 3 4
(2 4 1 3) '

Desse modo, se S = {x1,x3,...,x,} e¢p : S — S é
uma funcdo bijetiva, entdo ¢ é chamada de permutagio
dos elementos de S. Como vimos logo acima, podemos
nos referir a uma permutagdo de (x1,x2,...,X;) como

indicado em (2.4), isto é, levando em consideragdo ape-
nas a posicao do elemento e ndo sua natureza.

(2.4)

2.1 Composiciao de permutacdes

Na secdo anterior, vimos que uma permutacao pode ser
expressa por uma fungdo. E dado o arcabougo teérico
existente sobre as fung¢des, podemos nos perguntar se
podemos usar a linguagem usual de func¢des para estu-
darmos as permutagdes. Para isso, retomemos o exem-
plo dado no inicio da se¢do anterior envolvendo os ases
de um baralho e facamos algumas consideragdes. Inici-
almente, tinhamos sequéncia de cartas como na Figura
5.

L ot
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Figura 5: A mesma sequéncia de ases.

Considere agora a permutacdo ¢ cuja aplicacdo so-
bre o conjunto de ases dado na Figura 5 gera a configu-
ragdo da Figura 6.
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Figura 6: Configuragdo obtida a partir da sequéncia ori-
ginal.

O diagrama da Figura 7 mostra como obter a confi-
guracdo de cartas exibida na Figura 6.

o b
¢ ¢V
V.94
L 2L L

Figura 7: Diagrama que mostra como ¢ atua sobre cada
uma das cartas.

Agora, considere uma nova configuragdo dos ases,
mostrada na Figura 8 e feita a partir daquela exibida na
Figura 6, por meio da permutacio 7.

o=

-
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*

-4
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Figura 8: Disposicdo obtida a partir da sequéncia per-
mutada.

O diagrama da Figura 9 mostra como T atua sobre
uma sequéncia de ases.

L 2L B\ 4
¢ /4 |b
V%VO
L I JC

Figura 9: Como T atua sobre as cartas.

Observacdo 2.1. Os simbolos dos naipes nas fung¢des ¢
e T referem-se a sequéncia original. Por exemplo, para
a fungdo T temos que: a carta que ocupa a posicao que



293

Souza : Permutagdes, Grupos e Simetrias

originalmente era do 4s de espadas sera alocada na po-
sicdo que originalmente era do s de ouros; a carta que
estd na posi¢do que era originalmente ocupada pelo as
de ouros deve ser posta na posi¢do que originalmente
era do as de copas; a carta que estd na posicdo que ori-
ginalmente era do as de copas serd colocada na posigao
que originalmente era do as de espadas; e a carta que
ocupa posicdo que originalmente era a posicdo as de
paus fica inalterada.

E claro que, do ponto de vista prético, o passo in-
termedidrio poderia ser ignorado e poderiamos obter
a sequéncia de ases da Figura 8 aplicando uma tnica
permutagdo como indicado a seguir:

(Q ¢ Q &)I 2.5)

O 0O @

ou seja, trocando as posi¢oes das cartas de espadas e de
paus. Contudo, se analisarmos mais cuidadosamente
do ponto de vista tedrico a operacao realizada aqui, ve-
mos que de algum modo, estamos efetuando uma ope-
ragdo com permutacgdes. Sob a Otica do que foi apre-
sentado na segdo anterior, a operacgdo efetuada aqui é a
composicdo de duas fungdes, ja que estamos aplicando
uma permutagdo em uma configuracdo obtida previa-
mente de uma outra permutacdo. Para a primeira per-
mutagdo a imagem de cada um dos naipes dos ases é

dada por
- (438
& O O)F

Analogamente, podemos representar a segunda per-
mutagdo, fungdo T, cuja imagem de cada naipe pode ser
escrita como

TZ(QO@&)
OO & &)

Para um recurso visual mais explicito da composigdo de
T com ¢, nesta ordem, veja a Figura 10. Nesse diagrama,
estd representada a composicdo e a sequéncia resultante
é aquela destacada pelo retangulo.

E importante salientar que a composigao 7¢ de duas
fungdes ¢ : A — B e 17 : B — C sempre serd efetuada
da direita para a esquerda, isto é, dado x € A, primeiro
computamos ¢(x), para s entdo aplicarmos T sobre a
imagem de x por ¢. Assim, Tp(x) = T(¢P(x)). Para
efeitos de notagdo, temos que 7¢(x) = T(¢(x)) = (To
¢)(x).

De modo que se efetuarmos T o ¢ teremos o que
foi obtido em (2.5). Isso significa que podemos trocar
a composi¢do de T com ¢ por uma tnica permutagao.
A operagdo T o ¢ na notagdo de 2.4 serd representada
como a seguir

o b 4
¢ .66
v V%;
bbb

Figura 10: Diagrama da composi¢do T¢.

19> € &)

<Q ¢ 0 &)(Q Y &):<Q ¢ QO &)
OV A &)\& 6 &0 ® O O o

Continuando nosso estudo, poderiamos nos pergun-
tar ainda, se a ordem em que efetuamos uma compo-

sicdo altera a permutagdo obtida como resultado final.
Observe como fica a composi¢do ¢t na Figura 11.

o b Ao

¢ 6 ol0

Vv e 9

b & BV
Figura 11: Diagrama da composi¢do ¢T.

Verificamos, entdo, que a composi¢do de permuta-
¢des ndo é comutativa, uma vez que, T¢ # ¢T. Vamos
agora realizar a operacdo de composicdo ¢T usando a
notacdo de permutacdo como em 2.4 temos que a com-
posicdo ¢T € escrita como segue.

el oad)-R542)

0 que mostra que a operagdo ndo é comutativa.

Ainda fazendo um paralelo entre fun¢des e permu-
tagdes, podemos verificar facilmente que toda permu-
tacdo pode ser invertida. Isso se deve ao fato demons-
trado anteriormente que uma permutagdo de um con-
junto finito S é uma fungdo bijetiva de S em si mesmo.
Do ponto de vista pratico, isso significa que dada uma
permutagdo de um conjunto S, sempre poderemos colo-
car seus elementos na posi¢do em que eles foram dados
originalmente. Isso nos obriga a considerar a propria
sequéncia original como uma permutacgdo dos elemen-
tos de S. Esta permutacdo é chamada permutagio iden-
tidade. Analisando novamente o exemplo das cartas, se
tomarmos a sequéncia original e deixarmos elas nas po-
si¢des em que se encontram, este pode ser considerado
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um embaralhamento dos quatro ases! Do ponto de vista
teérico, podemos mostrar que dado um conjunto finito
S com n elementos tomados em uma ordem pré estabe-
lecida, existe uma permutagdo que ndo altera a ordem
dos elementos de S. Basta que para isso, tomemos a
seguinte permutacdo

1 2 .- n
G300
Uma duvida ainda permanece: serd que existe uma se-
gunda permutacdo que ndo altera a ordem estabelecida
previamente dos elementos de um conjunto S? Essa
conjectura é facilmente refutada pois, se e; e ey sdo duas

permutagdes distintas que ndo alteram a ordem dos ele-
mentos de S. Temos que

€162 = €1

€12 = €

A primeira das igualdades acima é vélida pois, a per-
mutagdo e; é uma permutacdo identidade e portanto, ao
aplicarmos tal permutacdo sobre e; obteremos a prépria
permutagdo e;. De forma andloga, a segunda igualdade
é verdadeira. As igualdades que acabamos de discu-
tir mostram que s6 pode existir uma tinica permutagao
identidade. Em tltima instancia, poderiamos nos per-
guntar se dadas trés permutacdes, ¢, T e pt de S em S,
S um conjunto finito, se a operagdo é associativa, isto €,
poderiamos questionar a validade da igualdade
(@T)n = ¢(tp). (2.6)
E, mais uma vez, o fato de termos definido permutagao
como uma fungdo nos serd util, uma vez que, sendo
a composicdo de fungdes associativa, também o serd a
composicdo de permutac¢des. A natureza das operagdes
que viemos realizando até aqui guardam certas caracte-
risticas intrinsecas que ndo dependem dos objetos que
usamos para efetud-las. No nosso caso, tais objetos sdo
as permutagdes, mas a esta altura o leitor ja deve ter per-
cebido que as propriedades estudadas ndo sdo de exclu-
sividade das permutagdes. Na Matematica, ndo é dificil
exemplificar operagdes que atuam sobre os elementos
de um determinado conjunto e que tenham as proprie-
dades listadas anteriormente. A discussdo que fizemos
até aqui pode ser generalizada pela Teoria de Grupos que
abordaremos mais detalhadamente na préxima secéo.

3 Nocgoes Basicas sobre Grupos

3.1 Conceitos Preliminares

Nesta segdo vamos generalizar alguns dos conceitos vis-
tos na secdo anterior e discutiremos uma das partes fun-

damentais da Algebra Abstrata, a Teoria de Grupos. Con-
tudo, antes de comecarmos a descrever formalmente o
que sdo grupos, vamos considerar um exemplo bastante
ingénuo.

Exemplo 3.1. Considere o conjunto Z dos ntimeros in-
teiros, com a operagdo usual de adi¢do. Sabemos de an-
temédo algumas propriedades desse conjunto com a ope-
ragdo considerada. Por exemplo, sabemos que a +b €
Z, ou seja, Z é fechado com relagdo a soma. Além
disso, dados a,b,c € Z é sabido que a operacdo de
adicdo é associativa. Simbolicamente, isso significa que
(a4+b)+c =a+ (b+c). Temos ainda um elemento
ec Zparaoquala+e =e+a = aparacadaa € Z.
Nesse caso, temos que ¢ = 0. E, finalmente, sabemos
que para cada a € Z, existe um outro elemento b, tam-
bém em Z, tal que a+b = b+a =e. Comoe =0,
concluimos que b = —a.

No exemplo anterior consideramos um conjunto com
uma operagdo e infinitos elementos, porém, nada nos
impede de criar um conjunto finito com a mesma estru-
tura descrita anteriormente.

Exemplo 3.2. Observe que o conjunto G = {1, — 1},
com a operagdo de multiplicacdo usual de ntimeros re-
ais, guarda as mesmas propriedades descritas no Exem-
plo 3.1. De fato, se multiplicarmos dois elementos de G,
o produto ainda permanece em G. A operagdo de multi-
plicacdo é trivialmente associativa. Sabemos ainda que
existee € Gtalque e-a =a-e = a paracadaa € G.
A saber, tal elemento é o ntimero 1. E, por fim, observe
que para cada elemento de G, existe um elemento b tal
que a-b =0b-a =e. Lembre-se de que ¢ = 1. Observe
que para para a = 1, temos que b = 1; e paraa = —1,
ocorre que b = —1.

Quando tratamos das operagdes de permutagdo e
composi¢do de permutagdes na se¢do anterior vimos
que as mesmas propriedades que sdo validas nos Exem-
plos 3.1 e 3.2. De modo geral, podemos estabelecer uma
definigao:

Definicao 3.1. Um grupo consiste de um conjunto ndo
vazio G, munido de uma operagdo indicada por - (isto &,
uma regra que a cada par ordenado de elementos (a,b)
de G associa um terceiro elemento de G que denotare-
mos por 4 - b) satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) ab,c € Gimplicaque (a-b)-c=a-(b-c), ou seja,
a operagdo é associativa.

(ii) Existe um elemento ¢ € G tal que paratodoa € G
valea-e =e¢-a = a paratodoa € G. O elemento
e é denominado elemento neutro de G com relagio a
operagdo -.
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(iii) Para todo a € G existe um elemento a~! € G
tal que a-a~! =a-a! = e O elemento a~! é
denominado inverso de a pela operagio -.

Tendo em vista o que foi definido acima, podemos
afirmar que os conjuntos dos Exemplos 3.1 e 3.2 com as
suas respectivas operagdes formam grupos. No Exem-
plo 3.1, temos que a~! é o inverso de a pela operagio
de soma, portanto a~l= —a. Jano Exemplo 3.2, temos
que a~! é o inverso do elemento a pela operagdo de mul-
tiplicacdo. Sendo assim, para a = 1, temos que a~! =1
eparaa = —1, a7 ! = —1. Além disso, o conjunto
das permuta¢des de um determinado conjunto com a
operagdo de composigdo de permuta¢des também é um
grupo (verifique).

Exemplo 3.3. O conjunto dos ntimeros reais positivos
sem o zero, denotado por R* com a operacdo de mul-
tiplicagdo é um grupo. Primeiro observe que quando
multiplicarmos dos elementos desse conjunto o produto
permanece em R* . De fato, temos que a operacao de
multiplicagdo é associativa e possui um elemento neu-
tro, a saber: o nimero 1. Além disso, sabemos que
para cada x € R, existe um ndmero real y tal que
xy = yx = 1, a saber, este ntimero é o inverso multipli-
cativo de x e é denotado por % ou x~ L. Portanto, como
todas as propriedades da Defini¢do 3.1 foram satisfeitas,
segue que este ¢ um grupo.

Exemplo 3.4. O conjunto dos mdiltiplos inteiros de um
numero inteiro fixado com a operagdo usual de adigdo é
um grupo. Antes de verficar as propriedades de grupo,
note que o grupo ¢é fechado com relagdo a soma, isto &,
se tomarmos nx e ny dois multiplos distintos de 1, onde
n é um numero inteiro, temos que n-x+n-y =mn-(x+
y) que ainda é um multiplo de n. Verifiquemos agora as
propriedades, sabemos que a adigdo tem a propriedade
associativa. Sabemos que 0 = 7 -0, ou seja, 0 estd no
conjunto de multiplos de 7 e, além disso, 0 +n-x =
n-x+0 = n-x para todo mutiplo de n, portanto 0 é o
elemento neutro da operacdo. Por fim, temos que para
todo nimero da forma n - x existe um ntmero k tal que
n-x+k = 0. Para determinar que nimero é k basta
observar que

n-x+k=0=k=—-n-x.
Mostrando que este é de fato um grupo.

Note que se uma das propriedades da Definicao 3.1
nao se verificar para um determinado conjunto munido
com uma operac¢do ndo teremos um grupo. Observe os
dois préximos exemplos.

Exemplo 3.5. Consideremos o conjunto dos niimeros
inteiros com a operac¢do de subtracdo. Este ndo é um
grupo, pois ndo vale a propriedade de associatividade

da operagdo exigida na Defini¢do 3.1. De fato, temos
que por um lado (1-2) -7 = -1 -7 = —8 e, por
outro,que 1 - (2—-7) =1—(-5) =145 =6. O que
mostra que este ndo € um grupo.

Exemplo 3.6. O conjunto de todas as matrizes de ordem
2, denotado aqui por M, com a multiplicacdo usual de
matrizes ndo é um grupo. Sabemos que a multiplicacdo
usual de matrizes é associativa. Sabemos também que
existe um elemento neutro que é a matriz identidade

10
5= (o 1)

M, séo invertiveis. Considere, por exemplo, a matriz

Contudo, nem todas as matrizes de

A= ( (1) 8 ) Se A for invertivel, existe uma matriz

B € M; tal que AB = BA = I,. Seja B = (Z Z),
onde a,b,c,d € R. Entao,

w=(38)(24)=(a 8)

Como B supostamente é a inversa de A temos que

a b\ (10
(50)=(o1)
O que é impossivel independentemente dos valores de
ab,ced.

Observe, porém, que se nos restringirmos as matri-
zes de IM; que sdo invertiveis, todas as condi¢des da
Definicio 3.1 serdo satisfeitas. E importante notar que
neste exemplo fica bastante evidente que a operacao
desse grupo ndo é comutativa, ja que, em geral, dadas
as matrizes A,B € M, temos que AB # BA.

Observacdo 3.1. Para efeitos de notacdo, em qualquer
grupo G e para qualquer elemento a € G, definiremos
de agora em diante que

0

a e
al = a
> = a-a
@ = a-a®
= a.d1
e também definiremos que
61_2 — (a—l)z
6173 — (6171)3
a "t = (a—l)n

e assim por diante. Nao é dificil verificar que as regras
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usuais de expoentes continuam validas. A saber, para
dois inteiros quaisquer m e n valem as igualdades

a™.g" = "t

(am n — am-n‘

Usando a notacdo introduzida na Defini¢do 3.1, va-
mos analisar novamente o Exemplo 3.1. Nesse caso, o
elemento neutro do grupo é o niimero zero pois a +0 =
0+ a = a para cada a € Z. Temos que o elemento in-
verso a~! de um elemento a € Z pela soma é denotado
por —a, ja que a+ (—a) = 0. Além disso, note que,
neste grupo,

a"=a+a+a+---a=na.
—_—————

n parcelas

Ja com relagdo as propriedades de poténcia citadas an-
teriormente, temos que

a"+a" =na+ma= (n+m)a=a""

e que
(@™ =a" 4+ a" + - -a" = na" = nma = mna.

Observe, contudo, que para o Exemplo 3.2 a mesma
notacdo terd um sentido distinto daquele que acabamos
de discutir. Neste caso, o elemento inverso a~! é o in-
verso multiplicativo usual que é comumente denotado
por % Uma particularidade neste grupo é que cada ele-
mento é inverso de si préprio. Ainda com relagdo ao
Exemplo 3.2, temos que o elemento neutro é o niimero
1, j& que estamos tratando da operagdo usual de mul-
tiplicagdo; a poténcia 4" também tem o significado ao
qual ja estamos acostumados, isto é, 4" =a-a-a-...-a.

A natureza dos elementos dos grupos discutidos nos

dois primeiros exemplos é essencialmente numérica. Con-

tudo, isso ndo é imperativo para que tenhamos um grupo.
Um caso bastante peculiar é o seguinte.

Exemplo 3.7. Seja X um conjunto ndo vazio qualquer.
Considere o conjunto A(X) tal que A(X) = {¢: X —
X : ¢ é uma bijecdo}. Vamos mostrar que A(X) com a
operacdo de composicdo de fungdes é um grupo. Pri-
meiro, devemos mostrar que se fizermos a composigao
de dois elementos de A(S) ainda obteremos um ele-
mento desse conjunto, ou seja, que a composigdo de
duas bijecdes ainda resulta em uma bijecdo. Sejam ¢y,
¢r € A(X). Queremos mostrar que ¢, o p; € A(X). Ve-
jamos que ¢, o ¢ € injetiva. Para tanto, tome x,y € X,
e suponhamos que (¢, 0 ¢1)(x) = (¢ 0 ¢1)(y), ou seja,
$2(p1(x)) = ¢2(¢1(y)). Ora, mas tanto ¢, quanto ¢;

sdo invertiveis. Sendo assim, temos que

P2(p1(x)) = $2(P1(y))

¢y (p2(¢1(x))) ¢y (p2(¢1(y)))
P1(x) = ¢1(y)
¢ p1(x) = ¢ (¢1(y))
X = y,

0 que mostra que a func¢do é injetiva. Para mostrar
a sobrejetividade devemos mostrar que todo elemento
de X é imagem de algum elemento de X por ¢, o ¢y.
Como ¢; é uma bijegdo, entdo, em particular ¢; é so-
brejetiva. Entdo todo y elemento de X se escreve como
$1(x) para algum x € X. Analogamente conlui-se que
¢$2(y) = z para z € X. Ora, mas assim, temos que
z = ¢2(y) = P2(p1(x)) = (¢20¢1)(x) para z em X,
mostrando que a composi¢do ainda é uma fungdo so-
brejetiva. E, portanto, a composicao de fungdes de A(X)
resulta uma funcdo ainda em A(X).

Verifiquemos agora as propriedades de grupo. Como
a operacdo é a composi¢do de fungdes e esta é uma ope-
ragdo associativa, verificamos a primeira das proprieda-
des da Defini¢do 3.1. Além disso, como todas as fung¢des
em A(X) sdo bijetivas, segue que também sdo inverti-
veis. Sendo assim, cada elemento ¢ de A(X) possui um
inverso que denotamos por ¢ 1. Observe ainda que a
funcdo I(x) = x, a funcdo identidade, estd em A(X) e
que (Io¢p)(x) = (poI)(x) = ¢(x), paracada ¢ € A(X).
Dado um conjunto X, ndo vazio, o conjunto A(X) das
bije¢des de X em si mesmo, com a operagdo de compo-
si¢do de fungdes, é chamado de grupo das permutagdes
do conjunto X e é denotado por Sx.

Até aqui analisamos alguns exemplos a luz do que
foi estabelecido na Defini¢do 3.1, contudo um leitor mais
atento poderia conjecturar alguns fatos sobre o que aca-
bamos de discutir. Vimos, por exemplo, que todo ele-
mento de um grupo G tem inverso, mas poderiamos
nos perguntar se tal elemento tinico, ou ainda, se existe
um Unico elemento neutro no grupo. E, mais ainda,
qual é o significado de (a~!)~!, onde a é um elemento
do grupo. Reuniremos todas essas afirmagdes na se-
guinte proposigao.

Proposicao 3.1. Se G é um grupo, entio
(i) o elemento neutro de G é iinico;
(ii) todo elemento a € G tem um tinico inverso em G;
(iii) paracadaa € G, (a7 1)1 =a;
(iv) paratodosab € G, (a-b) ' =b"1.a" L.

Demonstracido. Comegaremos a demonstracao pela parte
(i). Aqui, devemos mostrar que se existirem dois ele-
mentos distintos, e; e ep em G, taisquea-e; =e;-a=a
equea-ey = ey-a = a, para cada elemento a € G, entdo
e1 = ey. De fato, se eq e e; forem dois elementos neutros
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distintos de G, temos que
€) =¢€1-€) =€ €1 =¢€q,

mostrando que e; = e;.

Para mostrar a parte (ii) devemos mostrar que se
xX-a=a-x=eey-a=a-y=ce ondeaxyecG
entdo x = y. Suponhamos entdo que a-x = e e a-
Yy = e, entdo, obviamente, 2 - x = a - y. Sabemos, ainda,
que existe um elemento b € Gtal que b-a =a-b =
¢, nada sabemos sobre a unicidade deste elemento b.
Desse modo, temos que b- (a-x) =b- (a-y), usando a
propriedade associativa da operagdo - em G, temos que
x=e-x=(b-a)-x=b-(a-x)=b-(a-y)=(b-a)-y=
e-y=y.

Note que a demonstracdo que fizemos para a parte
(ii) € um resultado muito mais geral do que a unicidade
do inverso de a pela operagéo -, j4 que mostramos que
a-x = a-yimplica que x = y. De forma totalmente ana-
loga, podemos mostrar que x - a = y - a implica no fato
de que x = y. Pelo que acabamos de demonstrar, vale
a lei do cancelamento pelo mesmo lado para a resolugdo
de equacdes em G. Note, porém, que ndo temos como
afirmar nada sobre x e y se tivermos que a-x = y - 4,
pois ndo temos nenhum resultado que garanta a comu-
tatividade da operagdo em G.

Para a parte (iii), observe que, pela definicdo de ele-
mento inverso, que (1) ~! é um elemento que quando
multiplicado por a~! resulta em e, mas sabemos que a é
um tal elemento, ja que a~! é inverso de a4, e pela parte
(ii) garante a unicidade do inverso. Portanto, (a=1)~! =
a.

Para demonstrar a parte (iv) temos que mostrar que

(a-b)- (bil ~a*1) = (bil -ail) ~(a-b)=e.

De fato, pela propriedade associativa da operagdo em G
temos que (a-b)- (bt -a ) =a(b-b)al=a-e-
a1 =a-a71 = e. Analogamente, temos que (b=!-a~1)-
(a-b)y=bt-(ata)-b=bleb=bl-b=e De
modo quee = (a-b)- (b1 -a ) ee=(b"1-a71)-(a-b).
Portanto, b=1-a71 é oinversodea-bea parte (ii) desta
proposi¢do garante a sua unicidade. O

3.2 Subgrupos

Em alguns casos, o estudo de determinados subconjun-
tos de um dado grupo pode ser mais interessante do
que o do préprio grupo em si. No entanto, ndo esta-
remos interessados em subconjuntos de natureza arbi-
traria, mas, sim, naqueles que guardam uma estrutura
algébrica que seja de nosso interesse. Por exemplo, re-
tomemos o Exemplo 3.1, onde consideramos o conjunto
dos ntmeros inteiros com a operagdo de adicdo e consi-
dere a restricdo feita no exemplo a seguir.

Exemplo 3.8. Seja G o grupo dos niimeros inteiros com
a operagdo de adicdo. Considere H o conjunto dos
nimeros inteiros pares. Podemos verificar facilmente
que H, com a operagado de adigdo, também é um grupo.
Note que se somarmos dois ntimeros pares, o resultado
ainda é par. De fato, sejam 2n e 2m, m,n € Z dois ele-
mentos de H, temos que 2n +2m = 2(n + m), que é
par e, portanto, estd em H. Além disso, todo elemento
a de H possui um inverso aditivo que é o mesmo in-
verso que 4 admitia em G, a saber, devemos encontrar
x € Htal quea+x = 0. Logo x = —a e, como a é par,
também o é —a. Por fim, a propriedade associativa é
trivialmente vélida, de modo que H tem uma estrutura
de grupo. De um modo totalmente andlogo, poderia-
mos definir um grupo H;, dos mdltiplos de um inteiro
n que tem a mesma estrutura mostrada anteriormente
(como fizemos no Exemplo 3.4). Observe que se n e m
forem inteiros distintos, entdo H, N H;, é o grupo dos
multiplos comuns de 7 e m.

Exemplo 3.9. Seja X um conjunto ndo vazio e Sx o
grupo das permutagdes dos elementos de X, como no
Exemplo 3.7. Dado xg € X fixado arbitrariamente. Seja
H(xp) = {¢ € Sx : ¢(x0) = x0}, ou seja, H(xp) é o sub-
conjunto de Sx formado pelas permutacdes de X que
mantém fixo o elemento xy. Vejamos, agora, se H (xo)
com a operagdo de composicdo de fungdes é subgrupo
de Sx. Sejam ¢ e T duas fun¢des em H(xg). Para mos-
trar que H(x() é um grupo, devemos primeiro verificar
se a0 compormos duas fungdes de H(xp) a funcdo re-
sultante ainda estd no conjunto. De fato, temos que
$(x0) = x0 e T(x9) = x¢. Sendo assim, temos que

(@o1)(x) = ¢(T(x0)) = ¢(x0) = x0,

mostrando que H(x() é fechado com relagdo a opera-
¢do de composicao de fungdes. Como toda fungdo ¢
em H(x() é bijetiva, segue que ¢ ¢é invertivel. Temos
ainda que a funcdo identidade, isto é, a funcado I tal
que I(x) = x para cada x € S, obviamente, cumpre
a condigdo particular de que I(xg) = xo. Finalmente,
como a composi¢do de fungdes é associativa é claro que
a operagdo estabelecida em H(x() é associativa. Por-
tanto, H(x() tem estrutura de grupo.

Observe que nos dois exemplos citados acima sem-
pre exibimos um subconjunto H de um grupo G em
que a estrutura algébrica de G se mantém. De modo ge-
ral, os subconjuntos de G que consideraremos de agora
em diante terdo suas propriedades algébricas herdadas
de G. Os subconjuntos mais naturais deste tipo sdo os
subgrupos.

Defini¢ao 3.2. Um subconjunto H de um grupo G é
chamado de subgrupo de G se, com relagdo a operacdo
de G, o préprio H forma um grupo.
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Observacdo 3.2. Uma inferéncia imediata que se pode
tirar da Defini¢do 3.2 é a de que se H é um subgrupo
de G e K é um subgrupo de H, entdo K é um subgrupo
de G. Para um exemplo dessa situagdo, o leitor pode
observar que se tomarmos o grupo H;, como definido
no Exemplo 3.8 e o grupo H, N H;, também definido
naquele contexto, veremos que H, N H;; é subgrupo de
H, e Hy é subgrupo do grupo G dos niimeros inteiros
com a operagdo de adi¢do. Sem muito esforgo, o lei-
tor pode verificar que o préprio H, N Hy, é subgrupo
de G. Um outro exercicio interessante é encontrar um
subgrupo de H(x() como definido no Exemplo 3.9.

Uma nota de precaucdo se faz necessaria aqui. No
Exemplo 3.8 verificamos que o elemento neutro do sub-
grupo H era o mesmo do grupo G. Além disso, vimos
que dado um elemento de x € H, seu inverso em G e
em H coincidem. Vimos que isso também ocorreu no
Exemplo 3.9. Muito embora isto parega ser uma coisa
bastante natural, deve-se observar que, mesmo sendo H
subgrupo de G, tratam-se de grupos diferentes, o que
torna os conceitos de elemento inverso e de elemento
neutro relativos. A seguinte proposi¢do mostra que essa
conjectura é verdadeira

Proposicdo 3.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G
ex € H. O inverso de x em H é o mesmo inverso de x € G
e o elemento neutro de H é o mesmo elemento neutro de G.

Demonstracdo. Seja x € H e denote por xﬁl o inverso
de x em H; por xgl o inverso de x em G; por ey o
elemento neutro de H; e por eg o elemento neutro de
G. Queremos mostrar que xﬁl = x(_;1 e que ey = eG.
Temos que xx;ll = ey e como ey € G, segue que ey =
egeg. Juntando essas informagdes, temos que

xx;ll = ey = eygeg = eH(xxgl) = (EHX)Xgl = xxgl

Da cadeia de igualdades acima concluimos que xxﬁl =

xxél. Portanto, podemos afirmar que

1 -1

“1y—1 _ —1,..—1 -1 _ —1 -1 _
XG XX = Xg XXg = egXy =egXg = X = Xg -
Vamos mostrar que sdo iguais também os elementos

neutros em H e em G. Para isso nos sera ttil o fato
1

de que xp;" = x !, pois podemos escrever
— -1 _ -1 _
eq = XX = XX5 = eg.
O que conclui a demonstragao. O]

Note que nos Exemplos 3.8 e 3.9 para decidir se o
subconjunto do grupo considerado era um subgrupo,
tivemos que checar se o subconjunto verificava todas as
condicdes da definicdo de grupo. Convenhamos que

esta é uma tarefa bastante magante e seria ttil estabe-
lecermos um critério que nos poupasse de tamanho es-
forco. Esse critério é fornecido pelo seguinte resultado.

Proposicdo 3.3. Um subconjunto ndo vazio H do grupo G
¢é um subgrupo de G se, e somente se,

(i) a,b € H implica que ab € H.
(ii) a € H implica que a=' € H.

Demonstragido. Suponha H um subgrupo de G. Entao,
pela prépria definicdo de grupo as condicdes (i) e (ii)
sdo satisfeitas.

Reciprocamente, suponha validas (i) e (ii), vamos
mostrar que H é um subgrupo de G. Para tanto, de-
vemos mostrar que e € H e que vale a propriedade
associativa para as elementos de H. Mostraremos pri-
meiro que e € H. De fato, seja a € H, entdo, de (ii),
temos que a~! € H. Agora, por (i), podemos inferir
que aa~! € H. Como aa~! = ¢, segue que ¢ € H. De-
vemos ainda mostrar que é valida a propriedade asso-
ciativa da operagdo de G em H. Ora, mas ja sabemos
que H é fechado com relagdo a operagdo de G e que,
em G, vale a propriedade associativa. Sendo assim, é
claro que a lei associativa vale em H, o que completa a
demonstragéao. |

De modo geral, se H for um subgrupo finito pode-
mos até mesmo ignorar a condigdo (ii) da Proposigdo
3.3. Vejamos isso na seguinte proposicao.

Proposicdo 3.4. Se H é um subconjunto finito nio vazio de
um grupo G e H é fechado com relagio i operagio de G, entdo
H é subgrupo de G.

Demonstragio. Pelo que vimos na Proposigdo 3.3, é sufi-
ciente mostrarmos que a~! € H para cada a € H. Supo-
nhamos a € H; assim a2 = aa € H, a® = a%a € H,
a* = a%a € H, ..., a" € H, ... pois H é fechado
com relagdo a operagdo induzida de G. De modo que
aa?ad,...,a", ... estio todos em H, que é um subcon-
junto finito de G. Assim, concluimos que hd repetigdes
nesta colecdo de elementos, isto é, para certos inteiros r
escomr > s > 0,a" = a°. Pelo cancelamento em G,
temos que

d=d"=da =da*=d " "=e.

Além disso, como estamos supondo r > s, segue
quer —s > 1. Agora, comor—s > 0ea’ "% = ¢, segue
que e estd em H e, por isso, em particular, temos que
2’ = e estd em H. Isto significa que a* é elemento de
H para todo k inteiro e maior ou igual que zero. Como
r—s >1,temos quer —s —1 > 0. O que nos permite
afirmar que a5 1estiem H e que, além disso, gr—s-1
é o inverso de a. De fato, temos que a’ " la = a’ % =
e. Portanto, temos que a’*"! € H e que 457! =
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a1, ou seja, mostramos que a~! € H e isso conclui

a demonstragéao. O

A proposigdo 3.4 nos diz, entdo, que para verificar-
mos que um subconjunto finito de um grupo G é um
subgrupo, basta ver se ele é fechado ou ndo com re-
lagdo a operacdo de G. Neste ponto, o leitor j4 deve
ter concluido que G é sempre subgrupo de si mesmo
e que o conjunto constituido somente pelo elemento e
é um subgrupo de G. Esses grupos sdo chamados de
subgrupos triviais e, embora tenham sua importancia em
Teoria de Grupos, nenhum deles tem interesse especial
do ponto de vista do que estudaremos sobre subgrupos
neste trabalho.

3.3 Grupos de Simetrias e Permutacdes

Considere a seguinte situa¢do: suponha que tenhamos
desenhado em uma folha um tridngulo equildtero como
o da Figura 12 e que, separadamente, tenhamos um mo-
delo de tridngulo equildtero com os vértices identifica-
dos da mesma forma que no desenho. Assuma, ainda,

C A

Figura 12: Tridngulo que estamos supondo desenhado
em uma folha de papel.

que o modelo sobreponha-se exatamente ao triangulo
desenhado no papel e que em sua posigdo inicial os vér-
tices A, B e C do modelo estejam respectivamente sobre
os vértices A, B e C do desenho. Um questionamento
natural que podemos fazer é: quais movimentos pode-
mos fazer, sem deformar o modelo, de modo que, ao
final do movimento, ele se sobreponha ao desenho da
folha de papel? Um desses movimentos, que inclusive
ja deve ter ocorrido ao leitor é a rotagdo pelo arco de 27"
em torno do baricentro do tridngulo, como na Figura
13. Por conveniéncia, sempre que nos referirmos a uma
rotacao, ela sera feita no sentido anti-horério e em torno
do baricentro do triangulo.

c A B c

Figura 13: Um tridngulo equilétero rotacionado em 27"

Observe que o mesmo resultado poderia ser obtido
se fizéssemos uma rotacgdo de ST" =2+ %’T Contudo,
o que é do nosso interesse aqui é a comparagdo entre
as posi¢des inicial e final do modelo. De modo que
dizemos que é equivalente fazer uma rotagdo de ST" ou
uma rotagéo de 27"

O leitor ja deve ter percebido que outras duas rota-
¢oes fazem ainda que o modelo se sobreponha ao de-
senho. A saber, tais rotacdes pelos arcos de 47” e 2.
Observe, contudo, que a rotagdo de 27 gera 0 mesmo
resultado que ndo fazer rotagdo nenhuma e indicaremos
esta rotagao por e.

Um movimento de natureza distinta da rotagdo que
podemos fazer com o modelo de modo a sobrep6-lo ao
desenho do tridngulo equildtero é uma reflexdo como
na Figura 14.

c e A A o C

Figura 14: Um triangulo refletido em torno do eixo e;.

Aqui, novamente, 0 que nos interessa é a compara-
¢do entre os estados inicial e final do tridngulo. Nao
estamos nos importando com o processo que faz a re-
flexdo e sim em como ela atua sobre o modelo. Existem
ainda mais dois eixos em torno dos quais podemos re-
fletir o modelo de modo que ele se sobreponha ao de-
senho feito no papel. Esses eixos sdo os eixos e] e e3
mostrados na Figura 15.

o ~4

Figura 15: Tridangulo com os eixos ey, ¢; € e3.

Todos os movimentos que comentamos logo acima
sdo chamados de simetrias do tridngulo. Deve ficar bem
claro que ao efetuar as rotagdes e as reflexdes estamos
apenas movendo o modelo. Nao estamos deformando-
0, no sentido de que nédo estamos ampliando-o, cortando-
o ou esticando-o, por exemplo. Em resumo, entdo, en-
contramos seis simetrias do tridngulo. Listamos a se-
guir quais sdo e uma comparacgdo da posicdo inicial e
final do tridngulo em cada caso. Quando dizemos que
“o vértice A é levado no vértice B”, isto significa que a
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posicdo do vértice A apds a movimentagdo é aquela que Sendo assim, ao efetuarmos Rz R; obtemos R3 que
3

originalmente era do vértice B. também é uma simetria do tridangulo conforme ja havia-
mos pontuado.

Compare a Figura 16, com a Figura 17, onde aplica-
mos sobre o tridngulo somente a movimentagao R3, que
gera o mesmo resultado que a composi¢ao R%an.

e Reflexdo em torno de e1; que denotaremos por R;.
Aqui, temos que, apds reflexdo, o vértice A é le-
vado em si mesmo; o vértice B é levado no vértice
C; e o vértice C é levado no vértice B.

o Reflexdo em torno de ep; que denotaremos por Rj.
Neste caso, temos que, apds a reflexdo, o vértice
A é levado no vértice C; o vértice B é levado no
vértice B; e o vértice C é levado no vértice A.

Ry

B o e a4 P “p
e Reflexdo em torno de e3; que denotaremos por Rj.

Agora, temos que, apés aplicarmos a reflexdo, o
vértice A é levado no vértice B; o vértice B é le-
vado no vértice A; e o vértice C é levado em si
mesmo.

Figura 17: Ilustragdo da movimentac¢do R3.

Tabela 1: Tabela de Multiplicagdo do Grupo Sx.

e Rotagdo de 27t rad ou de 0 rad; que denotaremos

por e. Aqui temos que o tridngulo permanece inal- ‘ ' H ¢ ‘R%” ‘ R%” ‘ Ry ‘ Ry ‘ Rs ‘

terado apos a rotagdo, isto é, o vértice A é levado e e Rar | Raxr | Ry Ry R3
no vértice A; o vértice B no vértice B; e o vértice C Rax || Rax | R ; e3 R; | Ry R,
também é levado em si préprio. R % R% e3 R%n R &K | R
e Rotagao de £ rad; que denotaremos por R2n Agora Rq Ri | Ry | R3 e R%ﬂ R%ﬂ
temos que, aphcando a rotacdo, o vértice A é le- Ry Ry Rj3 Ry R%ﬂ e R%ﬂ
vado no vértice B; o vértice B no vértice C; e o R3 Rj3 Ry R, RZT” R%n e

vértice C é levado no vértice A. Como mostrado
na Figura 13.
Como um segundo exemplo vejamos a composicdo
e Rotacdo de # rad; que denotaremos por R4ﬂ Neste R, R, resulta em RZ-( Acompanhe esta composicdo na
caso, temos que, ap6s a rotagao, o vértice Aéle- Figura 18. Comparando o resultado da composigdo
vado no vértice C; o vértice B no vértice A; e o
vértice C é levado no vértice B.

Feita essa andlise, é natural que se pergunte se ao

€1

efetuarmos a composicao de simetrias, isto €, ao fazer- Ry R A

mos um movimento ap6s o outro, ainda obteremos uma P Pl T
das simetrias listadas. Vejamos o exemplo da composi- e A ¢
¢do RZTH Ri. Sempre efetuaremos as composi¢des da di-

reita para a esquerda, como ja fizemos com as permuta- Figura 18: Tlustragdo da composicdo R1Rp = RTH

¢Oes. Portanto, nesse caso, primeiro fazemos a reflexao

em torno de ¢, para s6 entdo aplicarmos a rotacdo Rzx.
3

Observe na Figura 16 como fica a composic¢do dos dois mostrado na Figura 18 com o da Figura 19, vemos que

movimentos. a aplicacdo do movimento R%n sobre o tridngulo gera o
mesmo resultado que a composi¢ao RiR;
B c A
i B A
(] €1 ‘
R, - Ry e
Rs
P R R S Ee— 24 of o = P
e e "4 B e C

Figura 16: Ilustracao da composicdo R2x R; = Rs.
’ Figura 19: Ilustracdo aplicacdo do movimento RTH
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Nos dois exemplos que vimos, ambas as composi-
¢Oes de simetrias resultaram em uma simetria do trian-
gulo equilatero. Isso, de fato, sempre acontece, como
podemos comprovar na tabela de multiplicacio ! a se-
guir.

Na verdade, com a tabela feita, podemos facilmente
verificar que o conjunto Sp das simetrias de um trian-

gulo equilatero, isto é, Sp = {e,RzTn,R%n,Rl,Rz, R3},
munido da operacdo de composicdo de fungdes é um
grupo. De fato, temos que o conjunto é fechado pela
operagao que definimos; ademais, a composi¢do de fun-
¢Oes é associativa; além disso, observe que existe um

!Uma tabela de multiplicagio consiste em uma espécie de tabu-
ada de uma determinada operacao efetuada com os elementos de um
certo conjunto.

elemento neutro, que é a rotagdo por O rad; e, ainda,
cada elemento possui um inverso. A saber: cada uma
das reflexdes Rq, Ry, R3 é a inversa de si propria, ja que
Ri1R1 =e¢, RyRy = e e R3R3 = e e, ainda, ee = ¢ (6bvio),
RZnR47[ = R47TR27r = R67r = Rzn = e.

Quando hstamos as sunetrlas do triangulo e com-
paramos as posic¢oes inicial e final ap6s a aplicagdo de
cada um dos movimentos correpondentes, o leitor deve
ter suspeitado de estar lendo algo familiar. Se anali-
sarmos mais detidamente o que ocorre com os vértices
do triangulo, podemos ver que é muito similar as per-
mutagdes que ja estudamos anteriormente e isso é, de
fato, verdade. Podemos usar a notagdo de permutagdo
para associar a cada um dos elementos de S, uma per-
mutagdo dos vértices do tridngulo equilatero. Levando
em conta que, na posicdo inicial, a sequéncia dos vér-
tices no sentido anti-horario seja ABC, tal qual na Fi-
gura 12 temos que e pode ser associado a permutagdo

A B C <
< A B C> , onde e representa a rotagdo de de 0 rad

em torno do baricentro do tridngulo ABC. De modo
que as rotacgoes descritas anteriormente podem ser iden-
tificadas naturalmente por permutagdes como a seguir:

e A rotagdo por 0 rad, que denotamos por ¢ esta as-
sociada a permutacdo identidade, como acabamos
de mencionar;

e A rotagdo R 2z em torno do baricentro do trian-

. iy A B C
gulo pode ser identificada como < B C A) ;

Uma tabela de multiplicagio consiste em uma espécie de tabu-
ada de uma determinada operacdo efetuada com os elementos de um
certo conjunto.

e A rotacdo de R iz pode ser identificada com a per-

mutaéoABC
9%\ \c 4 B)"

De modo similar, podemos identificar as reflexdes em
torno de cada um dos eixos ej, e, e e3 com uma permu-
tagdo da seguinte forma:

e A reflexdo Ry, pode ser associada a
A B C).
A C B)

o A reflexdo R, em torno do eixo e, pode ser iden-

a permutagdo

. . (A B C\.
tificada com a permutagao ( C B A) ;

e A reflexdo Rz pode ser associada a permutagao
A B C
(B A C) '

Portanto, de acordo com o que foi exposto acima,
vemos que o grupo de simetrias do tridngulo equiladtero
tem uma relagdo muito estreita com o grupo de permu-
tagdo de um conjunto de trés elementos. Vamos agora
reinterpretar as composicoes R 2z Rq e R1R; que fizemos
anteriormente usando a nota¢do de permutacdo. Pelo
que foi listado acima temos que a composigdo R%n Ry
pode ser entedida como a composicdo das permutagdes

A B C A B C .
B C A e A C B ,Comoasegmr.

A B C\(fA B C\ (A B C (3.1)
B C AJ\A C B) \B A C/}° '
Note que a permutacdo que obtivemos é aquela as-
sociada a simetria R3 e sabemos que R o Ri = R;.
Ja a composicao RiR; do ponto de vista das permu-

tagdes dos vértices do tridngulo, corresponde a compo-
sicdo mostrada em 3.2.

(A B C>(A B C>:<A B C> (32)
A C B)\C B A B C A)° '
Observe que obtemos como resultado a permutagéo cor-
respondente a simetria R%ﬂ. Comprovando que analisar
as simetrias do ponto de vista de permutagdes é real-
mente eficaz.

Podemos ainda escrever o grupo de simetrias de um
tridngulo de um outro modo que nos permite fazer al-
gumas generalizagdes mais facilmente. Para isso, va-
mos tomar a = R%n e b = Ry e usaremos e como 0O

elemento neutro, como ja viemos fazendo ao longo do
texto. Assim, temos que
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a2 = Rug ,
Ll3 = e,

ba = Rz,
ab = R3,
o= e

As igualdades acima mostram que para obter cada
um dos elementos de S, é suficiente que se faga com-
posicoes adequadas da rotagdo Ryx e da reflexdo Ry en-

3

tre si e consigo mesmas. Além disso, essas mesmas
igualdades mostram que, levando em conta a relagdo
vista anteriormente entre as simetrias de um tridngulo
equildtero e o grupo Sy, grupo das permutagdes de um
conjunto X = {A,B,C}, todos os elementos de Sx po-
dem ser obtidas por meio de composi¢des adequadas

de A B C e A B C jA que estas permuta-
B C A A c B)RA P
¢Oes foram identificadas com as simetrias RZTH e Ry, res-

pectivamente. A nova notacdo permite ainda que confir-
memos a estreita relacdo existente entre os dois grupos
sobre os quais estamos discursando nos tltimos para-
grafos. Nesta nova notagdo, a tabela de composicdo das
simetrias do tridngulo e das permutagdes dos elemen-
tos do conjunto T, como mostra a Tabela 2, sdo iguais!

Tabela 2: Tabua de multiplicagdo de Sp em nova nota-
cao.

| - llelafa ]| b |ab]ab]
e e a | a2 | b | ab | 4%

a a | a2 e |ab |ad®b ]| b

a2 a2 e a aZb b ab
b b | a%b | ab e a2 a

ab || ab | b | 4% e | a2

b || a?b | ab | b | a2 | a e

Observacdo 3.3. Atente para o fato de que a operagdo
neste grupo ndo é comutativa isto é se x e y sdo ele-
mentos de Sp, em geral, xy # yx. Para constatar isso,
observe a tdbua de multiplicacdo acima e observe que,
por exemplo, ab # ba.

Note que a cada simetria do tridngulo corresponde
uma permutacdo do conjunto Sx, em que X = {A,B,C}.
Sendo assim, uma func¢do que a cada simetria do trian-
gulo associa uma permutac¢do em Sx é uma fungdo inje-
tiva, ja que cada simetria é levada na tinica permutagéo
que determina. Sabemos da Andlise Combinatéria que
Sx tem 6 elementos e a funcdo é injetora. Portanto, exis-
tem, no mdximo, seis simetrias do tridngulo e exibimos
seis delas. Vemos, assim, que o grupo de simetrias do
tridngulo tem exatamente seis elementos. Esse grupo
também é conhecido como grupo diedral de ordem 6 e
é chamado de Dg.

Vamos agora analisar o grupo de simetrias de um
quadrado com a operagdo de composicao de fungdes —
que serd denotado por S — e tracar um paralelo com
0 que acabamos de ver sobre o grupo de simetrias do
triangulo equildtero. Para o que segue, vamos tomar
por base a Figura 20.

dy v dy

h

Figura 20: Um quadrado e seus eixos de simetria.

Observe que o quadrado possui algumas simetrias,
a seguir listaremos cada uma delas ja identificando cada
uma delas como uma permutacdo dos vértices, a exem-
plo do que foi feito com as simetrias do tridngulo.

o Reflexdo em torno da reta di; que denotaremos
por R;. Em termos de permutacdo, essa simetria
age do seguinte modo sobre os vértices do qua-

drado:
A B C D).
A D C B)’

o Reflexdo em torno da reta dy; que denotaremos
por Ry. Em termos de permutacgdo, essa sime-
tria tem o seguinte efeito sobre os vértices do qua-

drado:
A B C D\,
C B A D)’

e Reflexdo em torno da reta ; que denotaremos por
Ry. Em termos de permutacdo, essa simetria al-
tera as posigdes dos vértices como segue:

A B C D)\,
D C B A)’
o Reflexdo em torno da reta v; que denotaremos por

Ry. Em termos de permutacdo, essa simetria al-
tera as posigdes dos vértices do quadrado do se-

guinte modo:
A B C D)\
B A D C)’
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e Rotacdo de 7 rad em torno do centro do quadrado
no sentido anti-horario; que denotaremos por R%r.
Em termos de permutacdo, essa simetria age do
seguinte modo sobre as posi¢des dos vértices:

A B C D).

B C D A)’
e Rotagdo de 77 rad em torno do centro do quadrado
no sentido anti-horério; que denotaremos por Ry.

Em termos de permutacédo, essa simetria altera as
posi¢des dos vértices como segue:

A B C D).
C D A B)’
e Rotagdo de %' rad em torno do centro do qua-

drado no sentido anti-horario; que denotaremos
por Rsz. Em termos de permutagdo, essa sime-
2

tria altera as posi¢des dos vértices da seguinte ma-

neira:
A B C D).
D A B C)’

e Rotagdo de 27t rad ou 0 rad em torno do centro
do quadrado no sentido anti-horario; que denota-
remos por e. Esta simetria ndo altera as posicdes
dos vértices. De modo que, em termos de permu-
tacdo ficamos com:

A B C D
(5 con)

Sabemos que existem 24 permutag¢des possiveis para
os elementos do conjunto V = {A,B,C,D}. Note, po-
rém, que relacionamos apenas oito delas com as sime-
trias do quadrado. A permutagdo (A B C D)

B C D A)
por exemplo, ndo representa uma simetria do quadrado
ABCD, pois ela, altera a posigdo relativa entre os vérti-
ces do poligono. Para entender melhor, observe que
em nenhuma das permutac¢des que fizemos correspon-
der uma simetria o vértice D aparece entre os vértices
A e B, o que ocorre na permutacdo que acabamos de
citar. Deixamos a cargo do do leitor encontrar as outras
15 permutagdes que ndo representam uma simetria do
quadrado.

De modo totalmente andlogo ao que fizemos para as
simetrias do tridngulo equildtero, podemos mostrar que
e,Rg,RmRsTn,Rl,Rz,Rh,RU} com
seus elementos definidos como fizemos anteriormente
com a operagdo de composicdo de fungdes é um grupo.
Esse grupo é também conhecido como grupo diedral de
ordem 8 e é denotado por Dg.

o conjunto S =

Vamos exemplificaf algumas operagdes com elemen-
tos do grupo de simetria do quadrado. Por exemplo,
podemos verificar que R1Ry = R377-[. Podemos fazer isso

usando um recurso geométrico como na Figura 21.

@ v &b b d v @

Figura 21: Ilustracdo da composigdo R1Ry = R3771

ou entdo via permutagdes como a seguir. Lembre-se
de que a composicdo é sempre feita da direita para a
esquerda, isto é, primeiro efetuamos Ry e aplicamos R
ao resultado obtido. Desse modo, teremos que

A B C D\(A B C D\ _ (A B C D
ADc B)\BADCT\DaB c)
(3.3)

Vamos determinar também a composicdo R,R1, por

meio de permutagoes.

A B C D\(A B CD\ (ABCD
B ADCJ)\ADCB) \BcCcD A)
(3.4)

0 que nos diz que RyR; = Ryz. Se utilizarmos um re-
curso geométrico, teremos o que mostra a Figura 22.

Figura 22: Ilustracdo da composicdo RyR; = Rz

Na Tabela 3 a seguir estdo todas as possiveis compo-
si¢des das simetrias de um quadrado.

A exemplo do que foi feito com o grupo de sime-
trias do tridngulo equildtero, existe uma outra forma
de representar o grupo de simetrias do quadrado que
permite uma maior facilidade para deduzir certas gene-
ralizagdes. Para isso, vamos fazer a = Rz e b=Rie
indicaremos o elemento neutro por ¢, como ja é costume.
O leitor pode verificar facilmente que por meio de com-
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posigdes adequadas de Rz e Ry pode-se obter qualquer
um dos elementos de Sp, como vemos nas igualdades
abaixo.

2 = R
B = Rix
2
at = e
¥ o= e
ab = Ry
?b = R,
b = R,
ba = R,=2a’b

Nessa nova notagao, a tabela de composig¢des fica como
mostrado na Tabela 4.

Toda a discussdo que fizemos nesta se¢do pode ser
reinterpretada do seguinte modo: seja Sx tal qual defi-
nimos anteriormente. Note que o conjunto Sx é consti-
tuido por todas as permuta¢des dos elementos do con-
junto X = {A,B,C}. Além disso, Sx, munido da ope-
ragdo de composicdo de fungdes, constitui um grupo
como vimos anteriormente. Seja ainda ¢ : S — Sx. As-
sim, se tomarmos a e b elementos de Sy, teremos que se
verifica a igualdade ¢(ab) = ¢(a)¢p(b), desde que defi-

amosgi) = (4 & SYea(rg) = (3 £ 5)

Vamos revisitar as igualdades em (3.1) e (3.2) tendo em
vista a fungdo ¢ que acabamos de definir. Assim, temos
de (3.1)

A B C\ (A B C\(ABC
‘P<R2¥R1):<B A C>:<B C A><A C B>'

e

(g c i) (i ’ §)=¢(R@)¢<R1>-

Mostrando que

¢ (RypRi) = (R ) p(Ry)

Ja da igualdade (3.2) podemos inferir que

ok = (5 & 5)=(4 ¢ 5)(C 5 4):

e, também,

Mostrando que
$(R1R2) = ¢(R1)$(Rz)

Analogamente ao que fizemos acima, podemos tam-
bém reinterpretar as equacdes (3.3) e (3.4) do quadrado.
Para tanto, tome 7 : S — Q, onde

o_{(A B C D) (ABCD
“1\4 D c B)'\C B A D)’
A B CD\ (A BCTD
D CB A)’\B A D C)’
A B C D\ (A BCTD
B C D A)’\C D A B)’
A B C D\ (A BCTD
D A B C)'\A B C D)

Note que em Q ndo estdo todos os elementos do con-
junto Sy, onde V = {A,B,C,D}. Contudo, as permu-
tagdes que estdo em ( constituem um subgrupo do
conjunto de todas as permutagdes dos elementos de V.

Agora, definamos T(R1) = (i g g l;) eT(Rg) =

A B C D
B C D A)

De modo que da a equagédo (3.3) temos

A B C D\ (A B C D\fA B C D
D A B C) \A D C B B A D C)°
Podemos concluir, entdo, que T(R1Ry) = 7(R1)T(Ry).
Ja da equacgao (3.4) deduzimos que

A B C D\ (A B C D\(A B C D
Gepa)-Gand@Eocs)
ou seja, temos que T(RyR1) = 7T(Ry)T(R1). Fungdes
com uma peculiaridade tdo interessante como as fun-
¢des que definimos logo acima ndo sdo uma feliz coinci-
déncia. As fung¢des com a propriedade de que ¢(ab) =

¢(a)p(b) sdo chamadas de homomorfismos e ndo serdo
abordadas aqui além de sua definigéo.

Definigdo 3.3. Sejam G e G’ grupos. Uma fungéo ¢ de G
em G’ é dita um homomorfismo se para todos a,b € G,

¢(ab) = ¢(a)¢(b).

Observacio 3.4. Se a fungdo ¢ da Defini¢do 3.3 for bi-
jetiva, dizemos que ¢ é um isomorfismo de G em G’ e
dizemos que G e G’ sdo isomorfos.

Uma das maneira de ver que dois grupos sdo iso-
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Tabela 3: Tabela de Multiplicagao de So.

e R% R | R 3 Ry Ry, R, Ry
e e R% R | R e R4 Ry, R, Ry
R 1 R 1 Rr | R o e Ry, R, Ry R4
R R | R 3 e R x R, Ry R4 Ry,
R i R 3 e R 1 Ry | Ry R4 Ry R,
Ry Rq Ry R, Ry, e R 3 R: | R 1
Ry, Ry, R4 Ry R, | R 1 e R i R
R, R, Ry, R4 Ry | R | R 1 e R i
Ry Ry R, Ry, R; | R i Rr | R 1 e
Tabela 4: Tabela de Multiplicacdo de Sp; em nova notacéo.
e a | a®> | a® | b | ab | a?b | a%b
e e a | a®> | a® | b | ab | a®b | %D
a a a* a’ e ab | a®b | a®b | b
a? a° a3 e a | a®b |ab ]| b ab
a’ a° e a a> | a°b | b ab | a®b
b b | a%b | a®b | ab e a® | a? a
ab || ab | b [ a®b | a?b | a e | a a?
a’b || a®b | ab b | a’b | a® a e a°
a’b || ab | a®b | ab b a’ a* a e

morfos é verificar que suas tdbuas de multiplicagdo sdo
iguais. Assim como fizemos anteriormente para os gru-
pos de simetria do tridngulo e para o grupo de permu-
tagoes de {A,B,C} e para o grupo de simetrias do qua-
drado e do conjunto {A,B,C,D}.

4 Aplicacao no Ensino Médio

Nesta secdo, apresentamos um plano de aula que trata-
se de uma sugestdo de aplicagdo dos grupos de sime-
tria do tridngulo e do quadrado vistos neste trabalho,
nos valendo dos conceitos de isomorfismo de grupos.
O principal objetivo é fazer com que os alunos perce-
bam a relacdo entre as simetrias desses poligonos com

as permutacdes dos elementos que identificam seus vér-
tices de modo a motivar a definicdo de grupo e permitir
que eles criem, a partir de sua experiéncia escolar, seus
proprios exemplos de grupos.

4.1 Grupos de Simetria no Ensino Médio

1. Objetivos:

e Apresentar os grupos de simetrias do trian-
gulo equilatero e do quadrado;

e Fazer com que o aluno perceba as relacdes
entre os grupos de simetria e os de permuta-
cao.
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2. Recursos:

Folhas de papel com um desenho de um tri-
angulo equilatero com os vértices identifica-
dos;

Modelos de cartolina de um triangulo idén-
tico aquele desenhado no papel com os vérti-
ces identificados em frente e verso;

Folhas com um desenho de um quadrado
com os vértices identificados;

Modelos de cartolina de um quadrado idén-
tico aquele desenhado no papel com os vérti-
ces identificados em frente e verso;

Um modelo de cartolina de um triangulo equi-
latero com seus vértices identificados em frente
e verso em tamanho grande;

Um modelo de cartolina de um quadrado
com seus vértices identificados em frente e
verso em tamanho grande;

Quadro negro e giz.

3. Duracao:

Quatro a seis aulas;

4. Metodologia:

Primeiro momento:

— Solicitar aos alunos que listem todas as
permutacdes do conjunto X = {A,B,C};

— Pedir aos alunos que posicionem o mo-
delo de cartolina sobre a folha com o de-
senho do tridngulo de modo a fazer cor-
responder os mesmos vértices do tridn-
gulo da folha com os do modelo de car-
tolina;

- Solicitar que fagam movimentos com o
modelo de cartolina do tridngulo de modo
a sobrepd-lo ao tridngulo desenhado na
folha e que comparem a posicdo origi-
nal com a posi¢do obtida a cada movi-
mento. Deve-se voltar a posi¢do original
ap6s cada movimento. O professor pode
auxiliar nesse passo utilizando o modelo
em tamanho grande;

— Pedir que associem cada permutacdo do
conjunto X com um dos movimentos fei-
tos no passo anterior;

— Comparar a quantidade simetrias encon-
tradas com a de permutag¢des dos elemen-
tos de X;

- Explicar que a associagdo feita foi uma
fun¢do do conjunto do grupo de sime-
trias do tridngulo no conjunto de permu-
ta¢des do conjunto X;

— Solicitar que classifiquem esta funcdo quanto
a injetividade e quanto a sobrejetividade.
Caso ndo consigam, fazé-lo;

— Fazer o aluno perceber que toda simetria
foi associada a uma permutagdo de X.

e Segundo momento:

— Perguntar aos alunos se os movimentos
feitos com o tridngulo podem ser desfei-
tos de modo a retornar o tridngulo a sua
posicao original;

— Perguntar aos alunos se algum dos mo-
vimentos deixa as posi¢des dos vértices
do tridngulo inalterada;

— Solicitar aos alunos que componham al-
guns movimentos se o resultado obtido
pode ser obtido por apenas um movimento;

— Escolher trés das simetrias do tridngulo
e fazer com que os alunos percebam que
esta a operacdo de composicdo de sime-
trias é associativa;

— Perguntar aos alunos se conhecem ou-
tros conjuntos que tém essas mesmas pro-
priedades. Caso ndo conhegam exempli-
ficar alguns;

e Terceiro momento:

— Solicitar aos alunos que listem todas as
permutagdes do conjunto Y = {A,B,C,D}

— Pedir aos alunos que posicionem o mo-
delo de cartolina sobre a folha com o
desenho do quadrado de modo a fazer
corresponder os mesmos vértices do qua-
drado da folha com os do modelo de car-
tolina;

— Solicitar que facam movimentos com o
modelo de cartolina do quadrado de modo
a sobrepd-lo ao quadrado desenhado na
folha e que comparem a posicdo original
com a posigdo obtida a cada movimento.
Deve-se voltar a posicdo original apds a
cada movimento. O professor pode auxi-
liar nesse passo utilizando o modelo em
tamanho grande;

- Listadas as permutagdes, solicitar que usando
0 modelo fagam movimentos com o mo-
delo de cartolina do quadrado de modo
a sobrepo6-lo ao quadrado desenhado na
folha e que comparem as posi¢des dos
vértices antes e depois dos movimentos
aplicados e que registrem cada um deles;

— Pedir que associem cada permutacdo do
conjunto Y com um dos movimentos fei-
tos no passo anterior;
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— Comparar a quantidade de simetrais en-
contradas com a quantidade de permu-
tagdes dos elementos de Y;

— Explicar que a associacdo feita foi uma
fungdo do conjunto do grupo de sime-
trias do tridngulo no conjunto de permu-
tagdes do conjunto Y;

— Solicitar que classifiquem esta funcdo quanto
a injetividade e quanto a sobrejetividade;

— Perguntar aos alunos o porqué de algu-
mas permutagdes do conjunto Y ndo es-
tdo associadas a nenhum dos movimen-
tos feitos. Caso ndo percebam, explicar o
motivo.

e Quarto momento:

— Perguntar aos alunos se os movimentos
feitos com o quadrado podem ser desfei-
tos de modo a retornar o tridngulo a sua
posigdo original;

— Perguntar aos alunos se algum dos mo-
vimentos deixa as posi¢des iniciais dos
vértices do quadrado inalterada com re-
lagdo a posigdo originial;

— Solicitar aos alunos que componham al-
guns movimentos e verifiquem se o re-
sultado obtido pode ser obtido por ape-
nas um movimento;

— Deixar que os alunos escolham trés das
simetrias do quadrado e fazer com que
os alunos percebam que esta operagdo
de composigdo de simetrias é associativa;

— Perguntar aos alunos se conhecem ou-
tros conjuntos que tém essas mesmas pro-
priedades. Caso ndo conhecam exempli-
ficar alguns;

5 Conclusoes

Acreditamos que a abordagem que fizemos nestre tra-
balho possa despertar alunos e professores para um
carater mais contemplativo da Matematica, j4 que, de
modo geral, o racicinio abstrato tem sido deixado de
lado em detrimento de um treinamento que estimulam
ideias meramente calcadas no pragmatismo. A abstra-
¢do de idéias que o método matemadtico proporciona
pode ser uma via de passagem para aqueles que dese-
jam entender como a formulagdo de hipoteses sobre si-
tuagdes aparentemente corriqueiras, como o embaralha-
mento de quatro cartas de um baralho, podem desenca-
dear a conjectura de resultados muito mais profundos
e gerais.

Uma das principais caracteristicas da Matematica é
seu poder de abstragdo e generalizacdo; e esse poder

manifesta-se muito claramente na Algebra. Acredita-
mos que este pequeno vislumbre sobre a Matemética
desperte o interesse em um maior aprofundamento te6-
rico por parte dos estudantes que tomem conhecimento
desse trabalho, principalmente em concluintes do En-
sino Médio.

Temos plena consciéncia de que uma abordagem tal
qual foi feita ao longo destas pédginas seja inviadvel para
uma aplicagdo direta em sala de aula. Contudo, com
pequenas adaptagdes, estes temas podem ser incluidos
em debates sobre os temas curriculares no Ensino Mé-
dio ou mesmo em um curso extra-classe de curta du-
ragdo. E acreditamos que a sugestdo de aplicagdo em
sala de aula pode servir como um pequeno passo na
direcdo de instigar os alunos a fazerem suas préprias
generalizagoes.
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