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Resumo

Pretende-se com este trabalho introduzir alguns resultados importantes sobre estabilidade de solugdes de equagdes diferenciais
ordindrias autonomas e utilizd-los no estudo de estabilidade de um modelo matemdtico do controle biolégico de pragas da broca da
cana.
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Abstract
The aim of this work is to introduce some important results on stability of solutions of autonomous ordinary differential equations

and use them in the stability study of a mathematical model of the biological pest control of the sugarcane borer.
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1 Introducao

As equagdes diferenciais ordindrias (EDO) sdo indis-
penséaveis na modelagem de fendmenos presentes nas
mais diversas dreas do conhecimento, em que o tempo
deve ser admitido como grandeza continua. A andlise
dos modelos depende de dados coletados de maneira
experimental e que, portanto, estdo sujeitos a erros de
medicdo ou coleta, por exemplo.

Particularmente espera-se que as solugdes de uma
EDO possam auxiliar no entendimento do fenémeno
em estudo, apesar de pequenas perturbacdes nos da-
dos experimentais. Porém determinar explicitamente as
solugdes de qualquer equagdo diferencial é uma tarefa
drdua devido a alta complexidade da maior parte das
equacoes diferenciais envolvidas no processo de modela-
gem. Portanto o estudo de propriedades qualitativas de
solucdes de equacgoes diferenciais tem um papel funda-
mental no desenvolvimento desta anélise. Um fendmeno
qualitativo de grande interesse é a nogdo de estabilidade
de uma certa solugdo de uma equagdo diferencial, a qual
serd discutida neste trabalho.

Na proxima secdo serdo desenvolvidos alguns resul-
tados para sistema autdbnomos com respeito a estabili-
dade. Na secdo 3 serd apresentado um modelo matemd-
tico do controle biolégico de pragas da broca da cana,
baseado na referéncia [RAFIKOV, 2012] e analisada a
estabilidade de seus pontos de equilibrio. Também serdo
apresentadas algumas consideracdes e sugestdes sobre o
trabalho docente com modelos biolégicos na Educagao
Bésica.

2 Fatos bésicos

Seja F : D — R" uma fungdo continua num aberto

D C R x IR" e admita que suas derivadas parciais FP
Xi
com i = 1,2,...,n existam e também sejam continuas em
D. Uma equagéo diferencial de primeira ordem é dada

pela relagao

X' = F(t,X), (1)
em que X(t) = (x1(t),...xn(t)) é a fungdo incognita.
Um sistema linear homogéneo de primeira ordem
pode ser escrito na forma:

xy(t) = ap () x1(t) +ap(t)x2(t) + ... + a1, (£)xu (t)

xh(8) = a1 (£)x1 (£) + am (£)x2(t) + ... + a2, (£) x5 (£)

2 (8) = ay ()21 (8) + ana ()2 (£) + . + ann(t)xn(t()z,)

onde g4;; s@o fungdes continuas definidas em algum in-
tervalo [ da retareal, i = 1,2,...n.

Quando as fungdes a;; sdo constantes o sistema (2)
em nota¢do matricial, pode ser representado por:

X' = AX 3)
apy 41 .. A1y x1(t)

ap1 A2 .. Ay x2(t) .

com A = e X = . matri-
Ayl Ay .. App Xy (1)

zes em M, e M, respectivamente.

Dada uma condicdo inicial (tp,xy) € R, a exis-
téncia e a unicidade de solugdo da equacdo (3) estdo
garantidas pelas hipoéteses feitas acerca da fung¢do F no
inicio da se¢do. Denotaremos por v (t,t0,x0) a solugdo de
(3) que em t( vale xy.

Uma solugdo 7y(t,tg,xg) de (2) é chamada de estavel
se dado € > 0 existir § > 0 tal que se ||xg — Xp|| <
4 entdo ||y(tto,x0) — v(tto,X0)|| < € para t > ty. Se
v(t,tp,x0) for estavel e existir « > 0 tal que se ||xg —
Xo|| < aentdo ||y (tto,x0) — v(tto,X0)|| — 0 quando t —
oo entdo a solucdo serd chamada de assintoticamente
estavel. Caso uma solugdo néo seja estavel, dizemos que
ela é instavel.

Os pontos X € R" tais que AX = 0 sdo chamados de
pontos de equilibrio da equagdo (3). Para estudar a estabili-
dade da equagdo (3), basta que analisemos a estabilidade
dos pontos X, veja a referéncia [BRAUN, 1979].

A estabilidade da equagdo (3) é determinada pela
andlise dos autovalores da matriz A. Para demonstrar-
mos este resultado, usaremos o lema abaixo, cuja prova
pode ser encontrada em [BARREIRA, 2012].

Lema 1: Suponha que a matriz A € M, possua
apenas autovalores com parte real negativa; entdo devem
existir constantes k,a > 0 tais que para t > 0

||€AtH < ke
A(X
com a norma ||A|| = sup Al definida a partir de
w0 X
qualquer norma ||.|| em R".

Teorema 1: A solugdo de equilibrio X = 0 da equa-
¢do X' = AX linear e homogeénea é:

1. Assintoticamente Estavel se todos os autovalores
de A possuirem parte real negativa;

2. Estavel se todos os autovalores de A possuirem
parte real negativa ou parte real nula e os autova-
lores de parte real nula possuirem multiplicidade
algébrica igual a multiplicidade geométrica;

3. Instavel se pelo menos um dos autovalores tiver
parte real positiva ou se existir algum autovalor
com parte real nula com multiplicidade algébrica
maior que a multiplicidade geométrica.
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Demonstragio. Provemos apenas o item 1. O restante da
demonstragdo pode ser encontrada em [BRAUN, 1979].

Como toda solugao X(t) = (Xi(t),..X,(t))T de (3)
é da forma X(t) = e Xy, seja ¢;j(t) o elemento ij da
matriz e e seja Xo = (1J,....,.x0)T € R"; entdo

Xi(t) = i (£)x] + .. + i (1)) 4)

Suponha que todos os autovalores de A, denomina-
dos Ay, ...A;, possuam parte real negativa, ou seja, que
maxi—1_ ,Re(A;) < 0. Seja —ay = max;—y,__,Re(A;) o
valor da maior parte real no conjunto dos autovalores.
Entdo, existem pelo Lema 1, K > 0 e « > 0 tais que
—ay < —a < 0e|¢;j(t)| < Ke™* para todo ¢ > 0. Con-
sequentemente, para todo i = 1,...,n temos

X (5)] = i (£)x7-.. + in ()3
< Ke ™ (|2 + ... +]29))
< Ke™* max{|x],...|x0|} = Ke ™n||Xo|. (5)

Assim,
IX(8) ]| = max{| Xy (£)],...| Xu(£)]} < nKe || Xo|. (6)

Dado € > 0, para garantir || X ()| < € é suficiente

que ocorra || Xp|| < - com t = 0. Neste caso, escolhe-

mos > 0 tal que § < %, de onde || Xp|| < J e portanto,

[|X(t)]| < e. Resulta também que para qualquer condi-
¢do inicial temos || X()|| — 0 quando t — +o0, ou seja,
a solucdo de equilibrio é assintoticamente estavel. [

O estudo de sistemas ndo lineares da forma X' =
F(X) pode ser realizado inicialmente calculando-se os
pontos de equilibrio e em seguida analisando o compor-
tamento préximo a esses pontos. E possivel provar que
o comportamento local do sistema néo linear auténomo
proximo a um ponto de equilibrio hiperbdlico X (isto é,
nenhum autovalor da matriz A = DF(Xj) tem parte real
nula) é qualitativamente determinado pelo comporta-
mento do sistema linear X’ = AX, em que A = DF(X),
proximo a origem. A fun¢do AX = DF(X()X é chamada
de parte linear de F em Xj. Para maiores detalhes veja
o Teorema de Hartman-Grobman na referéncia [PERKO,
1996], por exemplo. A seguir apresentaremos os resulta-
dos sobre sistemas néo lineares autdonomos necessarios
para o desenvolvimento da secdo 3.

Consideremos a equagdo X' = F(X),em que F : U C
R"” — R" é uma fungdo ndo linear e denotemos por X
um ponto de equilibrio.

O lema abaixo, cuja demonstra¢do essencialmente
usa o Polindmio de Taylor, serd fundamental para as
consideracdes que faremos na sequéncia.

Lema 2: Seja F : U C R" — R" uma fungdo com
derivadas parciais de segunda ordem continuas com

respeito a cada uma de suas varidveis xq,X,...,X, € seja
X um ponto qualquer do aberto U (em particular toma-
remos X = X um ponto de equilibrio de F). Entdo, dado
Z = (z1,22,-2n) € R" suficientemente proximo de X,
F(X + Z) pode ser escrita como

F(X+Z)=F(X)+DF(X)Z+G(2),
onde
G(2)
max{|z1|,|z2|,/|zn|}

é uma fungdo continua na varidvel Z e identicamente
nulaseZ=0e

OF (X) 0F (X)
dxq dxy,
DFX)=| s
OF (X) 9F (X)
dxq dxy,

¢ a matriz jacobiana de F calculada no ponto X.

A estabilidade do ponto de equilibrio X é determi-
nada pela anélise da matriz DF(X), nos mesmos moldes
do que fizemos para equagdes lineares. Para provar-
mos isso, assumiremos sem perda de generalidade que
X =0 ¢ a solugao de equilibrio. De fato, para um ponto
X qualquer de equilibrio, considere Z = X — X e por-
tanto X = Z + X. Segue que Z' = F(X) = F(Z + X)
ou ainda Z' = G(Z). Se X é a solugdo de equilibrio de
X" = F(X), isto é, se F(X) = 0 entdo 0 é solugao de
equilibrio de Z’ = G(Z) pois G(0) = F(0 + X) = 0.

Os dois lemas a seguir serdo utilizados na demonstra-
¢do do resultado sobre a estabilidade das equagdes ndo
lineares. Para a demonstracdo, consulte as referéncias
indicadas no final do artigo.

Lema 3: (Férmula da Variagdo das Constantes) Seja
G : R — RY uma fungio continua. Supondo (to,Xp) €
R4 como condigao inicial, a solugido da equagao X' =
AX + G(t) é dada por

t
X(t) = et Xg 4 [ eAt)G(s)ds, com telCR.
fo

Lema 4: (Lema de Gronwall) Sejam u,v : [a,b] — R
fungdes continuas com v(t) > 0 para todo t € [a,b] e seja
c € R. Se

t
u(t) < c+/ u(s)o(s)ds
a
para qualquer t € [a,b], entdo
u(t) < Cefatv(s)ds

para qualquer t € [a,b].

Teorema 2: Considere X’ = F(X) e suponha que F
possua derivadas de segunda ordem continuas. Entdo:
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1. O ponto de equilibrio X de X’ = F(X) é assintoti-
camente estavel se todos os autovalores da matriz

DF(X) possuem parte real negativa;

2. O ponto de equilibrio X de X" = F(X) ¢ instavel se

pelo menos um dos autovalores de DF(X) possuir
parte real positiva.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, vamos supor
que X = 0 seja o ponto de equilibrio de X’ = F(X).
Como X' = AX + G(t) e G é continua, segue do Lema
3ede X(0) = Xp que

t
X(t) = e Xy +/ eAt=5)G(s)ds, t e I C R.
0

Sob as hipéteses assumidas no item 1., ndo somente
[IX(#)]| é limitada para qualquer t como também que
IX(#)|| — 0 quando t — +co. Pela construgdo feita
na demonstragdo do Lema 1 sabemos que, sendo os
autovalores todos negativos, existem K > 0 e k > 0 tais
que

e Xo|| < Ke™™||Xo||, Vt € I

de onde resulta também
|eAE=3)G(1)|| < Ke *E=9)||G(#)|, Vt € L.

Além disso, existe o > 0 tal que
1Xl| <o = GO < X
— 2K )

Portanto, podemos agora escrever para || X|| < o:

t
IXA)] < e Xol +/0 leA¢=*1G (s)]ds

t
1X(0)] < Ke ™)1 Xol| + [ Ke M) G(s) s
X Ke ™| X Cke k=9 K x (61
< - - —5) ___
IX(O < Ke ™1 Xoll + [ Ke™ ) 21X (s) s
it ko[t k(t—s)
IXON < K™ 1Xo ] + 5 [ Ke 071X (s)]|ds.
Multiplicando a equacéo anterior por et segue que
kt kot ks
eI X (1) < KXol + ﬁ/o Ke® || X(s)]|ds

e fazendo Z(t) = e[| X(t)|| a desigualdade acima pode
ser colocada na forma

k ot
Z() < KXol + 5 [ Z(s)ds.
Pelo Lema 4 segue que

Z(t) < K| Xo|le*

e portanto Z(t) = e||X(t)|| < KHX()HE%, ou seja,
—kt % —ky
IX()] < K| Xolle™"e? = K| Xo[le™2",

desde que || X(s)|| < o, 0 < s < t. Mas se || Xo|l =
1X(0)]] < % a desigualdade || X(t)|| < K| Xo|le™** ga-
rante que || X(t)|| < o se verifica para todo t e consequen-
temente ela é verdadeira para todo ¢ se o valor inicial

o
estiver sujeito a || X(0)] < z Neste caso se verifica
também || X(t)|| — 0, quando t — co.

Para a demonstracdo do item 2, consulte [PERKO,

1996]. O

Vale mencionar que o estudo de estabilidade abor-
dado neste trabalho nio é tnico, existem outros métodos
importantes para o estudo de estabilidade de ponto de
equilibrio, por exemplo o uso de uma funcéo auxiliar
apropriada, este método é conhecido como o segundo
método de Liapunov; para maiores detalhes veja as refe-
réncias [BOYCE, 2002] e [PERKO, 1996].

3 Anadlise de Modelo Biolégico

Passamos a descrever nesta secio um modelo de
intera¢do entre a broca da cana-de-agucar e seu parasi-
téide Trichogramma galloi, proposto por [RAFIKOV, 2012].
Introduziremos uma hipétese adicional, de modo a mo-
dificar ligeiramente o modelo original e analisaremos
sua estabilidade usando a teoria apresentada anterior-
mente.

Como primeira hipétese para o modelo, admitiremos
que as principais fases do desenvolvimento da broca da
cana-de-agucar sejam os estdgio de "ovo'e "larval". Ad-
mitiremos também que o controle biolégico da praga é
feito através da introdugdo de um tnico parasitéide (dos
ovos) no ambiente comum, de modo que a interagdo en-
tre eles ndo seja modificada pela presenca de individuos
estranhos.

A taxa de infestagdo dos ovos é suposta proporcio-
nal ao ntimero de encontros entre parasita e hospedeiro.
Neste caso, supondo 7y a taxa de parasitismo e chamando
de x e z respectivamente o ntiimero de individuos ndo
infectados e o nimero de parasitdides, a expressdao ma-
tematica para a taxa de infestagdo é

Yxz. (7)

Usaremos ainda o fato de que o parasitéide adulto
infecta os ovos da praga no inicio de sua vida, de modo
que o parasitismo no tempo ¢ é causado somente pelos
parasitéides que emergiram no tempo t, ou seja,

zZ = 0naXy, (8)

onde J, n1p e x, indicam o niimero de parasitdides que
emergem para cada ovo parasitados, a fracdo de ovos
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parasitados que emergem no tempo t e o ntiimero de
ovos parasitados no tempo t respectivamente.

Seja x1 a populagdo de ovos existentes no instante
t. Supondo um crescimento logistico (com capacidade
de suporte K) com taxa de reproducédo , admitindo a
hipotese (7) e notando que m; e n; indicam as taxas
de mortalidade desta populagdo e a fragdo de ovos que
emergem no tempo t, a variacdo de x; em relacdo ao
tempo t é dada por

dX1

X
== B (1 — fl) X1 — myxq — nixy — yxiz. . (9)

Seja agora x; a populagdo de ovos parasitados no
instante t. Novamente admitindo (7) e supondo z o
nimero de parasitas adultos no ambiente, temos para a
variacdo de xp com relacdo ao tempo:

% = YX1Z — MpXy — H2Xp, (10)
onde as constantes 11, e 1, representam a taxa de morta-
lidade de ovos parasitados e fracdo dos ovos parasitados
que emergem em t respectivamente.

Considere agora x3 a populagdo de larvas no tempo
t. Admitindo m3 como taxa de mortalidade das larvas e
nz como a fragdo da populagdo que atinge o estdgio de
pupa, temos:

% = Nn1Xxq1 — mzXxX3 — n3Xx3. (11)

Modificaremos aqui o modelo original de [RAFIKOV,
2012] admitindo uma infestagdo pela broca da cana-de-
agucar mais resistente, supondo que a taxa de morta-
lidade da broca no estdgio larval observada em uma
infestagdo especifica é na pratica desprezivel, de modo
que todos os ovos atinjam o estagio larval. Das equacdes
9), (10) e (11) (onde m3 = 0 e n3 = 1, pela hipdtese
introduzida), substituindo (8) e tomando « = ydny, po-
demos obter o seguinte sistema (ndo linear) de equagdes
diferenciais para o modelo de interagdo entre a broca da
cana-de-agtcar e seu parasitéide:

d
% = ﬁ (1 — %) X1 —MmX1 —nix1 — &x1Xxp,

B — qxyxp — mpxy — Moy, (12)

dx
TP = mX] — X3.

Observamos que a matriz jacobiana de (12) é dada
por

ﬁ(l—z%)—ml—nl—zxxz —xq 0

] = axo axy —mp—ny 0
n 0 —1

(13)

Os pontos de equilibrio de (12) sdo obtidos através
da resolugdo do sistema algébrico
B(1—F)x1 —mx; —nyx; —axyxp =0,
Yax1xp — mpXxy — npxpy =0, (14)
nixy —x3 =0,
cujas solugdes sdo os pontos

Py = (0,0,0),

PZ - (K(ﬁ —my — nl)lolnl‘BK

B (ﬁ—ml—ﬂl))

e

p_ (Matm B Plmatmny) my+m ni(mg+no)
3 x  w a2K a x '

De fato, por simples inspecao, verifica-se que o ponto
P; = (0,0,0) é solugdo de (14).

Nao hé sentido biolégico supor x; nulo, pois neste
caso, estarfamos admitindo a ndo existéncia da praga.
Portanto, tomemos x; # 0 e x, = 0. Da primeira equa-
¢do de (14), colocando x1 em evidéncia, temos

B1-5) o,

de onde segue que

X1 = I;(ﬂ— nmy —ny).

Como x3 = n1xq, segue imediatamente da equagdo ante-
rior que
mK
x3 =~ (B—my —m).
P

(5B —m1 =)0, (B = my —m))
também é solugao de (14).

Considere x; # 0. Segue entdo (da segunda equagdo
do sistema) que

Portanto, P, =

My + o

o (15)

X1 =
Agora, novamente usando x3 = n1x; e a equagao ante-
rior, temos
X5 = ny(my + ny)
—
Finalmente, substituindo (15) na segunda equagdo de

(14), determinamos xy, de modo que uma terceira solu-

¢do P; é dada por

7 7

po_ (M2t B Blmaytny) mytm ni(ma+n)
3 a w a?K o it '
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Chamamos a atencdo para o fato de que é necessario
garantir que os pontos encontrados ndo sejam negativos;
ou seja, vamos admitir explicitamente que em P,

,3 > mq + nq, (16)

eem P, que

my + "2> . (17)

,B>m1+n1—lB<Im

Passaremos agora a andlise da estabilidade de cada
um dos pontos de equilibrio encontrados.

Substituindo as coordenadas de P; em (13), encon-
tramos

‘B —m —mn 0 0
J(P) = 0 —my—mny 0], (18)

ny 0 -1
cujos autovalores sio Ay = —le Ay =B —m; —nj e
A3 = —my — np. Vemos portanto, que P; serd estével

se B < mj + ny ou seja, se a taxa de reproducdo da
populagdo de ovos for menor que a soma das taxas de
mortalidade e de transformacéo de ovos em larvas.

No caso de P, temos:

—ax 0
J(P2) = 0 axy —mp—ny 0
ny 0 -1

(19)

~lel, = “K(ﬁfﬁmﬁ"l) _

~

cujos autovalores sdo A1 =

(my+mny)eds = —B 4+ mq +ny.
A negatividade de A3 estd garantida por (16); para
A, ser negativo, devemos ter

aK(B —my —ny)
p

— (my+mny) <0,

de onde
(mq + nq)Ka

< .

p Ko +my 4+ ny

Finalmente, substituindo P; em (13), apds as devidas

simplificagdes (usamos aqui o fato de que no sistema

algébrico (14), na segunda das equagdes temos wx; —
my — npy = 0) obtemos

(20)

ﬁ(l—%)—ml—nl—txxz —ax; 0

J(P3) = axo 0
ny 0 -1
(21)
Um dos autovalores é Ay = —1; os demais sao as

raizes da equagdo

220 B(my +”2)A

aK +

<ﬁ _ w — (m —|—n1)> (my+mnp) =0, (22)

que serdo negativas se

my +n
(5—( 2 2)—(m1+n1)>(m2+n2)>0,
aK
ou seja, se
(mq + nq)Ka
- 2
’B>K¢x+m2+n2 (23)

Entdo, usando os resultados da se¢do anterior, segue que
esta solucdo também serd estavel.

Note que ndo podemos garantir a estabilidade si-
multanea dos pontos de equilibrio P, e P; devido as
condigdes (16) e (23). Logo, a andlise dos pontos de
equilibrio estd concluida.

Quando se admite t como variavel discreta as equa-
¢des que descrevem o fendmeno em estudo ndo envol-
vem derivadas; neste caso a criacdo de modelos mate-
maticos para fendmenos simples pode ser desenvolvida
na Educacao Basica, contribuindo para "novo modelo de
educagdo menos alienado e mais comprometido com as
realidades dos individuos e sociedades” [BASSANEZI,
2002].

Dentre multiplas possibilidades para a inser¢do da
modelagem matemética na Educacdo Bésica destaca-se
a vantagem do estudo de fendémenos bioldgicos, pois
alguns destes ao serem modelados de maneira simplista
exigem pouca complexidade matematica e computacio-
nal, apresentam um comportamento muito préoximo ao
observado empiricamente e naturalmente despertam o
interesse dos estudantes. Versdes simples de problemas
como evolugdo de populagoes, propagacgdo de doengas,
eficicia de campanhas de vacinagdo, taxa de mortalidade
infantil e outros podem ser desenvolvidos. Um exemplo
de como é possivel desenvolver o tema "evolugao de
populagdes'na Educagdo Basica pode ser encontrado na
referéncia [MAGRINI, 2013].

4 Conclusoes

Desde a cria¢do do Célculo, sdo intimeras as aplica-
¢Oes e resultados desenvolvidos utilizando as ferramen-
tas deste importante ramo da Matematica. As Equagdes
Diferenciais Ordindrias sdo objetos matematicos funda-
mentais na modelagem de fendmenos fisicos, biolégicos,
ecoldgicos, etc.

Neste trabalho tivemos a oportunidade de enunciar
e provar resultados relevantes sobre o estudo de estabili-
dade de solugdes de equagdes diferenciais auténomas.
O conhecimento sobre o comportamento assintético das
solugdes nos fornece uma boa ideia de como elas se
comportam no futuro, sem a necessidade de exibir a
expressdo destas solugdes. Vimos também a importancia
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de estabelecer resultados para o caso linear, um caso
mais simples mas que abrange diversas aplicacdes, para
elaborarmos um estudo de estabilidade sobre o caso ndo
linear, em uma vizinhanca do ponto de equilibrio.

A aplicacdo envolvida neste trabalho ilustra como
essa ferramenta pode ser ttil no entendimento de um
problema biolégico.

Com este trabalho, esperamos que o leitor tenha
apreciado um pouco desta bela linha de pesquisa e se
aventure aos diversos temas envolvendo as equagdes
diferenciais. Sao intimeras as referéncias - livros e ar-
tigos cientificos - existentes sobre este tema. Também
esperamos que aqueles que sdo professores da Educacio
Bésica se sintam motivados a criar e investigar modelos
matemadticos de fendmenos biol6gicos em suas versdes
discretas com seus alunos.

Finalizamos entdo este trabalho desejando ao leitor
interessado uma 6tima viagem ao mundo da Matema-
tica, especialmente ao das Equagdes Diferenciais.
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