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Resumo

Esse artigo apresentard parte de uma Dissertacido de Mestrado (Profmat, 2014), que buscou auxiliar na melhoria da prdtica
pedagégica do professor de matemdtica, pratica essa que nos iiltimos anos deixou de ser também investigativa e passou a ser
bastante mecanica, isso fica evidente a partir do estudo de Algebra do Ensino Fundamental, sobretudo no tema equagdes do
segundo grai.

Tema este que na maioria dos livros diddticos brasileiros, é abordado sem nenhum contexto histérico, apresentam duas ou trés
técnicas de resolugdo além de que o aluno que ndo consegui com desenvoltura aprender radiciagdo e potenciagio ficard fadado a
nunca conseguir determinar as raizes de tais equacdes, sendo assim este artigo apresentard uma mudanga de varidvel que facilita
a determinagdo das raizes de equagdes do sequndo grau.

Equacées do Segundo Grau: mudanga de varidveis.

Abstract

This article will present part of a Master Thesis (Profmat, 2014), which sought to assist in improving teaching practice math
teacher, this practice in recent years ceased to be investigative and also became quite mechanical, it is evident from the study of
algebra of elementary school, especially the theme quadratic equations.

This theme in most Brazilian textbooks, is approached without any historical context, have two or three solving techniques as well
as the student who was unable to learn with ease root extraction and enhancement will be doomed to never be able to determine
the roots of such equations, therefore this paper will introduce a change of variable that facilitates the determination of the roots of
quadratic equations.

Equation of Second Degree: change of variables.

submissao: 2014-06-30 Aceito: 2015-01-20
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1 Introdugao

As equagdes do segundo grau, sdo estudadas por mate-
maéticos desde a época dos babilonios, egipcios, gregos,
hindus e chineses. Cada um desses povos abordavam
o assunto de um modo diferente, atualmente os livros
didéticos brasileiros ao abordarem esse assunto apre-
sentam uma férmula prética atribuida ao matematico
hindiano Bhaskara.

Historicamente sabemos que existiram diversos mate-
maticos que contribuiram para o desenvolvimento de
formas praticas para investigar as raizes destas equa-
coes.

O presente trabalho apresenta uma substituicdo de va-
ridvel que auxilia na investigacdo das raizes de uma
equagdo do segundo grau.

1

2 Abordagem histérica

Escritos datados de 4.000 anos antes de Cristo, mostram
um singular interesse dos babilonios pelas equagdes do
segundo grau, é bem verdade que nesse periodo ainda
néo havia surgido a Algebra e por esse motivo os babild-
nios ndo usavam simbolos para representar niimeros. De
acordo com Carl Benjamin Boyer! (1906 - 1976), os babild-
nios foram os primeiros a resolver equagdes quadréticas.
Como eles nédo tinham o conhecimento sobre dlgebra,

eles usavam um método engenhoso para conseguir tal
facanha.

Esse método citado por muitos historiadores, fornece
somente uma raiz positiva, pelo fato de que os valo-
res envolvidos representavam as dimensodes de objetos
concretos. Sendo assim os babil6nios conseguiam, sem
simbolos nem férmulas determinar dois ntimeros cuja
soma e o produto eram dados.

Atualmente escrevemos uma equag¢des quadréticas
da seguinte forma ax2+bx+c=0,ondea,be c sio cha-
mados de coeficientes. No entanto os babildnios por ndo
conhecerem a algebra usavam apenas manipula¢des de
grandezas. Para melhor entendimento do que estamos
dizendo, vamos analisar dois casos concretos de proble-
mas babil6nicos, recuperados de tabletes de argila. Para
isso é necessdrio saber como funcionava o sistema de
numeracao babilonico, o qual era posicional e na base 60.

1Carl Benjamin Boyer, Carl B. Boyer, ou apenas Carl Boyer foi um
matematico e historiador da matematica norte americano. E autor da
obra maxima Histéria da Matematica, editada na década de 1960.

Usamos uma notagdo moderna para representar os
numeros babildnicos, notagdo esta introduzida por Neu-
gebauer?

Por exemplo, escrevemos 1,20;12,30 para indicar o
namero:

1 1
1.60 + 20.60° + 12.60~ +30.6072 = 60 4 20 + 5t5=
7 807
80+ 75 =10

Exemplo 1. O tablete de argila BM 13 901, que se en-
contra no Museu Britanico, contém o seguinte problema,
que transcrevemos para linguagem atual: Encontrar o
lado de um quadrado cuja 4rea, somada com o lado, é
igual a 0;45.

Lembrando que os babilonios utilizavam um sistema
numérico posicional mas, com base 60, entdo 0;45 tran-
formando na base 10 que é a base que utilizamos atual-
mente fica da seguinte forma.

45 3
0;45=60.0+45.60" = — = =
N 60 4
Sendo assim atualmente esse problema consiste apenas
em resolver a equacdo quadratica:
3
2 =2
X tx=g
Os babildnios apresentaram a seguintes solugdo para
esse problema:

Tome metade de 1, que é 0;30, e multiplique 0;30 por
0;30, que é 0;15. Some isso a 0;45 para obter 1. Este é o
quadrado de 1. Agora subtraia 0;30 de 1. O resultado é
0;30, o lado do quadrado.

Queremos acreditar pelos relatos que lemos dos fei-
tos dos babiloénios em relagdo a dreas que o conheci-
mento das dreas de retangulos e quadrados era total,
ou seja, que a drea de um retangulo de lados a e b era
a.b e a drea de um quadrado de lado x era x?, também
acreditamos que se eles queriam uma area que fosse
nominalmente igual a medida de um lado ¢ bastava ele
fazer o outro lado do retangulo ser igual a 1, também
acreditamos que eles sabiam manusear dreas com de-
senvoltura e por isso cremos que sabiam que todas as
figuras a seguir tinham a mesma &rea x> + x.

20tto Eduard Neugebauer (26 de maio de 1899 — 19 de fevereiro de
1990) foi um matematico e historiador da ciéncia austro-estadunidense.
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Multiplique 0;30 por 0;30, que é 0;15
w s T . 0;30
B Ei UF:
=
Figura 03
Olhando novamente para o problema do exemplo 1,
ele diz exatamente que a drea da figura 2 é 0;45. Ora, 2 é
mas a drea da figura 2 é igual a drea da figura 1. Note X “D"

que a frase multiplique 0;30 por 0;30 é 0;15 é exatamente
a drea do quadradinho que estd faltando na figura 1 para
completar a drea do quadrado maior. 0;30
A frase some isso, ou seja some 0;15 a 0;45 para obter !)-_!
0301 J

H |

0;301 0:30 X H

@

1 significa somar esta drea ao quadrado, desta forma
temos que: a drea do quadrado de lado x + % éigual a
0;45+0;15=1, segundo os babildnios.

- &8
®

Geometricamente temos que a figura abaixo repre-
senta o problema apresentado pelos babilonios:
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Some isso a 0;45 para obter 1

0;30
o |
B =G .F
>
2
X 5
o
A JEE
0;301 Jo 0:30 X Wl «m0;15X
b = 1
Que é igual a:
B &5k
% @ & =m
2
{ X+0;30 } X+0;30
A D E
L] e @
G H.o
L * @ &
X+0;30

Algebricalmente teremos:
x> +x =0;45
X2+ x+0;15=0;45+0;15
(x +0;30)%> =1
(x+0;30) = V1
x+0,30=1
x=1-0;30
x =0;30
Exemplo 2:

O tablete de argila YBC 6967, que se encontra na
Universidade de Yale, contém o problema que transcre-
vemos para linguagem atual:

Um reciproco excede seu reciproco em 7. Quais sdo: o
reciproco e seu reciproco?

Esse problema é essencialmente numérico, pois os
reciprocos sdo nimeros que multiplicados perfazem 1,0.
Entretanto, como o sistema babildénico é de base 60,
lembremos que nessa base 1,0 =1 x 6040 x 1 = 60. O
problema entdo consiste em se obter dois ntimeros, x e
Yy, cujo produto é 60 e a diferenca é 7, isto é:

xy=60ex—y=7

Desse modo, obtemos um sistema de duas equagdes,
que por substituicdo se reduz a equagdo quadrética
(y+7).y = 60, ou seja, y> + 7y = 60.

A solugdo apresentada no tablete babilonico para esse

sistema € a seguinte:

Tome metade de 7, que é 3;30. Multiplique 3;30 por
3,30, que é 12;15. Some isso ao produto 1,0 e o resultado
é 1,12;15. Dado que a raiz quadrada de 1,12;15 é 8;30.
Tome 8;30 que vocé obteve e subtraia 3;30 dele; some
3;30 a 8;30. Um € 12 o outro é 5. O reciproco é 12 e seu
reciproco 5.

Uma solugdo geométrica equivalente a solugédo pro-
posta pelos babilonios é:

Area total igual a:

v+ 7Y =60

Tome metade de 7 que é 3;30:
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3;30 =2
A D H
A D 5
Yz 3;30Y
v 0;30Y
B C 3 G
B C
=
Y . = |
. Onde finalmente teremos:
Reorganizando teremos:
A H -
3;30
A D H
d Cuja area é:
v'43;30Y + 3,30 = 1
2
: 3;30Y ( Y +0;30) =1,12;30 Y +0;30
7
L
Y + 0;30
Y
Algebricamente temos:
Multiplique 3; 30 por 3; 30, que é 12;15
¥+ 7y =1,0;0
S350 y? + 7y +12;15=1,0,0 +12;15
A (y +3;30)* = 1,12;15
y+3;30 = v1,12;15
v 3;30Y Yy +3;30 = 8;30
y=8;30—3;30
y=>5
2 e Com isso teremos que o outro valor é:
. N X—y= 7
b ' x=7+y
x=7+5

Some isso ao produto 1,0 e o resultado é 1,12;15. x =12
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Vemos que em ambos os exemplos o método utili-
zado foi o de completar quadrados.

Muitos anos passaram desde os babilonicos até que
o matemaético francés Francois Viete (1540 a 1603), in-
troduziu o uso de vogais para as incégnitas, adotou
também o uso do simbolo (+) para substituir a palavra
mais e o simbolo (-) para substituir a palavra menos,
além de determinar um método para encontrar a solu-
¢do da equagdo quadrética.

Ele recorreu a uma mudanga de varidvel para de-
terminar a solugdo de tais equagdes, madancga essa que
descrevemos a seguir.

Dada a equagdo x> + bx + ¢ = 0, ele fez a substitui-
¢do de x = y + z, obtendo a expressdo abaixo:
a(y +z)2 +b(y +z) +c = 0, que ao desenvolvé-la ob-
teve:
ay* + (2az + b)y +az’ + bz +c =0 (1)

Ele achou os valores de z para os quais esta equagdo em
y ndo tivesse o termo de primeiro grau,(2az + b)y : ou
seja ele resolveu a seguinte equagdo:

20z+b=0

—b
z= 2 ()

depois ele substituiu o valor de z na equagéo 1, obtendo:

—b\? —b
2 B B — =
ay +a(2a) +b(2a>+c 0
4a%y? = b* — 4ac, isolando y ele concluiu que:
, [ b*—4dac L +v/b2 —4dac
Yo YT
Como x = y + z, isso implica:

+vb?% — 4ac N

2a

+v/b? — 4ac
2a

e substituindo o valor de z obtido na equacdo (2, na
equagcdo anterior ele obteve:

X —2zZ =

X=2z+

—b  +Vb? —dac

2a 2a

—b+ Vb2 —4ac
X = Xr=—
2a 2a 2a

—b  +£Vb? —4ac
s

Que é exatamente a férmula que atuamente no Brasil
chamamos de férmula de “Bhaskara”.

3 Proposta de mudancga de variaveis

Um fato curioso ocorre nas equagdes do segundo grau
do tipo ax? + bx + ¢, em que a soma dos coeficientes é
zero, ou seja, a + b + ¢ = 0. Esta observac¢ao chamou a
atencdo do autor deste artigo, que embora acredite que
ja exista tal mudancga de varidvel, por ser bastante sim-
ples, o autor nunca a encontrou em um livro didético
e isso o motivou a propor uma mudanca de variavel.
Observemos o que ocorre com as equagdes do segundo
grau com essa caracteristica.

Sabemos que existe uma relacdo entre zeros da fun-
cdo f(x) = ax?+ bx + c e as raizes da equacdo de se-
gundo grau ax? + bx + c. Partindo da hipétese que
a+b+c =0, temos:

a+b+c=0sal’>+bl+c=0% f(1)=0

ou seja, x = 1 é um zero de f(x) que é equivalente a
dizer que x = 1 é solucdo de ax?> + bx +c = 0. Ora,
mas se x = 1 é raiz do polindmio ax? + bx + ¢ é porque
x — 1 divide ax? + bx + c. Fazendo essa divisao temos o
quociente ax + (b+a) erestoa+b+c. Ora,a+b+c =
0 por hipétese e podemos escrever b + a = —c, portanto
desta divisdo temos quociente ax — ¢ e resto 0. Logo
podemos escrever

ax®> + bx +c = (x —1)(ax —c) :a(x—l)(x—g)

e assim observamos da expressdo anterior que a outra
raiz de ax?> + bx+c=06x = —.
z. ~ a ~
Concluimos entdo que toda equacdo do segundo

grau cuja soma de seus coeficientes seja zero, possui as
seguintes raizes.

c
xp=1lex,=-
a

Exemplo 1.

Determine as raizes da equagao 3x* — 5x +2 = 0.

Pelo que foi observado anteriormente temos que 3 — 5 +
2 =0, entdo:

c
xp=lex, =-=-
a

De posse dessa informagdo fica facil determinar as
raizes de uma equagdo do segundo grau, cuja soma
dos seus coeficientes seja igual a zero. Mas o que fa-
remos para determinar as raizes das equagdes que nao
possuam essa caracteristica? Serd que através de uma
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mudanga de varidvel podemos obter uma nova equagao
do segundo grau, cuja soma dos seus coeficientes seja
igual a zero? Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 2.

Determine as raizes da equagio 2x% — 7x + 3 = 0.

Note que a soma dos coeficientes ndo é zero, logo
ndo podemos usar o que foi desenvolvido anteriormente.
Fazendo a mudanga de varidvel de x = 3y temos uma
nova equagao a saber:

2(3y)> ~7(3y) +3=0=
29y —73y+3=0=
18> — 21y +3=0 (©)

observe 18 — 21 + 3 = 0, isso significa, pelo que foi visto
até agora que as raizes de (3) sdo:

ey, =t-3_1

R A T
e como a mudanca de varidvel feita foi x = 3y entdo as
raizes da equagao 2x% — 7x +3 = 0:

x1=31=3
1 3 1
n=3g=573

Verificando se os valores determinados sdo realmente
as raizes a equagdo
2x2 —7x+3=0.
de x; = 3, temos que 2.32 —7.3+3 =18 — 21 +3 = 0.

de x, = % temos que2<;)2—7(;> +3=
Q-0 ()-(5)()-
<14;14> — 0

Uma pergunta que pode surgir agora é:

Sempre podemos conseguir uma mudanga de varia-
vel que transforme uma equacdo de segundo grau em
outra cuja soma dos coeficientes seja zero?

Outra pergunta pertinente é: A mudanga de varidvel
ndo vai alterar a quantidade de solugbes da equagdo
ax? +bx+c = 0?

Note que o que a quantidade de solugdes da equagao
ax? + bx + ¢ = 0, vai depender da possibilidade de poder
ou ndo calcular a raiz

Vb2 — 4ac, 4)

com isso vemos que o ntimero b* — 4ac vai ser impor-
tante e a partir desse momento chamaremos o mesmo

de A = b*> — 4ac. Se A < 0 nédo podemos calcular (4) e
portanto nao existe x € R tal que ax? + bx + ¢ = 0. Se
A = 0 entdo +vVA = 0, ou seja, s6 existe um valor de
X = ;—f € R que satisfaz ax?> + bx +c¢ = 0. Se A > 0,
entdo /A > 0, logo VA # —V/A que implica que existe
dois valores diferentes x € R tal que ax? + bx +c = 0.
Para responder as perguntas devemos analisar o dis-
criminante das equagdes, apds a substituigdo, pois sa-
bemos que o sinal do A na equagdo apdés uma mu-
danca de varidvel determina a quantidade de raizes
da mesma. Geralmente as mudancgas de varidvel sdo
da forma x = Ay + B,A # 0, que vamos substituir
na equagio ax? + bx + ¢ = 0 e em seguida observar o
que ocorre com o discriminante da nova equagdo, entdo
procedemos da seguinte forma.

a(Ay+B)? +b(Ay+B) +c =0
a(A%y* + 2ABy + B*) + bAy +bB+c =0
aA%y? +2aABy +aB? + bAy +bB +c =0
aA%y? + (2aAB+bA)y +aB*+bB+c=0 (5)

Calculando o A da equagdo do segundo grau acima,
para investigar o que ocorre com o nimero de raizes de
5, obtemos :

A = (2aAB +bA)* —4(aA?).(aB*> +bB +c) = 4a® A’B* —
4aA%bB — 4aA%c = A?(b? — 4ac). Note que b? — 4ac era
o A da equacdo inicial (antes da mudanca de variavel) ,
logo o discriminante ndo muda de sinal quando aplica-
mos uma mudanga de varidvel, assim a quantidade de
raizes ndo se altera. E caso a equagédo original possua
raiz, serd possivel obter a mudanga de varidvel desejada.

Como conseguir entdo a mudanca de varidvel cor-
reta?

Vimos até que dada a equagdo ax?> +bx+c =0 a
mudanga de varidvel x = Ay + B transforma a equagdo
anterior em

aA%y? + (2aAB +bA)y + aB* +bB +c = 0.

Em termos de soma dos coeficientes, passamos de a +
b+ c para

aA% +2aAB+bA +aB%+ bB +c.

Entretanto, considerando B = 0, ou seja, mudangas do
tipo y = Ax a soma acima se reduz a

aA% +bA +c.

Note que estamos interessados em valores de A # 0 que
facam o valor anterior ser igual a zero, ou seja, valores
de A # 0 tais que

aA2 +bA+c=0.
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Dividindo a equagédo acima por A obtemos

C
aA+b+ - =0. (6)

Se considerarmos A da forma A = %, podemos dividir

nosso estudo em trés casos:
l.a#1,=1
2.a=1p#1
3.a#1,B#1

31 Casol.a#1B=1

Este caso é o que esta representado em (6), ou seja,
encontrar um « # 0 tal que

aa—i—b—b—E:O.
o

Em outras palavras, devemos procurar um a # 0, que
faga essa equacao ser verdadeira. Note que esta proposta
de mudanga de varidvel, altera apenas os valores dos co-
eficientes a e ¢ da equacdo que estamos interessados em
obter as raizes, o primeiro sendo multiplicado por um
valor e o ultimo sendo dividido por este mesmo valor.
Voltemos ao exemplo anterior e tentemos encontrar a
mudanca que foi sugerida

Exemplo 3.

Determine as raizes da equagao 2x? — 7x + 3 = 0.

A soma dos coeficientes ¢ 2 — 7 +3 = —2 # (. Para ten-
tarmos uma mudanga do tipo 1. precisamos encontrar
« # 1 tal que

2a—7+§:0.
x

Claro que este método é ttil caso seja facil determinar
tal a por verificagdo simples, pois encontrar tal a é equi-
valente a encontrar a solu¢do de nossa equacéo inicial.
Procuremos ntimeros que quando dividirmos por 3 te-
nhamos um ndmero inteiro. Tentemos o mais simples,
« = 3. Substituindo do lado esquerdo temos

2.3—7—1—% =6—-7+1=0.
logo & = 3 é o ndmero procurado e a mudanga é x = 3y.
Que foi a substitui¢do usada no exemplo 2.
Exemplo 4.
Determine as raizes da equagdo 5x% — 21x +4 = 0
A soma dos coeficientes é 5 —21 +4 = —12 # 0. Para
tentarmos uma mudanca do tipo 1. precisamos encon-
trar o # 1 tal que

4
S0 —21+ - =0.
44

Procuremos ntimeros que quando dividirmos por 4 te-
nhamos um nimero inteiro. Tentemos o mais simples,
« = 4. Substituindo do lado esquerdo temos

5.4—21+%:20—21+l:0.

logo & = 4 é o niimero procurado e a mudanga é x = 4z.
Isso nos dard a equacéo

2022 —21z+1=0 7)

observe que nessa equagdo a soma dos coeficientes é
20 — 21 +1 = 0 e pelo que foi visto temos as seguintes
raizes:

c . ~
z1 =1 e zp = —, portanto as raizes de (7) serdo:
a

z1=1ezy = 207
para a determinagdo das raizes da equagdo original fare-
mos o seguinte:
Como o fator que utilizamos foi o 4, entdao multiplica-
mos as raizes de (7), por esse mesmo fator e assim serdo
determinadas as raizes de 5x* — 21x + 4 = 0, ou seja:

x1 =421 =41=4

1 4 1
=4z =4_—=—==
TR0 T 20 5
observe que se x; = 4 entao,
542 —21.4+4 =80 — 84 +4 = 0, portanto 4 ¢é raiz da

. ~ 1
referida equagdo, da mesma forma tomando x; = —

5/
entao:
1\? 1
51 = =211 = 4 =0.
<5) (5) ’
Exemplo 5.

Determine as raizes da equagio 6x? + 14x +4 = 0.
A soma dos coeficientes é 6 + 14 + 4 = 24 # 0.Para
tentarmos uma mudanca do tipo 1, precisamos
encontrar & # 1 tal que

4
6a+14+&=0.

Procuremos ntimeros que quando dividirmos por 4
tenhamos um ntmero inteiro. Tentemos o mais simples,
« = 4. Substituindo do lado esquerdo temos

6.4+14+% =24+14+1=29.
Tentemos um niiremo negativo & = —4

4
6.(~4) +14+ —; =244 14—1= 11
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Tentando &« = —2
4
6.(—2)—}—144——2 =-124+14-2=0.

logo & = —2 é o niimero procurado e a mudanga é
x = —2z. Isso nos dara a equagao:

(—2).622 + 14z + (-2) =0
— 1222 +14z -2 =0 (8)

nesta equagdo, temos que a +b+c = —-12+14 -2 =0,
facilitando assim a determinagdo de suas raizes, que
sdo:

21

-12 6
agora determinar as raizes de 6x2 +14x +4 =0, fica
muito facil, ou seja usando o mesmo procedimento que
na questdo anterior e sabendo que neste caso o fator
utilizado foi (-2), teremos que:

X1 = (—2).21 = (—2)1 =-2

1 (-2) -1

Xy = (—2).22 = (—2).6 = T = ?

=1

c -2 1
2y = —

a

32 Caso2.a=1[8#1

Este caso, quando substituimos em (6), ou seja, encontrar
um B # 1 tal que

a
p

Em outras palavras, devemos procurar um p # 0, que
faga essa equacgdo ser verdadeira. Note que esta proposta
de mudancga de varidvel, também s6 altera os valores
dos coeficientes a e ¢ da equagdo que estamos interessa-
dos em obter as raizes, s6 que agora o primeiro vai ser
dividido por este ntimero e o dltimo serd multiplicado
por este mesmo valor.

+b+p.c=0.

Exemplo 6.
Determine as raizes da equagio 12x? + 14x — 10 = 0
A soma dos coeficientes é 12 4+ 14 — 10 = 6 # 0. Para
tentarmos uma mudanca do tipo 2, precisamos
encontrar B # 1 tal que
12 +14-108=0.

p
Procuremos ntimeros que quando dividirmos 12 por
este nimero tenhamos um nimero inteiro. Tentemos o
mais simples, B = 12. Substituindo do lado esquerdo
temos

12
— +14 —-10.12 = —115.
12+ 0 5

Tentemos um nimero menor § = 2

12
7+14710.2:O.

P . P z
logo = 2 é o ndmero procurado e a mudanga é x = 5

Isso nos da a equagao

622 +14z—-20=0

como 6 4 14 — 20 = 0 entdo as raizes da equagdo sao:

21:1

cg  —20 —10
22:—:7:7

ay 6 3
e as raizes da equacao inicial sao:
a1

T2 22

—-10

w=2_2_\3/)_ =5
T2 2 2 3

33 Caso3.a#1,B#1

Este caso, quando substituido em (6), ou seja, encontrar
um «, f # 0 tais que

)

B «
Em outras palavras, devemos procurar um «,8 # 1, que
faga essa equacdo ser verdadeira. Note que esta proposta
de mudanga de variavel, também s6 altera os valores dos
coeficientes a e ¢ da equagdo que estamos interessados
em obter as raizes.

Exemplo 7.

Determine as raizes da equagio 6x> — 19x + 15 = 0.
A soma dos coeficientes é 6 — 19 + 15 = 2 # 0. Para
tentarmos uma mudanca do tipo 3 precisamos
encontrar «, f # 0 tais que

Procuremos ntimeros a« que divida 15 e B que divida 6,
ou seja, tentemos os mais simples, x =15e f = 6.
Substituindo do lado esquerdo temos

6.15 6.15
?—19—1—?—15—194—6—27&0.
Tentemosa =5e f =3
2%5—19—#?:10—19—#9:0.

logo temos & = 5 e = 3 sdo os nliimeros procurados e

5
a mudanga é x = gz Isso nos da a equacao
10x> —19x+9 =0 9)
como 10 — 19 49 = 0 temos que as raizes de (9), sdo:
Z1 = 1
C1 9
) = — = —

N ay 10
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Assim as raizes de 6x2 — 19x + 15 = 0, sdo:

RN
SNORYE

Um outro modo de ver essa mesma mudanca de va-
ridvel, é fatorando os termos a ou ¢ da equagdo estudada,
o que faremos com o exemplo abaixo.

Exemplo 8.
Determine as raizes da equagio 20x? — 201x + 10 = 0.

Dada a equagao 20x? — 201x + 10 = 0, podemos
escrevé-la da seguinte forma 20x? — 201x + 10.1 = 0,
devemos ter em mente que a soma dos coeficientes da
equacao de mudanga de varidvel deve ser zero, assim a
partir dos coeficientes a e c da equagéo original iremos
determinar a equagdo de mudanca de varidvel, observe
que c é o produto 10.1, multiplicando o fator 10 pelo
termo a teremos o coeficiente do termo quadrado da
equagdo de mudanga de variavel. O termo independente
da referida equagdo serd o fator 1 em outras palavras
teremos:

20022 —201z+1=0 (10)

como 200 — 201 + 1 = 0 temos que as raizes de (10), sdo:
Z1 = 1
o 1

Zz:al_ﬁ

e as raizes da equagdo inicial sdo:

x; =102y = 10.1 = 10

11

— 102y = 10.— =
¥ = 1023 =10.555 = 55

Vejamos um fato interessante, suponha eu estamos
interessados em saber o valor do discriminante da equa-
¢do inicial ou seja:

A = b —4dac = A = (-201)2—-42010 = A =
40401 — 800 = A = 39601

Agora pegue o médulo da diferenca entre o coefici-
ente do termo ao quadrado e o termo independente da
equagdo de mudanga de varidvel ou seja:

1200 — 1| = 199 que é igual a v/A = /39601

Vamos refazer o Exemplo 2, da mesma maneira que
resolvemos o exemplo anterior. Ou seja, determine as
raizes da equacao 2x? — 7x +3 = 0.

Da mesma maneira que no exemplo anterior vamos
reescrever 2x2 — 7x +3 = 0 como 2x2 — 7x + 3.1 = 0 com

o fator 3 do termo c e o termo a = 2, determinamos o co-
eficiente do termo ao quadrado da equagdo de mudanga
de varidvel e com o fator 1 do termo ¢ determinamos
o termo independente da referida equagdo, que agora
podemos escrevé-la da seguinte forma:

3222 —7241=0=622-7241=0

Como 6 — 7+ 1 = 0 teremos:

21:1

C1 1
Zn — — — —
2 ay 7

e as raizes da equacdo inicial sdo:
X1 = 3.21 =31=3

1 3
x2 — 3.22 — 3§ — ?

Voltamos a observar que |6 — 1| = 5 é igual a raiz
quadrada do discriminante da equagao 2x* — 7x +3 = 0.
De fato, A = b*> —4ac = A = (-7)>—426 = A =
49 — 24 = A = 25, uma pergunta que surge é: Isso
ocorre sempre nesse tipo de mudanca de varidvel?

A respota a essa pergunta é sim, se a equacdo original
possuir raizes reais.

A justificativa para essa afirmagdo é que em ambos
0s casos anteriores a equagio original era da forma ax? +
bx 4+ ¢ = 0 onde ¢ = «.B, e a equagdo de mudanga da
variavel foi escrita assim:
waz®> + bz + B = 0, cuja soma dos coeficientes é] aa +
b+pB. Comowa+b+p=0=b=—(aa+ ) entdo o
discriminante da equacdo original é dado por:
A=0b>—4dac=
A= [—(aa+p)* — 4a.(a.p) =
A=a*a®+2a0pf—4anf+ B> =
A=0aa?—-2aap+p*=(aa—p)>?
O que nos leva a concluir que:
VB = |n.a— B

Esse método pode em alguns casos tornar bastante
simples tarefa de determinagédo das raizes de uma equa-
¢do do segundo grau, conforme ilustra o seguinte exem-
plo
Exemplo 8. Determine as raizes da equacao 4x? — (2 +

2.4/2)x ++v2=0.

Suponha que ndo conhecemos o método apresentado
e aplicando a férmula de Bhaskara.
A=V —4dac= )
A= [—(2 + 2.\&)} 442 =
A=4+8V2+8-16V2=
A=12-8V2
Continuando temos que:
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‘e —b+ Vb? —4ac N
=
[—(2f2ﬁ)] + /12 - 8v2

24

Agora a estratégia é determinar o valor de v/ 12 — 8\/2
ou seja vamos trabalhar com um radical duplo, logo ten-
taremos usar método para transformar radical duplo em
radicais simples.

Sabemos que um radical duplo do tipo v/ A + /B,

pode ser escrito na forma:

m_\/A;ci\/A;C

Onde C = VA2 - B.

Entao, partindo do radical duplo /12 — \/@, teremos
que A =12 e B = 128, sendo assim:

C=+122-128 = /144 — 128 = \/16 = 4.
Prosseguindo, teremos que:

m_\/12;4—\/12;4_\/§—\/§—
V8—Vi=22-2

Para concluir,
_ —[-2+2V/2)] £ V12-8V2
- 24
242424 (242 -2) B
X = , entao:

_ 2+2ﬁf(2.ﬁ—2) _4V2 V2

*1 8 8 2
L_2t2V2-(2v2-2) 4 1
2= 8 8 2

Usando mudanga de varidvel, podemos resolver essa
equagdo de forma mais simples:
Dada a equagao 4x2 — (24 Z.ﬁ)x +2=0, podemos
escrevé-la 2.2x2 — (2+ Z.ﬁ)x +V2 = 0, devemos ter
em mente que a soma dos coeficientes da equagao de
mudangca de varidvel deve ser zero, assim a partir dos
coeficientes a e ¢ da equagdo original iremos determi-
nar a equacgdo de mudanga de varidvel, observe que a
é o produto 2.2, multiplicando o fator 2 pelo termo ¢
teremos o coeficiente do termo independente da equa-
¢do de mudanga de variavel. O coeficiente do termo ao
quadrado da referida equagdo sera o outro fator 2, em
outras palavras teremos:
272 — (24+2.4/2)z +2.4/2 = 0, observe que 2 — (2 +
2.4/2) +2v/2 = 0, e como vimos até agora teremos que:

Zl—l
o2 Y2_ 5
ai 2
. 1 1 1
Assim, x1 = 5.21 = 5.1— 5
1 1 2
Xy = —.Zp = ﬁz\f

4 Conclusoes

A comparac¢do do método abordado neste trabalho com
a férmula de Bhaskara mostra que a técnica de mudanca
de varidves em muitos casos é eficiente, pois quando
aplicada facilita a determincdo das raizes de uma equa-
¢do do segundo grau.
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