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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar novas atividades para o ensino de trigonometria no Ensino Fundamental. A ideia
é mostrar como ensinar as principais relagdes trigonométricas através de exercicios que levam os alunos, de forma gradual, a
obtengio dessas relagdes. As atividades sugeridas fazem uso do software GeoGebra, um recurso que possibilita a construgio
de circulos trigonométricos que facilitam o entendimento por parte dos alunos. Este trabalho apresenta ainda, nio somente as
relagdes seno, cosseno e tangente para dngulos agudos, como normalmente é proposto por livros diddticos do 9° ano do Ensino
Fundamental, mas também relagdes como secante, cossecante e cotangente. Além disso, nio se limita a dngulos agudos e ao
estudo de tridngulos retdngulos, deixando, assim, o aluno mais preparado para os desafios do Ensino Médio e da vida profissional.

Palavras-chave: Trigonometria, relagdes trigonométricas, circulo trigonométrico.

Abstract

This work aims to present new activities for teaching trigonometry in Elementary Education. The idea is to show how to teach
the main trigonometric relations through exercises that guide students, gradually, to conclusions of these trigonometry relations.
The suggested activities make use of “GeoGebra "software, a feature that enables the construction of trigonometric circles that
facilitate the understanding by students. This paper presents not only the sine relations, cosine and tangent for acute angles, as it
is usually proposed by textbooks 9" year of elementary school, but also relationships with secant, cosecant and cotangent, and it
is not limited to acute angles and the study of right triangles, this leaving, the student more prepared for the challenges of high
school and to their professional life.

Keywords: Trigonometry, trigonometric relationships, trigonometric circle.
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1 Introdugao

Com o avango da tecnologia e o surgimento de novas
ferramentas computacionais, a informaética esta cada vez
mais presente no cotidiano das escolas. Desta forma,
cabe ao professor buscar novas metodologias e préticas
pedagogicas visando um ensino mais atrativo, multidis-
ciplinar, que desperte o interesse do educando e facilite
0 processo pedagogico.
Segundo Dante (1999),

O mundo estd em constantes mudangas, dado o
grande e o rapido desenvolvimento da tecnolo-
gia — Maquinas de calcular, computadores, inter-
net, etc, sdo assuntos do dia-a-dia e todos eles
tém ligagOes estreitas com a Matematica. Nas
altimas décadas, muitos pesquisadores da psico-
logia cognitiva se dedicaram a estudar e pesqui-
sar como os alunos aprendem, como aplicam o
que aprendem para resolver situagdes problemas,
como constroem conceitos, qual é a maturidade
cognitiva necessdria para se apropriar com signi-
ficado, determinado conceito, como a intera¢do
com o meio social desenvolve a aprendizagem.

O professor diante deste fato deve estar sempre bus-
cando uma atualizagdo profissional, pois a formagado do
professor é fundamental para acompanhar a demanda
de uma sociedade em transformacéo.

A incessante busca por uma nova estratégia de en-
sino da Matemadtica, visando sanar algumas dificuldades
e despertando o interesse do educando é uma tarefa que
nem sempre é facil de realizar. Com o uso das Tecnolo-
gias da Informagdo e Comunicacéo (TIC’s), os professo-
res tem disponiveis diversos recursos como os softwares
livres, que ndo necessitam de pagamento de licengas.
Um destes softwares é o GeoGebra. O software GeoGebra
(aglutinagao das palavras Geometria e Algebra) é um
aplicativo de matematica dindmica que combina concei-
tos de geometria e dlgebra. Sua distribuicao é livre, nos
termos da GNU General Public License, e é escrito em
linguagem Java, o que lhe permite estar disponivel em
vérias plataformas. Este software possui ferramentas que
podem ser usadas tanto no Ensino Fundamental como
nos Ensinos Médio e Superior.

O estudo da trigonometria é parte importante do
desenvolvimento da Matematica. Os primeiros estudos
surgiram na Grécia hda mais de 2 mil anos devido aos
problemas gerados em navegagdo, agrimensura e astro-
nomia. As diividas em astronomia levaram os gregos
a grandes conclusdes na época como: o didmetro da
Terra, a distidncia da Lua e a distancia do Sol. Atual-
mente, a trigonometria tem aplicagdes em varios ramos
do conhecimento: na Matematica, Fisica, Medicina ou

em qualquer fendmeno ciclico que pode ser descrito por
uma fungédo trigonométrica.

Muitos educandos do 9° ano do Ensino Fundamen-
tal encontram dificuldades de aprendizagem no estudo
da Matematica, em especial quando se trata de trigono-
metria. O estudo da trigonometria é guiado através de
livros didaticos e explica¢des de professores, que mui-
tas vezes se limitam apenas nas aplica¢des de férmulas
de razodes trigonométricas, as quais costumam ser de-
coradas sem entendimento mais expressivo e vazio de
significado. Também é comum que os alunos tenham
acesso a tabela trigonométrica com valores de seno, cos-
seno e tangente de cada angulo onde, na grande maioria
das vezes, ndo sabem de onde surgiram. Muitos livros
sequer fazem mencado a existéncia do circulo trigono-
métrico e se limitam a explica¢des de seno, cosseno e
tangente de um angulo « para 0° < a < 90°.

Sendo assim, este trabalho traz uma proposta de uso
de novos recursos tecnoldgicos, mais especificamente o
uso do software GeoGebra no ensino da trigonometria.
Além disso, sugere-se trabalhar ndo apenas seno, cos-
seno e tangente, mas também a secante, cossecante e
cotangente de um angulo, e apresentar angulos quais-
quer, ndo apenas variando entre 0° e 90°. Também néo
nos restringiremos ao estudo do tridngulo retangulo.

Este trabalho tem o propésito de mostrar aos alunos
a importancia do estudo da trigonometria e apresen-
tar no¢des bem fundamentadas, entender significado
das féormulas e dos valores da tabela trigonométrica e
capacita-los para utilizar os conhecimentos trigonomé-
tricos no dia-a-dia.

Com intuito de servir como facilitador para os profes-
sores, este trabalho também apresenta a construgéo no
software GeoGebra do circulo trigonométrico e o circulo
trigonométrico de Hiparco.

Na sequéncia, o trabalho traz uma proposta de ati-
vidades para o ensino de trigonometria no 9° ano do
Ensino Fundamental, com o uso das construcdes feitas
no software GeoGebra. Esta proposta tem a intencédo de
auxiliar os alunos a aprenderem de forma gradual, sem a
necessidade de decorar férmulas, desenvolvendo neles a
capacidade de aplicar os conhecimentos trigonométricos
construidos.

2 Estudo da Trigonometria

Segundo Libaneo (2001) “A escola com que sonhamos
é aquela que assegura a todos a formagdo cultural e
cientifica para a vida pessoal, profissional e cidad,...”

Ainda sobre essas falas e reflexdes o mesmo autor
relata:

A escola tem concorrentes poderosos, inclusive
que pretendem substituir suas fung¢des, como as
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midias, os computadores e até propostas que que-
rem fazer dela meramente um lugar de convivén-
cia social. Acho vital compreender que efetiva-
mente estamos de frente a novos desafios. Em face
desse contexto, a escola precisa manter aquelas
fung¢des nucleares de que falei, mas, simultane-
amente, precisa rever processos, os métodos, as
formas de educar, ensinar e aprender. Para que
isso acontecga, é preciso que os professores com-
preendam que a escola ndo é mais a tinica agéncia
de transmissdo do saber. Na verdade, ela nunca
deteve sozinha nesse papel, mas hoje é fundamen-
tal que os educadores percebam que a educacio
ocorre em muitos lugares... (LIBANEO, em entre-
vista a Costa (2007))

Neste contexto, é importante que os educadores te-
nham compreensao de que é necessaria a adaptacdo da
escola s mudancas da sociedade, inclusive na forma de
se construir conhecimento. Fica evidente que uma das
formas de se adaptar, é usar novas agéncias de transmis-
sdo do saber ndo como concorrentes, mas em prol de
uma educagdo de qualidade.

Quanto a trigonometria, o professor pode fazer uso
de recursos tecnolégicos que facilitardo a aprendizagem
dessa importante drea do conhecimento que ja contri-
buiu muito com o desenvolvimento cientifico.

Algumas nogdes sobre trigonometria sdo estudadas
no 9° ano do Ensino Fundamental, com aplicagdes de ra-
z0es trigonométricas no tridngulo retdngulo e no Ensino
Meédio os estudos se intensificam com fungdes trigo-
nomeétricas normalmente no 1° ano, e prosseguem em
alguns cursos de Ensino Superior pela utilidade que tém
em varios ramos do conhecimento. E comum os vesti-
bulares e 0o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio)
apresentarem questdes referentes a este contetido.

3 Abordagem dada ao estudo de tri-
gonometria em livros didaticos

Esta se¢do apresenta uma andlise da abordagem da tri-
gonometria em 5, dos 10 livros didaticos do 9° ano do
Ensino Fundamental, colocados a disposi¢do dos profes-
sores da rede publica de ensino pelo MEC (Ministério
da Educacdo e Cultura) através do PNLD 2014 (Pro-
grama Nacional do Livro Didético). Os livros analisados
sdo: Matemitica — Bianchini Bianchini (2012), Matemuitica
— ideias e desafios Onaga e Mori (2012), Matemdtica: teoria e
contexto Centurién e Jakubovic (2012), Projeto Araribd Ma-
temdtica de Leonardo (2013) e Vontade de saber Matemdtica
Souza e Pataro (2012).

Nestes livros, o contetido de trigonometria é apresen-
tado, em geral, com algum resumo da histéria, exemplos
de aplicagdo, bem como as defini¢des de seno, cosseno e

software GeoGebra

tangente para angulos agudos no triangulo retdngulo e o
estudo das razdes trigonométricas com angulos notaveis.
Os diferenciais de Bianchini (2012) sdo: mostrar ao
leitor como usar a calculadora cientifica para encontrar
os valores de seno, cosseno e tangente; explicar o que é
teodolito (aparelho usado para medir dangulos) e como
construir um teodolito com transferidor, que pode ser
interessante para ser trabalhado em sala de aula.

Os diferenciais de Onaga e Mori (2012) sdo: uma
linguagem acessivel ao leitor e a construgdo de um ins-
trumento para determinar os valores de seno e cosseno
para angulos maiores que 0° e menores que 90° que re-
produz o primeiro quadrante do circulo trigonométrico.

O livro de Centurion e Jakubovic (2012): estimula a
aplicacdo dos conhecimentos na pratica; apresenta o con-
tetdo de forma bem ilustrada e apresenta a curiosidade
de como calcular o raio da Terra.

O autor de Leonardo (2013): apresenta relagdes entre
seno, cosseno e tangente e mostra ao leitor como usar a
calculadora cientifica para encontrar os valores de seno,
cosseno e tangente.

Os diferenciais de Souza e Pataro (2012) sdo: expor o
contetido de forma bem ilustrada e com muitos detalhes;
conter um niimero expressivo de exercicios e explicar ao
leitor como usar um software, que oferece a possibilidade
de encontrar medidas de angulos e lados de tridngulos,
chamado Microsoft Mathematics.

Nenhum dos atuais livros analisados menciona a
existéncia do circulo trigonométrico, embora o livro
Onaga e Mori (2012) apresente um instrumento para
encontrar os valores de seno e cosseno de um angulo
agudo, que é uma reproducdo do primeiro quadrante
do circulo. Os livros analisados definem seno como a
razdo entre a medida do cateto oposto e a medida da
hipotenusa em um tridngulo retangulo; o cosseno como
a razdo entre a medida do cateto adjacente e a medida
da hipotenusa e a tangente como a razdo entre a me-
dida do cateto oposto e a medida do cateto adjacente
em um tridngulo retangulo, ou seja, definem seno, cos-
seno e tangente apenas para angulos agudos. Nenhum
desses livros faz referéncia a secante, cossecante, e cotan-
gente, e quase nada se fala a respeito de outras relagdes
trigonométricas. Esses livros se limitam ao estudo da
trigonometria em tridngulos retangulos, ndo fazendo
referéncia a trigonometria em um tridngulo qualquer.
Consequentemente, ndo fazem referéncia a lei dos senos
e a lei dos cossenos. Embora o livro Vontade de saber
Matemdtica (de Souza e Pataro (2012)) apresente como
usar o programa Microsoft Mathematics, livros que usam
recursos tecnolégicos sdo excegdes.

E importante que os alunos do 9° ano do Ensino
Fundamental estudem secante, cossecante e cotangente,
assim como trigonometria em um tridngulo qualquer.
Além disso, saibam o significado das palavras seno,
cosseno, tangente, secante, cossecante e cotangente e
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conhecam o circulo trigonométrico pois através dele é
possivel chegar as razdes e relagdes trigonométricas sem
a necessidade de decorar. Além disso, sejam estimu-
lados a usar softwares de maneira correta, pois dessa
forma chegam ao Ensino Médio mais preparados para
aprender as fungdes trigonométricas.

4 Justificativa e objetivos

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais MEC
(1998) do terceiro e quarto ciclos do Ensino Fundamental,
no que se refere a importancia dos recursos tecnolégicos
na educagdo:

O mundo vive um acelerado desenvolvimento,
em que a tecnologia estd presente direta ou in-
diretamente em atividades bastante comuns. A
escola faz parte do mundo e para cumprir sua fun-
¢do de contribuir para a formagdo de individuos
que possam exercer plenamente sua cidadania,
participando dos processos de transformacao e
construgdo da realidade, deve estar aberta e incor-
porar novos hébitos, comportamentos, percepcdes
e demandas.

A principal motiva¢do para a elaboracdo deste tra-
balho deve-se a inquietacdo diante das experiéncias ne-
gativas acumuladas com aulas de trigonometria através
de métodos tradicionais. Além disso, existem: a incon-
formidade com a dificuldade dos alunos em entender
um contetido tdo rico e 1til; o fato da grande maioria
dos livros didéticos ndo apresentarem uma forma de
levar os alunos a concluirem as rela¢des trigonométri-
cas e a vontade de buscar melhores resultados fazendo
algo diferenciado daquilo que é apresentado nos livros
didaticos atuais.

Nossa intencdo é estimular o uso de recursos tecno-
l6gicos em sala de aula, oferecer aos professores uma
forma alternativa de ensino da trigonometria e servir
como facilitador para esses professores. Além disso,
eliminar, ou pelo menos reduzir, as experiéncias frus-
trantes dos professores no ensino deste contetido, dar
aos alunos os conhecimentos em trigonometria necessa-
rios para que tenham condigdes entender a importancia
desse tema, aplicar esse conhecimento na prética e no
Ensino Médio. Este trabalho quer servir como comple-
mento aos livros didéticos.

5 Construcao do circulo de Hiparco

Nesta se¢do apresenta-se uma forma de construgdo para
o circulo de Hiparco que pode ser feita em duas versdes
que se diferem na forma como se modifica o dngulo.

1.

10.

11.
12.

Verificar se os eixos x e y estdo expostos na janela
de visualizacdo, reposicionar a figura para o lugar
desejado e ajustar seu tamanho;

. Criar um valor positivo na janela de dlgebra, que

serd a medida do raio, na barra de entrada, digi-
tar um valor positivo qualquer (preferencialmente
menor ou igual a 3, usando ponto para separar a
parte inteira da parte decimal caso preferir um na-
mero decimal), e pressionar a tecla enter, criando
o valor g;

Observacio:

(a) E possivel criar qualquer valor positivo para a,
porém, dependendo do valor escolhido serd
dificil a visualiza¢do, ou sera necessdrio repe-
tir o item 1. Portanto ndo use valores eleva-
dos.

. Renomear o valor a para r;

. Criar o circulo de raio r, na barra de recursos,

escolher opcdo circulo dados centro e raio. Na
janela de visualizacdo, clicar na origem do plano
cartesiano (0,0) e abrird nova janela, em seguida,
digitar r, e clicar no botdo OK, criando assim os
pontos A e o circulo c de raio 7;

. Criar o ponto de intersegdo entre o circulo c e o

eixo x positivo (r,0), criando o ponto B;

. Criar um ponto qualquer sobre o circulo c, dife-

rente de B (preferencialmente do arco do primeiro
quadrante), criando o ponto C;

. Criar o ponto de reflexdo de C em relagdo ao eixo

x, em: barra de recursos, escolher a opgdo reflexdo
em relacdo a uma reta. Na janela de visualizagdo,
clicar no ponto C, depois clicar em um ponto do
eixo x, com exce¢des dos pontos A e B, criando o
ponto C’;

. Tracar os segmentos de reta AB, AC, AC' e CC/;

. Criar os angulos BAC e C’EB, em: barra de re-

cursos, clicar no botdo 8, depois clicar na opgdo
angulo, conforme a Figura 11. Na janela de visua-
lizagdo, clicar no ponto B, depois clicar no ponto
A, e por fim, clicar no ponto C, criando o angulo
« = BAC, em seguida, clicar no ponto C’, depois
clicar no ponto A, e por fim, clicar no ponto B,
criando o angulo g = C'AB = a;

Criar o ponto de intersecdo entre os segmentos AB
e CC/, criando o ponto D;

Tracar os segmentos de reta CD e AD;

Renomear aos valores e, f, e g respectivamente
como CC/,CD e AD;
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13. Ocultar rétulos, esconder eixos x e iy, mudar rétulo
de posigdo.

A Figura 1 mostra o Circulo trigonométrico de Hiparco.

€ Print Circulo de Hiparco 1ggb b v [ESREE™ >
Ammvo Eotr b Opses Femamentas Janela Auca Enrar
Alad
‘- ‘ ABC e
/, 2! =5 Q@
» JaneladeAlgebra & () | » Janela ﬂeVISuallucao ®
Cénica
> cxeyes
Nimero
‘ =2
Ponto
5 A=0,0 X
5 B=2,0)
J C=(1.64,1.15)
9 C'=(1.64,-1.15)
9 D=(164,0) 8 N
Segmento
J AD=164
5 cc=220
5 Cp=115
9 a=2
5 b=2 g
9 da=2 3
Angulo
% a=35°
9 p=35°
Entrada ©

Figura 1: Circulo trigonométrico de Hiparco

Para alterar a medida do raio do circulo de Hiparco,
digitar a medida do raio (por exemplo: r = 1.5), e pres-
sionar a tecla enter. Também pode-se alterar o raio do
circulo de Hiparco com a opgdo 1 da barra de recursos,
depois clicar na op¢ao mover. Na janela de visualizagdo,
clicar no ponto B e arrastar horizontalmente.

E possivel alterar a medida do angulo em: barra de
recursos, clicar no botdo 1, depois clicar na op¢do mover.
Na janela de visualizagdo clicar no ponto C e arrastar
sobre o circulo c¢. O professor também pode criar uma
versdo 2 do circulo de Hiparco digitando o dngulo na
barra de entrada.

Com o Circulo de Hiparco o professor tem uma inte-
ressante ferramenta para uso em sala de aula, podendo
ser utilizado para comparar um tridngulo qualquer a
um tridngulo semelhante deste circulo.

Atividade 5.1 (Estudando o circulo trigonométrico de
Hiparco). Esta atividade tem o propoésito de mostrar
aos alunos como se iniciou o estudo da trigonometria e
como surgiu o circulo trigonométrico. Nesta atividade
usaremos a construgdo feita na segdo 5.

O uso do circulo trigonométrico de Hiparco feito no
software GeoGebra, se torna interessante pelo dinamismo.
O professor pode, inclusive, realizar a construcdo do cir-
culo de Hiparco com régua e compasso, mas a vantagem
da construgdo no software GeoGebra é a precisdo e tam-
bém tornar possivel o uso de medidas dos lados dos
tridngulos que sdo expostas na janela de algebra.

Objetivos: Estimular os alunos ao uso de recursos
tecnoldgicos na aprendizagem; mostrar aos alunos como
surgiu o primeiro circulo trigonométrico usando as mes-
mas ideias de Hiparco e explicar o surgimento da pala-
vra seno.

Pré-requisitos: Semelhanca e congruéncia de trian-
gulos; Teorema de Pitdgoras; Propriedades da proporgao
e conhecimentos minimos sobre utilizacdo do software
GeoGebra.

software GeoGebra

Material necessdrio: Equipamento que tenha ins-
talado o software GeoGebra, além do material escolar
usual.

Tempo necessdrio: 2 horas/aula.

Exercicio 1. Leitura: H4 aproximadamente 500 a.C. os
gregos, especialmente Pitagoras de Samos (569 a 475
a.C., aproximadamente), ja tinham conhecimento da re-
lagdo entre os catetos e a hipotenusa de um tridngulo
retangulo, inclusive com demonstragdo, conhecida como
Teorema de Pitadgoras, em que era possivel calcular a
medida de um dos lados de um triangulo retangulo co-
nhecidas as medidas dos outros dois lados. No entanto,
nos estudos de astronomia do grego Hiparco de Nicéia
(190 a 125 a.C.), considerado o “Pai da trigonometria ”,
surgiu a necessidade de saber como calcular um dos la-
dos do tridngulo retangulo sabendo-se apenas a medida
de um dos catetos e um dos angulos agudos. Hiparco,
fazendo uso dos conhecimentos em semelhanca de tri-
angulos propostos por Tales de Mileto (624 a 548 a.C.),
criou o que podemos chamar de “primeiro circulo tri-
gonométrico”, com a finalidade de encontrar tridngulos
semelhantes e compara-los.

Sabendo-se dessa importancia, faga as atividades a
seguir:

a) No circulo de Hiparco, construido no software
GeoGebra, escolha um valor qualquer para a medida do
raio, e um valor qualquer para a medida do angulo «
(Escolha entre o circulos de Hiparco 1 e 2);

b) No circulo criado no item (a), justifique que os
tridngulos ACD e AC’'D s&o congruentes, e consequen-
temente, sdo tridngulos retangulos:

¢) Encontre um triangulo, no circulo de Hiparco do
software GeoGebra, que seja semelhante ao triangulo
EFG, da Figura 2, e calcule o valor de x por semelhanca
de tridngulos, usando o valor da medida do segmento
CD (correspondente a meia corda CC’) exposto na janela
de algebra.

-

Figura 2: Atividade 5.1, exercicio 1, item (c) - Triangulo
EFG

d) Repita o que foi feito no item (c), porém utilizando
raio unitdrio no circulo de Hiparco.
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Solugido da Atividade 5.1:
Exercicio 1

a)

Uma possivel solugdo: para mudar a medida do
raio deve-se digitar na barra de entrada um valor
para o raio, por exemplo r = 1.5, e pressionar a
tecla enter. Também é possivel alterar a medida
do raio em: barra de recursos, clicar no botdo
1, depois clicar na op¢do mover e na janela de
visualizagdo, arrastar o ponto B horizontalmente.
Para mudar a medida do angulo deve-se, na barra
de recursos, clicar no botdo 1, depois clicar na
opg¢do mover e na janela de visualiza¢do arrastar o
ponto C sobre o circulo. Veja a Figura 3.

Figura 3: Atividade 5.1, exercicio 1, item (a) - Solugdo

b)

Analisando a figura construida no item (a), pode-
se perceber que a medida do lado AC é igual a
medida do lado AC’, a medida do angulo « é igual
a medida do angulo B, e o lado AD é comum ao
triangulo ACD e AC’'D, portanto AACD e AAC'D
sdo congruentes por LAL (possuem dois lados cor-
respondentes congruentes e os angulos compreen-
didos entre esses lados congruentes). Como esses
tridangulos sdo congruentes, tem-se que os angu-
los CDA e ADC' sdo congruentes. Como CDAe
ADC' sao suplementares, a soma de suas medidas
é igual a 180°, portanto os angulos CDA e ADC’
sdo retos e, consequentemente AACD e AAC'D
sdo triangulos retangulos.

Uma possivel solucdo: primeiramente vamos en-
contrar no circulo de Hiparco, um tridngulo se-
melhante ao tridngulo retangulo EFG e, para isso,
podemos utilizar a construgdo feita no item (a),
com raio medindo 1,5, em seguida alterar o angulo
« para 30°. Para isso deve-se, na barra de recursos,

clicar no botdo 1, depois clicar na op¢ao mover e
na janela de visualizagdo arrastar o ponto C sobre
o circulo até encontrar a = 30°. Veja a Figura 4.

Figura 4: Atividade 5.1, exercicio 1, item (c) - Solugao

d)

Conforme vimos no item (b), o tridangulo ACD é re-
tangulo. Portanto, o tridngulo ACD é semelhante
ao triangulo EFG por AA (possuem dois angu-
los correspondentes congruentes, e consequente-
mente o terceiro angulo congruente). Como os
triangulos EFG e ACD sdo semelhantes possuem
os lados correspondentes proporcionais, entdo é
possivel encontrar o valor de x comparando esses
dois tridngulos, usando as medidas de AC=15¢
CD = 0,75, na janela de algebra:

S
)

CD_AC _CTD_FF 05 _x
EF FG AC TFG 15 35

1,5x = 2,625 & x = 1,75.

~

Portanto, o trisngulo EFG tem a medida x = EF =
1,75.

O circulo construido no item (c) ja apresenta o tri-
angulo ACD semelhante ao tridngulo EFG, porém
o0 raio ndo é unitario. Para deixar o raio igual a 1,
basta digitar * = 1 na barra de entrada e pressionar
a tecla enter. Dessa maneira, AC =1e CD = 0,5.
Portanto:

0,5 X

:::@2::@ <:>x:1,75.
AC

FG 1 3,5

Portanto, o triangulo EFG tem a medida x = EF =
1,75.

622
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Dicas ao professor:

1. Mostre aos alunos que o circulo de Hiparco no
software GeoGebra, possibilita encontrar todas as

Importante: a relacdo entre o angulo « e a meia
corda CD, era chamada de fungio meia corda. A palavra
em sanscrito para “meia corda”era jya-ardha, que era
abreviada por jiva. Em drabe isso se tornou jiba, que
se abrevia por jb. Tradutores latinos tornaram errone-
amente jb pela palavra drabe jaib, que singnifica seio,
portanto passaram a usar a palavra latina sinus, e em

possibilidades de tridngulos retangulos;

. Diga aos alunos que um triangulo qualquer pode
ser comparado a um tridngulo semelhante no cir-
culo de Hiparco com raio qualquer, porém é mais
facil comparar esse tridngulo a um tridangulo que
tenha um dos lados unitario. Esse é o motivo pelo
qual o circulo trigonométrico atual, que serd mos-
trado aos alunos na sequéncia, tem raio unitario;

. Para calcular o valor de x foi preciso utilizar a me-
dida de DC, que corresponde a metade da corda

CC’. Entao peca para os alunos que observem que
quando se altera o angulo «, se altera também a

medida da meia corda CD;

. Comente com os alunos que seré estudado, poste-
riormente, uma férmula que relaciona a medida
do angulo a & medida da meia corda CD. Esta
férmula generaliza o que foi feito nesta atividade

e é chamada de relagio seno.

portugués sinus tornou-se seno.

6 Circulo trigonométrico 1: seno, cos-

O circulo trigonométrico 1 apresentard os valores de
seno, cosseno e tangente de um angulo « e esta se¢do
apresenta duas construgdes para o circulo trigonomé-
trico 1, que diferem na forma como se altera o angulo.
Estas construgdes serdo chamadas de circulo trigono-
métrico 1a e circulo trigonométrico 1b. Os detalhes da
construgdo dos circulos trigonométricos estdo no tra-
balho de conclusdo de mestrado Strasburg (2014) que
estd disponivel em www.profmat.furg.br. Na préxima
subsecdo descreveremos os passos principais das cons-

seno e tangente

trugoes.

6.1 Construcao do circulo trigonométrico 1a
1.

Exibir os eixos x e y na janela de visualizacdo,

conforme a Figura 5;

Na janela de visualizacdo, arrastar a figura para

centralizar os eixos, conforme a Figura 6;

software GeoGebra

€7 GeoGebra o — — e — — — oo
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
- - = =
RN EENEE R @
%7‘:/7/:L7®7\')7 ol Noflal = J Q %
» Janela de Algebra [ > Janela de Visualizagao ®
4
Janela de Visualizagao
a
1| Ewos <l
i Mana
Barra de Navegagio 4
X zoom »
! EioX  EixoY »
Exibir Todos os Objetos
o Si
5 T P VisualizagioPadrio  CtieM
4 Janela de Visualizagio
N
Entrada: (]

€ GeoGebra —— | — — [ | E e
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entar.
— = =
A . N 9 . . as ( ]
DRERRIERANEE D
» Janela de Algebra (x) | » Janela de Visualizagio 2| Mover Janela de Visualzaglo ®
& ampliar
& Reduzir
|| @0 Exibir/Esconder Objeto
i q
AA| Exivir/Esconder Rétulo
o |
5 VI ] ¢ 4
<! CopiarEstilo Visual
B
4. Apagar
B
Entrada: )

Figura 5: Ativar, ou desativar, eixos x e i

€2 GeoGebra PR ———————— o
Aquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar,
[ ] (4
A 5k O£ Y["C .. @
DY N o) PN = | 02
» Janela de Algebra () [ » Janela de Visualizagdo (x|
Mover Janela de Visualizagio
“ Ampliar
Reduzir
3
| Exibir/Esconder Objeto
q
A A Exivir/ Esconder Rétulo
'
<! Copiar Estilo Visual
o
—
LI T S 7 | 4 Apagar 5
“
Entrada: ©

Figura 6: Mover janela de visualiza¢do

. Ajustar o tamanho da figura de acordo com que se

deseja. Veja a Figura 7;

Figura 7: Ajustar tamanho da figura

. Criar o circulo de raio unitdrio: escolher a opgdo

circulo dados centro e um de seus pontos, con-
forme a Figura 8. Na janela de visualizagdo, clicar
na origem do plano cartesiano (0,0) e em seguida
clicar no ponto (1,0), criando assim os pontos A
e B e o circulo ¢ de raio unitario e centrado na
origem;

. Criar um ponto C qualquer sobre o circulo ¢ em:
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© GeoGebra e — — [ESFEOI=X)
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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» Janela de Algebra

o BIFND

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos.

=0 95

(9| circulo dados Centro e Raio |
(93 compasso
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—————
R
I\ Arco Circular N
|
€| Ao Circuncireutar
Q Setor Circular
|
€ setor Cicuncircular |
Entrada ©

Figura 8: Criar circulo

barra de recursos, clicar no botéo 2, depois clicar
na opgdo ponto, conforme a Figura 9. Na janela
de visualizagdo, clicar em um ponto qualquer do
circulo c;

Observacgoes:

(@) O ponto C ndo deve ser um dos pontos de
intersegdo entre o eixo y e o circulo c pelo fato
da tangente de um angulo ndo estar definida
para os angulos de 90° e 270°;

(b) Evite escolher um ponto préximo a um dos
pontos de intersecdo entre o eixo y e o circulo
¢, pois isso pode dificultar a construgdo da

figura.
© Geotebra e — - - [T
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

MUMMIMMI

> Jane | CAl ponto
B Cnnl °

- Pm Q Ponto em Objeto

o |
o1 ‘(/ Vincular/ Desvincular Ponto

noc| @le
== 3 Q&

X Intersegao de Do Obetos 05

Ponto Médio ou Centro

. ola
B Ef O] s H N
oZ| NimeroComplexo
w05

Entrada

Figura 9: Criar ponto

6. Tracar o segmento de reta AC. Na janela de visua-
lizagdo, clicar no ponto A(0,0) e depois clicar no
ponto C, criando o segmento de reta a = AC. Veja
Figura 10;

. Criar o angulo BAC (veja Figura 11). Na janela de
visualizagdo, clicar no ponto B, depois clicar no
ponto A, e por fim, clicar no ponto C, criando o
angulo o = BKC;

Observacao:

€ GeoGebra — A — — o | B e
Nuuwo Editar Exibir om;a-s Ferramentas Janela Aluda Entrar..
@e
ABC
9%
’ JaneladeAl
= Conica / =
9 axiey
o0 Zx A 2 cagmeno <:1
9 A=(0,0
@ B=(1,0, 2 Segmento com Comprimento Fixo
@ c=(08] f
o semieta 05
% 4|
S Caminho Poligonal )
o 8
s o5 s
| vetor
7| Vetor aPartr de um Ponto b
Entrada: )

Figura 10: Tragar segmento de reta

(a) Vale ressaltar que a ordem dos pontos em que
clicamos altera a figura do angulo.

€2 Geolebra — ———— || @ ]
Arquivo. Editar Exidir Opges Ferramentas Janela Nuua Entrar.
D...D. ¥
9%
» Janela de Algebra » Janela de Visu @
Angul
= Cénica 4 L0
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@ C=(0.83,0.56) - Distancia, Comprimento ou Perimetro
= Segmento =
9 a=1 B Area
q
/| mcinagso
{12} CriarLista
|
Entrada: )

Figura 11: Criar angulo

8. Tragar a reta tangente ao circulo ¢ (Figura 12), pelo

ponto (1,0);

Observacao:

(a) O software GeoGebra ndo criard a reta tan-
gente ao clicar nos pontos B e C, por esse mo-
tivo o ponto C ndo pode ser escolhido para
essa construgao.

€2 GeoGebra - — Sl — — [ESREe ™)
Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Auda Entrar.
D. . s
nsc|
9%
» Janelade Algebra || §
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@ C=(083,0.56) f
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et £ Bissetrz o5 I
= Angulo 1 |
@ a=34°
/O RetaTangente s Aeeae N
Q Reta Polar ou Diametral { e e o * : I
"
4| Reta de Regressdo Linear e
O3\ Lugar Geométiico b
I |
Entrada: ]

Figura 12: Tragar reta tangente ao circulo
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Figura 14: Ponto com cosseno do angulo na coordenada

Repetir o processo com o valor k dando o nome de
cosseno, e com o valor [ dando o nome de tangente;

X, NO eixo x Do — R i
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
@
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» Janela de Algebra » Janela de Visualizago ®
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@ C=(0£ 4% Propriedades a e
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—_— = ——— —— @ E=(083,0 2 B 05 Alo hos 15
12. Tragar os segmentos de reta AD, CE, CF, AF, AE 0 o |
e BD; - Soomue
@ d=121
9 e=056
9 1=083
13. Escrever os valores de seno, cosseno e tangente o = —I
na janela de dlgebra, da seguinte forma: digitar - -
na barra de entrada sen(a) e pressionar a tecla Figura 17: Primeiro passo para renomear objeto
enter criando o valor j. Depois repetir o processo
digitando cos(a) e pressionando a tecla enter para
criar o valor k, e por fim, digitando tan(«) e pressi- Embora o circulo trigonométrico 1la ja possa ser
onando a tecla enter para criar o valor [ (conforme usado, recomenda-se organizar a figura na janela
Figura 16); de visualiza¢do com os itens facultativos, a seguir:
14. Renomear os valores j, k e [, na janela de algebra, 15. Caso os rétulos (nomes de pontos, retas, segmen-

clicar com botdo direito do mouse em j, e abrird

tos de reta, circulo, etc) aparecam na janela de
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6.2 Construcao do circulo trigonométrico 1b
17. E possivel alterar as cores dos segmentos de reta Para iniciar a construcgdo do circulo trigonométrico 1b,

AF, AE e BD, conforme a Figura 22. Se desejar  seguir os passos de 1 a 4 do circulo trigonométrico 1a e
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0S Passos a seguir:

1.

Figura 25: Primeiro passo para criar &ngulo com ampli-

Criar um angulo qualquer: barra de entrada, digi-
tar um angulo qualquer, com excec¢do dos angulos
90° e 270°, por exemplo & = 34°. Para digitar « e
o simbolo “°”na barra de entrada, basta clicar no
botdo ao lado direito da barra de entrada e depois
clicar na opcdo « e “°”. Conforme a Figura 24;

@ oo e
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
. woc) @l
ad
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nw|e |~

alnlem|=

v olo <
E)
SEEn

Entrada:|c=34°

Figura 24: Digitar angulo

. Criar o angulo B em: barra de recursos, clicar

no botdo 8, depois clicar na opc¢do angulo com
amplitude fixa, conforme a Figura 25. Na janela
de visualizagdo, clicar no ponto B, depois clicar no
ponto A, e abrird uma janela, em seguida digitar
«, depois selecionar a opg¢do sentido anti-hordrio,
e por fim clicar em OK, conforme a Figura 26,
criando o ponto B’ e 0 angulo B = . Para digitar
« na barra dessa janela, basta clicar no botdo ao
lado direito dessa barra e depois clicar na opgdo «;

€2 GeoGebra e e P, . N, W e 0| @ |
Arquivo Editar Exibir Opgfes Feramentas Janela Ajuda Entrar
I @e
A (S -[\ nac [ ] @
LA olod N +] 0o
» Janela de Algebra » Janela de Visu A &
Conica /\\'. D
D cxiey=1 o] o
= Ponto £, Angulo com Ampitude Fixa
3 A=(0,0
@ B=(1,0) m
= Angulo “ Distancia, Comprimento ou Perimetro
) a=34° =
Y s
q
" ncinagso

1,2} CriarLista

Entrada

tude fixa

N U1 s W

. Renomear o angulo  como 6, veja Figura 27;
. Renomear o ponto B’ como C;
. Tragar o segmento de reta AC;

. Tracar a reta tangente ao circulo ¢, pelo ponto (1,0)

criando a reta b;
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Figura 26: Segundo passo para criar angulo com ampli-
tude fixa
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Figura 27: Renomear angulo

Observacgio:

(a) O software GeoGebra nao criard a reta tan-
gente ao clicar nos pontos B e C, por esse mo-
tivo o ponto C ndo pode ser escolhido para
essa construcgao.

. Criar o ponto D que contém a tangente de &« na

coordenada y, sobre a reta b, em: barra de entrada,
digitar o ponto (1,tg(x));

. Criar o ponto E que contém o cosseno de « na

coordenada x, sobre o eixo x, em: barra de entrada,
digitar o ponto (cos(«),0);

. Criar o ponto F que contém o seno de « na coor-

denada y, sobre o eixo y, em: barra de entrada,
digitar o ponto (0,sen(«));

Tragar os segmentos de reta d = AD, ¢ =
f=CF,g=AF,h=AEei= BD;

CE,

Escrever os valores de seno, cosseno e tangente
na janela de algebra e renomear os valores, con-
forme os passos 13 e 14 da construgdo do circulo
trigonométrico 1a;
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Embora o circulo trigonométrico 1b ja possa ser
usado, recomenda-se organizar a figura na janela
de visualizagdo com os itens facultativos, a seguir:

Janela de Visualizagao ® |

!1
= Ponto |
2 A=(0,0)
2 8=(1,0)
J C-mns aces o
Ponto C: Ponto sobre ¢ F C

12. Caso os rétulos (nomes de pontos, retas, segmen-
tos de reta, circulo, etc) aparecam na janela de
visualizagdo, é possivel esconder esses rétulos, au-
mentar a espessura do circulo, mudar cores e exibir
malhar, passos que estdo descritos no circulo trigo- el
nométrico la. Além disso, é possivel mudar um =T =
rétulo de posigdo.
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Figura 28: Animar figura

Com o circulo trigonométrico 1b, é possivel alterar

a medida do angulo &, na barra de entrada, digitar o
angulo (por exemplo: x = 40°), e pressionar a tecla enter,

conforme a Figura 24. 7 Circulo trigonométrico 2: secante,

Observagdes: cossecante e cotangente

1.

Nas construgdes dos circulos trigonométricos 1a e
1b, o professor pode modificar as figuras conforme
desejar, aumentando ou diminuindo a espessura
das linhas, e modificando as cores das linhas, dos
pontos e dos rétulos;

O circulo trigonométrico 2 apresenta os valores de se-
cante, cossecante e cotangente de um angulo « e esta
secdo apresenta duas construgdes para o circulo trigo-
nométrico 2, que se diferem na forma como se altera o
angulo. Estas construcdes serdo chamadas de circulo
trigonométrico 2a e circulo trigonométrico 2b.

2. O que diferencia o circulo trigonométrico 1a do
Ib ¢ a forma como se modifica o angulo. O pri- 71 Construgao do circulo trigonométrico 2a
meiro ficard com o angulo nomeado &, enquanto o
segundo 6; 1. Seguir os mesmos passos das construgdes do cir-
culo trigonométrico la para verificar se os eixos x
3. Com os circulos trigonométricos 1a e 1b, o profes- e y estdo expostos na janela de visualizagdo. Re-
sor tem uma interessante ferramenta para traba- posicionar a figura. Ajustar o tamanho da figura.
lhar as relagdes trigonométricas envolvendo seno, Criar o circulo ¢ de raio unitario com centro em
cosseno e tangente; A = (0,0) passando por B = (0,1);
. R ) . o 2. Criar um ponto C qualquer sobre o circulo ¢, com
4. Para modificar o angulo no circulo trigonométrico - . ~
) . as mesmas restri¢Oes feitas durante a construcao
la arrasta-se o ponto C pelo circulo e para modifi- . ) P . )
- . B o o do circulo trigonométrico la. Além disso, tragar
car o angulo no circulo trigonométrico 1b digita- —= . R
. o segmento de reta AC e construir o angulo «
se o dngulo na barra de entrada. Dessa forma, .
. exatamente como fizemos em 1la.
quando o professor tem o objetivo de mostrar aos
alunos os valores de seno, cosseno e tangente de 3. Tragar a reta tangente ao circulo ¢, pelo ponto
um angulo « e a forma como acontece a varia- (0,1). Na janela de visualizagdo, clicar no ponto B,
¢do desses valores em relagdo ao angulo «, é mais e depois clicar em qualquer outro ponto do circulo
conveniente usar o circulo trigonométrico 1a, por ¢, diferente de C, criando a reta b;
ser mais dindmico. Mas quando se deseja encon- Observacio:
trar os valores de seno, cosseno e tangente, para
um valor de « especifico, é mais conveniente usar (a) O software GeoGebra néo criard a reta tan-
o circulo trigonométrico 1b. Uma vantagem do gente ao clicar nos pontos B e C, por esse mo-
circulo trigonométrico 1a é que se pode fazer o tivo o ponto C néo pode ser escolhido para
angulo o aumentar automaticamente através de essa construgao.
uma animagdo. Na janela de élgebra, clicar com o .
a antmag J 5eLTa, i 4. Criar os pontos D = (cotg(a),1), E = (sec(«),0),
botéo direito do mouse no ponto C, e abrird uma
. ) , o F = (0,cosec(a)) e os segmentos de reta d = AD,
janela, em seguida, deve-se clicar no botdo animar, ¢ —EF, f — AE, g — AF e h — BD;
conforme a Figura 28. Repetir o processo caso se ’ ’ ’
queira parar a animagéo. 5. Escrever os valores de secante, cossecante e co-

tangente na janela de dlgebra, da seguinte forma:
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digitar na barra de entrada sec(«), conforme a Fi-
gura 29, e pressionar a tecla enter, criando o valor
i. Depois repetir o processo digitando cosec(x) e
pressionando a tecla enter para criar o valor j, e
por fim, digitando cotg(a) e pressionando a tecla
enter para criar o valor k;
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Figura 29: Criar o valor de secante na janela de dlgebra

6. Renomear os valores i, j e k respectivamente de
secante, cossecante, e cotangente.

Embora o circulo trigonométrico 2a ja possa ser usado,
recomenda-se organizar a figura na janela de visuali-
zagdo com os itens facultativos como esconder rétulos,
aumentar espessura, mudar cores e exibir malha.

Com o circulo trigonométrico 2a, é possivel alterar
a medida do angulo «, na barra de recursos, clicar no
botédo 1, depois clicar na opgdo mover. Na janela de
visualizagdo arrastar o ponto C sobre o circulo c.

7.2 Construcao do circulo trigonométrico 2b

1. Seguir os mesmos passos das construgdes do cir-
culo trigonométrico 1a para verificar se os eixos x
e i estdo expostos na janela de visualizag¢do. Re-
posicionar a figura. Ajustar o tamanho da figura.
Criar o circulo ¢ de raio unitirio com centro em
A = (0,0) passando por B = (0,1);

2. Criar um angulo qualquer em: barra de entrada,
digitar um angulo qualquer, com exce¢do dos an-
gulos 0°, 90°, 180° e 270°, por exemplo a = 53°,
e pressionar a tecla enter, criando o valor a = 53°
na janela de 4lgebra. Para digitar a e o simbolo
“°”na barra de entrada, basta clicar no botdo ao
lado direito da barra de entrada e depois clicar na

4o,

opgdo « e no simbolo “°”;

Observacgoes:

(a) Nao podem ser escolhidos os angulos 0°, 90°,
180° e 270° pelo fato da secante de um angulo
ndo estar definida para os angulos 90° e 270°
e a cossecante e a cotangente de um angulo

10.

software GeoGebra

ndo estarem definidas para os dngulos de 0°
e 180°%;

(b) Evite escolher um angulo com pouca dife-
renga para os angulos onde a secante, cosse-
cante e cotangente ndo estdo definidas, pois
isso pode dificultar a construgdo da figura.

Criar um novo ponto no circulo, na barra de recur-
s0s, clicar no botdo 2, depois clicar na opg¢ao ponto,
conforme a Figura 9. Na janela de visualizacao,
clicar ponto (1,0), criando assim o ponto C;

Renomear o ponto C para X, conforme a Figura
18;

. Criar o angulo B em: barra de recursos, clicar

no botdo 8, depois clicar na opg¢do angulo com
amplitude fixa, conforme a Figura 25. Na janela
de visualizagao, clicar no ponto X, depois clicar no
ponto A, e abrird uma janela, em seguida, digitar
«, depois selecionar a opgdo sentido anti-hordrio,
e por fim clicar em OK, conforme a Figura 26,
criando o ponto X’ e o angulo § = . Para digitar
« na barra dessa janela, basta clicar no botdo ao
lado direito dessa barra e depois clicar na opgéo «;

. Renomear o angulo  como 6 e renomear o ponto

X" como C, conforme a Figura 18;

. Tragar o segmento de reta AC em: barra de re-

cursos, clicar no botdo 3, depois clicar na opgdo
segmento, conforme a Figura 10. Na janela de vi-
sualizagdo, clicar no ponto A(0,0) e depois clicar
no ponto C, criando o segmento de reta a = AC;

. Tragar a reta tangente ao circulo c, pelo ponto (0,1)

em: barra de recursos, clicar no botdo 4, depois
clicar na opgdo reta tangente, conforme a Figura
12. Na janela de visualizagdo, clicar no ponto B, e
depois clicar em qualquer outro ponto do circulo
¢, diferente de C, criando a reta b;

Observacgao:

(a) O software GeoGebra ndo criarad a reta tan-
gente ao clicar nos pontos B e C, por esse mo-
tivo o ponto C nado pode ser escolhido para
essa construcao.

. Criar os pontos D = (cotg(a),1), E = (sec(),0),

F = (O,cosec(a)) e tracar os segmentos de reta
d=AD,e=EF,f=AE,¢=AFeh=BD;

Escrever os valores de secante, cossecante e co-
tangente na janela de 4lgebra, da seguinte forma:
digitar na barra de entrada sec(a) e pressionar
a tecla enter, criando o valor i. Depois repetir o
processo digitando cosec(x) e pressionando a te-
cla enter para criar o valor j, e por fim, digitando
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cotg(a) e pressionando a tecla enter para criar o
valor k;

11. Renomear os valores i, j e k como secante, cossecante
e cotangente respectivamente;

12. Ocultar o ponto X.

Embora o circulo trigonométrico 2b ja possa ser
usado, recomenda-se organizar a figura na janela
de visualizagdo com os itens facultativos, como
ocultar rétulos, aumentar espessura, mudar cores
e exibir malha.

Com o circulo trigonométrico 2b, é possivel alterar
a medida do angulo « em: barra de entrada, digitar o
angulo (por exemplo: « = 40°), e pressionar a tecla enter,
conforme a Figura 24.

Observagoes:

1. Nas construgdes anteriores, o professor pode modi-
ficar as figuras conforme desejar, aumentando ou
diminuindo a espessura das linhas, e modificando
as cores das linhas, dos pontos e dos rétulos.

2. A dnica diferenga, na janela de visualizagdo, entre
o circulo trigonométrico 2a e o circulo trigonomé-
trico 2b é que um ficard com o angulo nomeado «,
enquanto o outro ficard com o dngulo nomeado 6.

3. Com os circulos trigonométricos 2a e 2b, o profes-
sor tem uma interessante ferramenta para trabalha-
ras relagdes trigonométricas envolvendo secante,
cossecante e cotangente. O que diferencia o circulo
trigonométrico 2a do circulo trigonométrico 2b é a
forma como se modifica o angulo.

4. Para modificar o angulo no circulo trigonométrico
2a arrasta-se o ponto C pelo circulo, e para modifi-
car o angulo no circulo trigonométrico 2b digita-
se o angulo na barra de entrada. Dessa forma,
quando o professor tem o objetivo de mostrar aos
alunos os valores de secante, cossecante e cotan-
gente de um angulo «, e a forma como acontece
a variagdo desses valores em relagdo ao angulo «,
é mais conveniente usar o circulo trigonométrico
2a, por ser mais dindmico. Mas quando se deseja
encontrar os valores de secante, cossecante e co-
tangente de a especifico, é mais conveniente usar
o circulo trigonométrico 2b. Uma vantagem do
circulo trigonométrico 2a é que se pode fazer o an-
gulo « aumentar automaticamente através de uma
animagdo, da seguinte forma: na janela de élgebra,
clicar com o botdo direito do mouse no ponto C, e
abrird uma janela, deve-se clicar no botdo animar,
conforme a Figura 28. Repetir o processo caso se
queira parar a animagao.

E possivel colocar todas as informagdes em um s6 cir-
culo, ou também colocar as informacoes separadamente,
de acordo com a necessidade e da proposta em sala de
aula.

Na Figura 30, tem-se um circulo trigonométrico com-
pleto (mesclando as construgoes feitas), com as informa-
¢Oes de seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e
cotangente.
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Figura 30: Circulo trigonométrico completo

Ao longo do trabalho, usaremos os circulos trigono-
métricos 1 e 2, seguindo rigorosamente a nomenclatura
utilizada na construcdo conforme o passo-a-passo.

7.3 Atividades propostas

Trigonometria e circulo trigonométrico estdo diretamente
associados, porém a maioria dos livros didaticos do 9°
ano do Ensino Fundamental trazem uma proposta de
explicar trigonometria sem fazer mengdo a existéncia
do circulo trigonométrico. Através do circulo trigono-
métrico conclui-se ndo somente o que sdo os valores
de seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e cotan-
gente de um angulo, mas também de onde surgem, e
porque levam esses nomes. A maioria das relagdes tri-
gonométricas podem ser concluidas usando o circulo
trigonométrico e fazendo uso de semelhanga de triangu-
los, pois no circulo se encontram absolutamente todos os
triangulos possiveis com cateto ou hipotenusa unitérios.
Portanto, uma boa parte das relacdes trigonométricas
consiste em comparar um tridngulo retangulo qualquer
a outro triangulo semelhante do circulo trigonométrico,
que tem cateto ou hipotenusa unitérios.

A seguir apresentam-se algumas atividades com o
uso do software GeoGebra e as construgdes dos circu-
los trigonométricos, com intuito de levar os alunos as
conclusodes das relagdes trigonométricas. Antes de mais
nada, é importante que os alunos tenham estudado seme-
lhanga e congruéncia de tridngulos, proporgdo, Teorema
de Tales, Teorema de Pitdgoras, soma dos angulos inter-
nos dos tridngulo, conversdo de unidades de medida do
angulo, pontos no plano cartesiano.
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Atividade 7.1 (Explorando o circulo trigonométrico no
software GeoGebra). Esta atividade tem o propésito de
mostrar como encontrar os valores de seno, cosseno, tan-
gente, secante, cossecante, e cotangente, de um éngulo
« no circulo trigonométrico. Nesta atividade usaremos
uma das construgdes feitas na segdo 7.

O uso do circulo trigonométrico no software GeoGe-
bra, torna-se interessante pois através dele é possivel
encontrar os valores de seno, cosseno, tangente, secante,
cossecante e cotangente de um angulo &, podendo ser
visualizada a representacdo geométrica. O professor
pode realizar essas construc¢des com régua e compasso,
mas a vantagem da construgdo no software GeoGebra é a
precisdo e dinamismo.

Objetivos: Estimular os alunos ao uso de recursos
tecnoldgicos na aprendizagem; mostrar aos alunos a
representacdo geométrica dos valores de seno, cosseno,
tangente, secante, cossecante e cotangente de um agulo
« e explicar o motivo pelo qual se utilizam as palavras
tangente e secante.

Pré-requisitos: Semelhanca e congruéncia de trian-
gulos; Retas paralelas cortadas por transversal; Soma
dos angulos internos de um tridngulo; Pontos no plano
cartesiano e conhecimentos minimos sobre utilizacdao do
software GeoGebra.

Material necessdrio: Equipamento que tenha ins-
talado o software GeoGebra, além do material escolar
usual.

Tempo necessario: 2 horas/aula.

Dicas ao professor:

1. No circulo trigonométrico 1: o seno do angulo «,
que podemos abreviar por sen(«) é a coordenada y
do ponto F; o cosseno do angulo &, que podemos
abreviar por cos(«) é a coordenada x do ponto E e
a tangente do 4ngulo «, que podemos abreviar por
tg(«) é a coordenada y do ponto D. Portanto, tem-
se os pontos C = (cos(a),sen(a)) e D = (1,tg(a));

2. No circulo trigonométrico 2: a secante do angulo
a, que podemos abreviar por sec(x) é a coorde-
nada x do ponto E; a cossecante do dngulo «,
que podemos abreviar por cosec(a) é a coorde-
nada y do ponto F e a cotangente de um angulo «,
que podemos abreviar por cotg(a) é a coordenada
x do ponto D. Portanto, tem-se os pontos E =
(sec(a),0), F = (0,cosec(a)) e D = (cotg(a),1).

Exercicio 2. De posse do circulo trigonométrico 1, cons-
truido no software GeoGebra, faga as atividades a seguir:

a) No circulo trigonométrico 1a, faga o angulo a variar
automaticamente através de uma animacédo. Para fazer
esta animacgdo deve-se clicar com o botdo direito do
mouse no ponto C, da janela de élgebra, ou da janela de
visualizagdo, e abrird uma janela, em seguida deve-se
clicar na opcdo animar;

software GeoGebra

b) Observando a janela de élgebra, escreva os valores
que seno, cosseno e tangente do angulo « assumem
quando: & = 0°, x = 90°, &« = 180° e &« = 270°;

c) Observando a janela de algebra, escreva os valores
que seno, cosseno e tangente do angulo & assumem em
cada quadrante: 0° < a < 90° (1° quadrante), 90° < & <
180° (2° quadrante), 180° < a < 270° (3° quadrante) e
270° < a < 360° (4° quadrante);

d) Compare os valores de seno, cosseno e tangente
do angulo « com os valores das coordenadas dos pontos
CeD.

Exercicio 3. De posse do circulo trigonométrico 2, cons-
truido no software GeoGebra, faga as atividades a seguir:

a) No circulo trigonométrico 2a, faga o angulo a variar
automaticamente através de uma animacao. Para fazer
esta animag¢do deve-se clicar com o botdo direito do
mouse no ponto C, da janela de dlgebra, ou da janela de
visualizacdo, e abrird uma janela, em seguida deve-se
clicar na op¢do animar.

b) Observando a janela de algebra, escreva os valo-
res que secante, cossecante e cotangente do angulo «
assumem quando: & = 0°, « = 90°, & = 180° e &« = 270°;

¢) Observando a janela de 4lgebra, escreva os valores
que secante, cossecante e cotangente do angulo & assu-
mem em cada quadrante: 0° < a < 90° (1° quadrante),
90° < a < 180° (2° quadrante), 180° < a < 270° (3°
quadrante) e 270° < & < 360° (4° quadrante);

d) Compare os valores de secante, cossecante e co-
tangente do angulo & com os valores das coordenadas
dos pontos D, E e F.

Exercicio 4. De posse do circulo trigonométrico 2, cons-
truido no software GeoGebra, escolha um valor para «
entre 0° e 90°. Em seguida, demonstre que os tridngulos
ACE, ACF, ABD e AEF sao semelhantes e demonstre
que os triangulos ACF e ABD também sdo congruen-
tes. Observagdo: O segmento AD é perpendicular ao
segmento EF.

Soluc¢do da Atividade 7.1:

Exercicio 2

a) Para fazer animacdo é preciso: na janela de dlgebra
ou na janela de visualizacao, clicar com o botao direito
do mouse no ponto C, e abrird uma janela. Deve-se
clicar no botdo animar. Repetir o processo caso se queira
parar a animagao.

Para resolver os itens (b) e (c) do exercicio 2, pode-
se obervar os valores encontrados na janela de algebra,
conforme a Figura 31.

b) Observando a janela de adlgebra, podemos encon-
trar os seguintes valores de sen(«), cos(x) e tg(a) para
a =0°% a =90° o = 180° e &« = 270°, conforme a Tabela
1:
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Figura 31: Atividade 7.1, exercicio 2 - Solugdo

Tabela 1: Valores de sen(w), cos(a) e tg(a) para o« =
0°,90°,180°,270°

a=0" a=90° a=180° a=270°
sen(a) 0 1 0 -1
cos(a) 1 0 -1 0
tg(w) 0 7 0 A

c) Observando a janela de dlgebra, podemos encon-
trar os seguintes valores para sen(a), cos(a) e tg(a) em
cada quadrante, conforme a Tabela 2:

Tabela 2: Valores de sen(a), cos(a) e tg(a) para cada
quadrante

1° 20 3° 4°
sen(a) (0,1) (0,1) (—=1,0) (—=1,0)
cos(a) (0,1) (=1,0)  (-1,0) (0,1)
tg(a) (0,+00) (—00,0) (0,4+00) (—00,0)

d) Comparando os valores de seno, cosseno e tan-
gente do angulo & com os valores das coordenadas dos
pontos C e D, pode-se concluir que: sen(«) é a coorde-
nada y do ponto C; cos(«) é a coordenada x do ponto C
e tg(a) é a coordenada y do ponto D.

Importante: Diga aos alunos que embora os livros
didéticos do 9° ano no Ensino Fundamental frequente-
mente definem a tangente de um angulo agudo como
a razdo entre a medida do cateto oposto e a medida do
cateto adjacente ao angulo, em um tridngulo retangulo,
a tangente de um angulo qualquer leva esse nome por
ser o valor da coordenada v do ponto D que pertence a
reta tangente ao circulo trigonométrico no ponto (1,0),
conforme o circulo trigonométrico 1.

Exercicio 3

a) Para fazer animacdo é preciso: na janela de algebra,
clicar com o botdo direito do mouse no ponto C, e abrird
uma janela. Deve-se clicar no botdo animar. Repetir o
processo caso se queira parar a animagao.

Para resolver os itens (b) e (c) do exercicio 3, pode-
se obervar os valores encontrados na janela de algebra,
como foi feito no exercicio 2.

b) Observando a janela de édlgebra, podemos encon-
trar os seguintes valores de sec(a), cosec(a) e cotg(a)
paraa = 0°, & = 90°, « = 180° e @ = 270°, conforme a
Tabela 3:

Tabela 3: Valores de sec(«), cosec(a) e cotg(a) para
a = 0°,90°,180°,270°

x=0° a=90° a=180° wa=270°
sec(a) 1 i -1 A
cosec(a) A 1 ? -1
cotg(a) P 0 ? 0

c) Observando a janela de algebra, podemos encon-
trar os seguintes valores para sec(«), cosec(x) e cotg(a)
em cada quadrante, conforme a Tabela 4:

d) Comparando os valores de secante, cossecante e
cotangente do angulo « com os valores das coordenadas
dos pontos D, E e F, pode-se concluir que: sec(a) é a
coordenada x do ponto E; cosec(a) é a coordenada y do
ponto F e cotg(a) é a coordenada x do ponto D.

Importante: Diga aos alunos que a palavra “secante
”¢é utilizada, pois a secante de um angulo « é o valor da
coordenada x do ponto E no circulo trigonométrico 2 e o

ponto E pertence a reta AE que é secante por intersectar
o circulo ¢ em dois pontos.

Exercicio 4

Primeiramente escolha um angulo « agudo no circulo
trigonométrico 2.

Demonstragao de que o tridngulo ACE é semelhante
ao tridngulo ACF:

Os triangulos ACE e ACF sao retangulos, pois como
os segmentos AD e EF sdo perpendiculares, os angulos
ACE e FCA sio retos. Como a soma das medidas dos
angulos internos de um tridngulo ¢é igual a 180° tem-
se que o angulo CEA mede 90° — « (ou seja, o angulo
CEA é complementar ao angulo #). Como o angulo
CAF também é complementar ao angulo & tem-se que
os angulos CEA e CAF sdo congruentes. Portanto, o
triangulo ACE é semelhante ao tridangulo ACF por AA
(possuem dois angulos correspondentes congruentes).

Demonstragao de que o tridngulo ACF é semelhante
e congruente ao tridngulo ABD:

O triangulo ABD é retangulo, pois o angulo ABD é
reto, e o tridngulo ACF é retangulo, conforme foi visto
anteriormente. Tem-se que os angulos BDA e « sio
congruentes pois sdo angulos alternos internos. Entdo o
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software GeoGebra

Tabela 4: Valores de sec(a), cosec(a) e cotg(a) para cada quadrante

1° 20 30 4°
sec(n) (1,+00) (—00,—1) (—o0,—1) (1,+ )
cosec() (1,+00) (1,4 ) (=00, —1) (=00, —1)
cotg(a)  (0,+00) (—00,0) (0,+0)  (=0,0)

triangulo ACF é semelhante ao tridngulo ABD por AA
(possuem dois angulos correspondentes congruentes).
Além disso, pode-se perceber que esses triangulos tem
os lados correspondentes AC e AB com medida unitaria.
Portanto, o tridngulo ACF é congruente ao triangulo
ABD por ALA (possuem dois dngulos correspontentes
congruentes e lado correspondente congruente);

Demonstragao de que o tridngulo ABD é semelhante
ao triangulo AEF:

O tridngulo AEF é retangulo, pois o dngulo EAF é
reto, e o tridngulo ABD é retangulo, conforme foi visto
anteriormente. Tem-se que a medida do 4ngulo FEA é
igual a medida do angulo CEA que é igual a 90° — & (ou
seja, 0 angulo CEA é complementar ao angulo ). Como
o angulo DAB também é complementar ao angulo «
tem-se que os angulos FEA e DAB sdo congruentes.
Portanto, o triangulo ABD é semelhante ao tridangulo
AEF por AA (possuem dois angulos correspondentes
congruentes).

Dicas ao professor:

1. O circulo trigonométrico fornece todos os trian-
gulos retangulos com cateto unitério, e todos os
tridngulos retangulos com hipotenusa unitéria. E
o motivo pelo qual o circulo trigonométrico tem
raio unitario é justamente pelo fato de ser mais
facil comparar um tridngulo qualquer a outro que
tenha um dos lados unitério;

2. Observe que no 1° quadrante: sen(«) é a medida
do cateto oposto ao angulo & em um tridngulo de
hipotenusa unitdria, cos(«x) é a medida do cateto
adjacente ao angulo &« em um tridngulo de hipote-
nusa unitdria, tg(«) é a medida do cateto oposto
ao angulo « em um tridngulo de cateto adjacente
unitdrio, sec(a) é a medida da hipotenusa em um
triangulo de cateto unitdrio adjacente ao dngulo «,
cosec(w) é a medida da hipotenusa em um trian-
gulo de cateto unitdrio oposto ao angulo « (pois os
tridangulos ABD e ACF sdo congruentes, conforme
foi visto no exercicio 4 da atividade 7.1), e cotg(a)
¢é a medida do cateto adjacente ao angulo « em um
tridngulo de cateto unitdrio oposto ao angulo a.

Atividade 7.2 (Encontrando rela¢des trigonométricas no
circulo 2 envolvendo secante, cossecante e cotangente
de um angulo «). Esta Atividade tem o propésito de
mostrar como é possivel encontrar algumas relacoes tri-
gonométricas no circulo trigonométrico 2. Para realizar

esta atividade usaremos as construcdes feitas na secdo 7.

O uso do circulo trigonométrico 2 possibilita encontrar
vdrias relagdes trigonométricas usando os conhecimen-
tos adquiridos na secdo 7.1. Com o uso deste circulo
trigonométrico no software GeoGebra nao é preciso fazer
um desenho manual para cada situagdo, e é possivel con-
ferir essas relacdes trigonométricas usando os valores da
janela de algebra para diferentes medidas do angulo «.

Objetivos: Estimular os alunos ao uso de recursos
tecnoldgicos na aprendizagem; mostrar aos alunos como
encontrar algumas relagdes envolvendo a secante, a cos-
secante e a cotangente de um angulo a e explicar o
motivo pelo qual se utilizam as palavras cossecante e
cotangente.

Pré-requisitos: Semelhanca e congruéncia de trian-
gulos; Relagdes trigonométricas seno, cosseno e tangente;
Retas paralelas cortadas por transversal; Pontos no plano
cartesiano e conhecimentos minimos sobre utilizacdo do
software GeoGebra.

Material necessdrio: Equipamento que tenha ins-
talado o software GeoGebra, além do material escolar
usual.

Tempo necessario: 4 horas/aula.

Exercicio 5. Considere um angulo « agudo qualquer no
circulo trigonométrico 2 construido no software GeoGebra,
conforme a Figura 32. Faga as atividades a seguir:

Figura 32: Atividade 7.2, exercicio 5

a) Aplique a relagdo cosseno do angulo « no tridngulo
ACE e encontre uma expressao que permita relacionar
a secante do dngulo a com o cosseno do angulo «;

b) Aplique a relagdo seno do angulo « no triangulo
ACF e encontre uma expressdo que permita relacionar
a cossecante do angulo & com o seno do angulo «;

¢) Aplique a relagdo tangente do angulo « no tri-
angulo ABD e encontre uma expressdo que permita
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relacionar a cotangente do angulo « com a tangente do
angulo «;

d) Seja B o angulo complementar a «. Use a igual-
dade encontrada no item (b) do exercicio 5 da atividade
7.2, e sabendo que se a e  sdo angulos complemen-
tares entdo sen(a) = cos(B), depois use a igualdade
encontrada no item (a) do exercicio 5 da atividade 7.2, e
encontre uma relacdo entre os dngulos a e f5;

e) Seja B o angulo complementar a «. No tridngulo
ABD aplique a relacdo tangente do angulo p e encontre
uma relagdo trigonométrica entre os angulos « e .

Dica ao professor:

1. Mostre que na Figura 32 os segmentos AD e EF
sdo perpendiculares e, consequentemente, os tri-
angulos ACE, ACF e AEF sdo semelhantes e os
triangulos ACF e ABD sdo congruentes, conforme
foi visto no exercicio 4 da atividade 7.1.

Solugdo da Atividade 7.2:
Exercicio 5

a) Aplicando a relagdo cosseno do angulo « no trian-
gulo ACE, tem-se:

AC 1 1

cos(a) = iF & cos(a) = sec(@) & sec(w) = cos(@)’

Importante: A secante de um angulo é igual ao in-
verso do cosseno desse mesmo angulo e, consequente-

mente,
hipotenusa

sec(a) = —F—————-
(=) cateto adjacente

b) Conforme vimos no exercicio 4 da atividade 7.1, o
angulo a = EAD é congruente ao angulo BD A, pois sdo
angulos alternos internos e o angulo AFC é congruente
ao angulo BD A pois os triangulos ABD e ACF sdo con-
gruentes. Portanto, como AFC = «, aplicando a relagao
seno do angulo « no tridangulo ACF, tem-se:

sen(a) = E < sen(a) = b & cosec(w) = !
AT ~ cosec(a) N

Importante: A cossecante de um angulo € igual ao
inverso do seno desse mesmo angulo e, consequente-

mente,
hipotenusa

cosec() = —————
(=) cateto oposto

¢) Conforme vimos no exercicio 4 da atividade 7.1,
o angulo EAD é congruente ao angulo BDA, pois sdo
angulos alternos internos. Portanto, como BDA = o,
aplicando a relagdo tangente do angulo « no triangulo
ABD, tem-se:

sen(a)’

& cotg(a) = .
tg(a)
Importante: A cotangente de um angulo é igual ao
inverso da tangente desse mesmo angulo e, consequen-
temente,

& tgla) =

tg(a) = ~ cotg(a)

3ls

cotg(a) — cateto adjacente
8= " ateto oposto

d) Seja « e § angulos complementares. Usando as
relagdes propostas, tem-se:

cosec(a) = sen(a)  cos(B

] = sec(B).

Importante: A cossecante de um angulo « é igual a
secante do angulo  que é complementar a . Diga inclu-
sive, que a palavra “cossecante”é empregada justamente
por ser a secante do angulo complementar.

e) No triangulo ABD o angulo DAB é complementar
ao angulo a, entdio DAB = a. Portanto, aplicando a
relacdo tangente do dngulo § no tridngulo ABD, tem-se:

BD cotg(a
tg(6) = 2= < t5(6) = B s g(6) = cotgla)
AB 1

Importante: A cotangente de um angulo « é igual
a tangente do angulo  que é complementar a a. Diga
inclusive, que a palavra “cotangente”é empregada justa-

mente por ser a tangente do angulo complementar.
Dica ao professor:

1. E importante para o aluno que ele tenha total en-
tendimento das rela¢des trigonométricas encontra-
das nessa secdo, por esse motivo é vdlido que se
facam exercicios usando o circulo trigonométrico 2,
onde o aluno possa testar essas relagdes trigono-
métricas usando os valores encontrados na janela
de algebra do software Geogebra.

8 Conclusoes

Ultimamente a sociedade vem passando por grandes
problemas. A falta de estrutura familiar, o acesso a
contetidos improéprios para a faixa etaria das criangas,
falta de orientagdo, limites e afeto a que muitas criancas
e adolescentes sdo submetidos podem gerar grandes
problemas na sua formagcdo intelectual das criangas e
adolescentes e também gera problemas em auto-estima
e falta de perspectiva de vida. Soma-se a isso o fato
de normalmente as escolas manterem métodos tradicio-
nais de ensino em meio a uma sociedade em constante
transformacdo. Isto faz com que a escola néo seja atra-
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tiva aos olhos de muitos alunos, gerando desestimulos,
reprovacdo e evasdo escolar.

Tornar a escola mais atrativa e estimulante é um
grande desafio aos profissionais da educagdo atualmente.
Nesse contexto, os professores de Matemadtica tem o
grande desafio de tornar uma matéria considerada difi-
cil, pela grande maioria dos alunos, em algo acessivel,
estimulante, capaz de gerar interesse e com um aprendi-
zado satisfatorio.

Tentando colaborar com a superagdo desse grande
desafio, através desse trabalho disponibilizou-se aos pro-
fessores de Ensino Fundamental algumas construgdes
no software GeoGebra e uma proposta de atividades
usando-as com intuito de levar os alunos a conclusao
das principais rela¢des trigonométricas.

No decorrer deste trabalho foi realizada uma pes-
quisa bibliogréfica em 5, dos 10 livros didaticos do 9°
ano do Ensino Fundamental, colocados a disposi¢do dos
professores da rede publica de ensino pelo MEC (Mi-
nistério da Educacéo e Cultura) através do PNLD 2014
(Programa Nacional do Livro Didético). Nesta pesquisa
ficou constatado que, dos livros consultados, nenhum
deles menciona a existéncia do circulo trigonométrico,
embora um deles apresente um instrumento para encon-
trar os valores de seno e cosseno de um angulo agudo,
que é uma reprodugdo do primeiro quadrante do circulo
trigonométrico. Também ficou constatado que, embora
um desses livros apresente como usar o programa Micro-
soft Mathematics, livros que usam recursos tecnolégicos
sdo excecdes. Além disso, esses livros definem seno, cos-
seno e tangente apenas para dngulos agudos e nenhum
desses livros faz referéncia a secante, cossecante, e cotan-
gente, quase nada se fala a respeito de outras relacoes
trigonométricas e se detém aos estudos de trigonometria
no tridngulo retangulo.

Foram apresentadas trés atividades: a primeira pro-
pde um exercicio com o circulo trigonométrico de Hi-
parco, a segunda apresenta algumas relagdes trigono-
métricas envolvendo seno, cosseno e tangente de um
angulo e a terceira trata das principais relagdes trigono-
métricas envolvendo secante, cossecante e cotangente de
um angulo.

Os exercicios de cada atividade estdo todos resolvi-
dos, onde se usou as construg¢des no software GeoGebra.
A maioria das atividades servem de pré-requisito para
a atividade subsequente, portanto torna-se interessante
seguir a ordem, mas fica a critério do professor decidir a
forma de usar que mais lhe convém e se adapta a turma.
O professor também pode criar seus proprios exercicios
com as construgdes do software GeoGebra e uma das pos-
sibilidades é testar as rela¢des trigonométricas usando
os valores encontrados na janela de algebra.

A utilizagdo do software GeoGebra e de outras tec-
nologias no estudo da trigonometria no Ensino Funda-
mental pode ser um excelente recurso para auxiliar os

software GeoGebra

professores nas suas aulas, tornando-as mais atrativas e
significativas aos olhos dos alunos. Além disso, posibili-
tar a investigagdo matematica através da observagdo dos
objetos e auxilia a constru¢do do conhecimento de todos
os envolvidos no processo de ensino e aprendizagem.

E importante que o professor tenha a sensibilidade
de entender as dificuldades de cada turma e elaborar
aulas especificas de acordo com elas. Com o uso de
recursos tecnolégicos, aumenta-se a probabilidade dos
alunos se sentirem motivados na aprendizagem da Ma-
tematica e, consequentemente, o interesse dos alunos
pode aumentar consideravelmente.
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