Ciéncia e Natura

. - ) _
E I E" C I []E n [] I:u r| ﬂ ‘ L?;Nc;aoet(;?u?;g?;/ista@gmaiI.com

Universidade Federal de Santa Maria
Brasil

Carrazedo Dantas, Sérgio; Vieira Mathias, Carmen
Formas de revolugéo e calculo de volume
Ciéncia e Natura, vol. 39, nim. 1, enero-abril, 2017, pp. 142-155
Universidade Federal de Santa Maria
Santa Maria, Brasil

Disponivel em: http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=467549116016

Como citar este artigo &\ ' /" 9

Nimero completo Sistema de Informacéao Cientifica

Rede de Revistas Cientificas da América Latina, Caribe , Espanha e Portugal
Home da revista no Redalyc Projeto académico sem fins lucrativos desenvolvido no dmbito da iniciativa Acesso Aberto

Mais artigos


http://www.redalyc.org/revista.oa?id=4675
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=4675
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=467549116016
http://www.redalyc.org/comocitar.oa?id=467549116016
http://www.redalyc.org/fasciculo.oa?id=4675&numero=49116
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=467549116016
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=4675
http://www.redalyc.org

Artigo Original DOI:10.5902/2179460X24428

Al
Ciéncia e Natura, Santa Maria v.39 n.1, 2017, Jan - abr, p. 142 — 155 e
Revista do Centro de Ciéncias Naturais e Exatas - UFSM

ISSN impressa: 0100-8307  ISSN on-line: 2179-460X

Formas de revolucao e calculo de volume

Revolution shapes and volume calculation

Sérgio Carrazedo Dantas' e Carmen Vieira Mathias?

TUNESPAR, Brasil

sergio@maismatematica.com.br

2 Universidade Federal de Santa Maria, RS, Brasil
carmen@ufsm.br

Resumo

Neste trabalho apresentam-se propostas de atividades que podem ser desenvolvidas com alunos do Ensino Médio,
para determinar formas de revolucdo, bem como o volume das mesmas. O objetivo principal ao desenvolver as
atividades foi produzir reflexdes sobre uma maneira de calcular volume de sélidos de revolugio quaisquer sem
utilizar conceitos de Cdlculo Diferencial e Integral ou utilizando as formas cldssicas de cdlculo de volume.
Pretende-se, com a abordagem por meio do software GeoGebra, mostrar diferentes maneiras de trabalhar conceitos
matemiticos, que em geral ndo sdo desenvolvidos em cursos regulares, contribuindo com a disseminagdo do uso
deste recurso tecnologico na resolugdo de problemas matemdticos presentes no cotidiano.

Palavras-chave: volume; formas de revolucio; GeoGebra

Abstract

In this paper we present proposals for tasks that can be developed with high school students, to determine forms
of revolution, and the volume of them. The main objective in developing the activities, was to determine a way to
calculate volume of solids of any revolution, without using concepts of Differential and Integral Calculus or using
the classic forms of volume calculation. The aim of the approach through the Geogebra software, shows different
ways of working mathematical concepts, which generally are not developed in regular courses, contributing to
widespread the use of this technological resource in solving everyday mathematical problems.
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1 Introducao

E possivel determinar o volume de uma forma obtida por meio de uma revolugao sem que para isso sejam ne-
cessarios conhecimentos de Célculo Diferencial ou sem recorrer as “férmulas classicas” para o calculo de volume?

Ao trabalhar com alunos ingressantes na universidade, em particular na disciplina de Célculo Diferencial e
Integral, os autores deste texto observam, dentre outras, dificuldades na resolugdo de problemas envolvendo o
calculo de volume de formas de revolucao. Uma das principais dificuldades estd em esbogar ou visualizar uma
forma de revolugao e em escolher um método apropriado para determinar seu volume, principalmente quando
essas formas sao discos ou cascas cilindricas.

Alguns pesquisadores brasileiros, Cury e Bisognin (2006), que investigaram as causas de dificuldades, como
as mencionadas, afirmam que os estudantes trazem de escolarizagOes anteriores algumas defasagens que podem
comprometer a resolu¢do de problemas quando os procedimentos envolvem conhecimentos sobre geometria.
Nesse mesmo sentido, Balomenos, Ferrini-Mundy e Dick (1994) afirmam que muitas nogdes necessarias para a
compreensao do Célculo Diferencial e Integral baseiam-se no curso tradicional de Geometria da Educacao Basica.

Assim, acredita-se que muitos estudantes compreendem a aplicagao das formulas tradicionais para o calculo de
volume de um prisma retangular, de um cilindro ou de um cone que sao, geralmente, apresentadas em materiais
didaticos. Embora, em muitos casos, as “férmulas” para calculo de volume nao sao devidamente justificadas por
muitos autores desses materiais didaticos. Percebe-se ainda que o conhecimento dos estudantes sobre calculo de
volume se limita a aplica¢des das tais férmulas, ndo conseguindo utiliza-lo em situagdes envolvendo formas que
nao se assemelham as tradicionais (cubo, paralelepipedo, cilindro, cone e esfera).

A partir dessas impressoes e das leituras de estudos sobre esse fendmeno, tem-se por objetivo apresentar neste
texto uma sequéncia de atividades ou exemplos para promover reflexdes sobre o estudo de volume de formas de
revolugao e seu alcance no que diz respeito a aplicagdes em situagdes cotidianas. Toma-se como problema moti-
vador a determinagdo do volume de uma lata de refrigerante.

Para atingir os objetivos, apresenta-se como construir formas de revolugao (cilindro, cone, tronco de cone e
outras nao padronizadas) utilizando o GeoGebra. Em seguida, faz-se uma breve discussao sobre o Principio de
Cavalieri para justificar o calculo de volume de um cilindro quando comparado a um prisma retangular. E, depois,
¢ apresentado o Teorema de Pappus como alternativa para o calculo de volume de um cilindro.

Por ultimo, apresenta-se uma maneira de construir objetos tridimensionais a partir de suas silhuetas, ou seja, a
partir de figuras planas obter formas tridimensionais por revolugao. E, aliado a isso, ¢ apresentado um procedimento
realizado no GeoGebra que aplica o Teorema de Pappus ao calculo de volume de objetos obtidos por revolugdes.

As construgoes apresentadas neste texto utilizam ferramentas e comandos do GeoGebra, cujas sintaxes sao
abordadas por meio das demonstracoes de resultados e ilustragdes.

Mantém-se a expectativa de que o leitor realize as construgdes propostas, reflita sobre as aplica¢des do calculo
de volume e aplique essas nogdes em aulas de Matematica.

2 Construcoes de formas de revolugao

Segundo Rautenberg (2013), as formas de revolugao podem ser obtidas pela rotagao de uma regido de um plano
em torno de uma reta desse plano, chamado eixo de revolugao ou rotagao, que toca a fronteira da regiao ou nao
intersecta a regido em nenhum ponto. Em Dantas (2015) é descrito um processo de constru¢ao de formas de revo-
lucao no GeoGebra a partir de poligonos. Inspirado nesse processo, apresentam-se no texto que segue os principais
comandos necessarios a construgao de um cilindro de revolugao.

Para iniciar a construgao, devem-se construir quatro pontos livres: A, B, C e D, conforme apresentado na Figura 1.

Esses pontos sao os vértices do poligono ABCD, que pode ser construido com o mouse ou digitando-se no Campo
Entrada o comando: Poligono[A, B, C, D]. O GeoGebra retornara um poligono que sera nomeado automaticamente de pol1.

Sugere-se clicar com o botao direito do mouse sobre a Janela de Visualiza¢ao e acessar a opcao Malha para torna
-la visivel, o que pode facilitar a tarefa de arrastar os pontos para coordenadas especificas, formando um retangulo,
conforme apresentado na Figura 2.

Nos proximos passos obtém-se um conjunto de imagens do retangulo ABCD por meio de giros. Antes, porém,
deve-se exibir a Janela de Visualizagdo 3D, caso a mesma ainda nao esteja exibida. Para isso, deve-se acessar o
menu Exibir e clicar na opgao Janela de Visualizacao 3D.

Utilizando o comando Girar[<Objeto>, <Angulo>, <Eixo de Rotagao>], constrdi-se uma imagem do poligono pol1
no plano xz da Janela de Visualizagao 3D. Para isso, deve-se substituir o pardmetro <Objeto> por poll, <Angulo>
por 1/2 e <Eixo de Rotagao> por EixoX, ou seja, Girar[poll, n/2, EixoX], cujo resultado é um novo poligono (pol2),
quando digitado na Caixa Entrada (Figura 3).

1 Recomenda-se Andrade (2015) como referéncia sobre os recursos da Janela de Visualizagdo 3D.
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Figura 1 - Pontos A, B, C e D na Janela de Visualizagao
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Figura 2 - Poligono ABCD exibido sobre a malha quadriculada do GeoGebra
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Figura 3 - Poligonos poll na Janela de Visualizagdo e pol2 na Janela de Visualizagdo 3D
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O quadrilatero visualizado na Janela de Visualizagdo 3D corresponde a imagem obtida ao girar em 90° o poll
em torno do Eixo X que, na Janela de Visualizac¢do 3D, corresponde ao eixo na cor vermelha. O Eixo y é indicado
em verde, e 0 eixo z em azul.

O passo seguinte consiste em obter varias “copias” de pol2 por diferentes giros em torno do Eixo Z. Para realizar
essa agao, utilizam-se os comandos Sequéncia e Girar conjuntamente.

O comando Sequéncia possui a seguinte sintaxe:

Sequéncia[<Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>, <Incremento>]

Com esse comando € possivel construir sequéncias numeéricas, algébricas e geométricas. Em outras palavras,
conforme Dantas e Ferreira (2014), tal comando permite criar uma familia finita de objetos.

Retomando a construgao, antes de digitar o comando Sequéncia no Campo Entrada, constrdi-se um controle
deslizante n (com minimo 0, maximo 100 e incremento 1), que serve de parametro numérico para a produgao da lista
de objetos do comando Sequéncia. Em seguida, digita-se a expressao de comandos combinados no Campo Entrada:

b Janela de Visualzagdo ® | v Janela de Visvalizaglo 3D ®
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Figura 4 - Forma que lembra um cilindro de revolugao
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Figura 5 - Formas que lembram um cone e um tronco de cone
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Sequéncia[Girar[pol2,i2 1t / n, EixoZ], i, 0, n]

O comando Sequéncia, com os parametros apresentados anteriormente, é baseado na variavel i, que assume va-
lores de 0 até n — 1. Como a expressdao do comando Sequéncia é também um comando, Girar[pol2,i2 m / n, EixoZ],
para i =0 é obtida uma imagem do pol2 com um giro de 0 em torno do eixo z, parai=1 ¢ obtida uma imagem do
pol2 com giro de 2 1/ n em torno do eixo z e assim sucessivamente com incremento 2 7t / n. Observa-se na Figura
4 o resultado para n assumindo valores de 0 a 40.

A opcao por deixar os pontos A, B, C e D livres, ao invés de atrela-los a uma forma geométrica pré-definida (no
caso um retangulo), permite modificar suas coordenadas de tal modo a obter formas de revolugao que lembrem o
cone, o tronco de cone, entre outras.

3 Calculo de volume

Em materiais didaticos voltados para o Ensino Médio (LIMA et al. (2006), DANTE (2010), PAIVA (2009)), o
volume do cilindro, da esfera e de outras formas de revolugao é geralmente calculado utilizando-se o Principio de
Cavalieri, que afirma:

Dados dois sdlidos e um plano. Se todo plano paralelo ao plano dado secciona os dois solidos segundo figuras de mesma drea, entdo, esses
solidos tém mesmo volume (LIMA et al. 2006, p. 285).

A figura 6 ilustra tal fato em que um cilindro e um prisma de base retangular e alturas iguais possuem secgoes
de mesma drea por qualquer plano B paralelo a a.
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Figura 6 - Um cilindro e um cone seccionados por um plano p paralelo a um plano a

A partir do que é ilustrado na Figura 6 pode-se calcular o volume do cilindro circular comparando-o com o
prisma cuja secdo transversal retangular tenha area igual a secao transversal do cilindro pelo mesmo plano.

Embora o Principio de Cavalieri seja util para deduzir as expressdes para calculo de volume de outras formas
de revolugao, apresenta-se outra possibilidade para realizar esses calculos utilizando o Teorema de Pappus?® para
o calculo de volume:

Se uma figura plana gira em torno de um eixo de seu plano, o volume (V) gerado é igual ao produto da drea dessa figura
(S) pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo seu baricentro (2nd) (LIMA et al. 2006, p. 284).

O volume da forma de revolugao apresentada na Figura 7, utilizando o Teorema de Pappus, é obtido realizando
a multiplicacdo da drea da figura plana (S), pela distancia (d) e por 2w, ou seja, V =S.d. 2rn = 2ndS.

As expressodes para o calculo de volume de cilindros também podem ser obtidas a partir da area do poligono
que sofreu a revolugao, multiplicado pela distancia do seu baricentro ao eixo de rotagao, multiplicado por 2. Esse
processo consiste em realizar o calculo por meio do Teorema de Pappus, que é apresentado a seguir.

Para iniciar, retoma-se a construc¢ao da forma de revolucgao realizada no GeoGebra e redefinem-se as coordena-
das dos pontos para A =(1,0), B=(3,0), C=(3,3) e D =(1,3), obtendo a forma de revolugado apresentada na Figura 8.

Uma maneira de calcular o volume dessa forma consiste em considerar a diferenca do volume de dois cilindros,
um de raio 3 cm e outro de raio 1 cm, ambos com 3 cm de altura®.

2 Neves (2013) utiliza o Teorema de Pappus e principios de modelagem matematica para determinar o volume de uma maca.
3 Essas medidas foram obtidas em funcdo das coordenadas dos pontos A, B, C e D que determinam o retdngulo girado em torno do eixo Z.
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Figura 7 - Figura plana girando em torno do eixo y para obter uma forma de revolucao

¢ Janela de Visualizagho X | ¢ Janela de Visualkragho 30 S

Figura 9 - Trés cilindros
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Nesse caso, o volume da forma de revolugao € calculado por:
V=n323- n.123=27n-3n=24n

Observa-se que esse processo pode ser generalizado. Para isso, consideram-se os pontos A =(a, 0), B=(a+b, 0),
C=(a+b,h)eD =(0, h), conforme apresentado na Figura 10.

D=0, k) Cmja+h, h)
v
* - ¥
BA=ja, D B =(a*b 0)

Figura 10 - Generalizagao do processo de calculo de volume

O célculo do volume da forma de revolugao obtida pode ser realizado a partir do volume de dois cilindros, um
de raio a + b e outro de raio b, e a altura h para ambos. Assim, o volume da forma de revolugao é obtido por meio
do seguinte célculo:

V=V

maior menor

V__ =n(a+b):h— mb2h = na*h+ 2nabh + 7b*h — wbh = 2mah (a ; bJ.
2

O fator (L ) que compde a expressao final do volume calculado anteriormente corresponde a abcissa do
baricentro*\> / (centro de gravidade) do poligono ABCD, e S = ah ¢ a drea do poligono. Dessa forma, o volume
pode ser reescrito como V =2ndS. Essa forma de calculo corresponde a uma aplica¢ao do Teorema de Pappus’ para
o calculo de volumes.

Para calcular o volume da forma de revolugao obtida na Figura 10, foi necessario obter seu baricentro utilizando
comando O = CentroDeGravidade[pol1]. Observa-se que a expressao para o calculo do volume, segundo o Teorema
de Pappus, é dada por

V =2n. [distdncia do baricentro ao eixo de rotacdo] . [drea do poligono]
Assim, essa expressao deve ser escrita com a seguinte sintaxe no Campo Entrada do GeoGebra:
V=2n*x(O) * poll

em que x(O) é a abscissa do baricentro do poligono, ou seja, a distancia do baricentro ao eixo de rotagao, e poll é o
nome do poligono que, numericamente no GeoGebra, corresponde a drea do poligono.

Transladando-se horizontalmente os pontos A, B, C e D da Figura 10, de maneira que A e D fiquem sobre o eixo
y, obtém-se pela revolugao em torno do eixo y, um cilindro cujo volume pode ser calculado por V =2xn * b/2 * pol1.

Esse processo pode ser realizado para o calculo de volume de formas de revolugao cuja regiao plana seja um
poligono. Um questionamento conveniente a partir dai € o seguinte: Como calcular o volume de uma forma de
revolugao obtida pelo giro de uma figura nao poligonal? Para responder a essa questao, sera descrito um processo
em que se obtém uma esfera a partir do giro de um semicirculo.

A construgdo ¢é iniciada por um semicirculo. Para tanto, utilizando a ferramenta Controle Deslizante, determi-
na-se um controle de nome r, com minimo 0, maximo 10 e incremento 0.1. Em seguida, constroi-se o semicirculo
digitando no campo Entrada o comando c = Semicirculo[(-r, 0), (v, 0)].

Existe a necessidade de marcar o ponto O digitando O = (0, 0) no Campo Entrada ou construindo-o com o mouse.
Nota-se que os objetos construidos aparecem na Janela de Visualizagdo e no plano xy da Janela de Visualizagdo 3D,
conforme apresenta a Figura 11.

4 Lemos (2013) aborda como determinar o baricentro de poligonos quaisquer.
5 A demonstracdo do Teorema de Pappus ¢ abordada em Menezes (2015).
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Figura 11 - Construgao do semicirculo

Para determinar o volume da esfera a partir do Teorema de Pappus, é necessario determinar o baricentro do
semicirculo. Porém, o comando CentroDeGravidade[<Poligono>] do GeoGebra permite determinar apenas o centro
de gravidade (baricentro) de poligonos. Para resolver esse problema, constrdi-se um poligono sob o arco do se-
micirculo, cujo comprimento € nr, dividindo-o em n arcos de mesmo comprimento. Inicialmente constréi-se um
controle deslizante n, com valor minimo 1, valor maximo 180 e incremento 1. Em seguida, determina-se uma lista
de pontos sobre o trago do semicirculo digitando no Campo Entrada o seguinte comando:

L_1 = Sequéncia[Girar[(r, 0), i 7t/ n, O], i, 0, n]

A figura 12 ilustra a sequéncia construida com n = 20.

..HI—' -

Figura 12 - Representacao da sequéncia de pontos sobre o semicirculo

Em seguida, deve-se construir um poligono tendo como vértices os pontos da lista L, digitando no Campo Entrada
o seguinte comando: pol1 = Poligono[L_1]. Para obter o baricentro de poll, digita-se G = CentroDeGravidade[pol1].

—
[

(el

Figura 13 - Construgao do poligono e de seu baricentro

Conforme realizado no exemplo anterior, o volume da esfera pode ser determinado via Teorema de Pappus,
porém por meio de uma aproximagao por poligonos inscritos em um semicirculo e girados em torno do eixo x.
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O volume da esfera é calculado por V = 2mr . [distancia do baricentro ao eixo de rotagao] . [area do poligono].
Dessa forma, observando que o eixo de rotagdo € o eixo X, a distancia do baricentro ao eixo de rotagdo sera a orde-
nada do ponto G; basta digitar V_1 =27 * y(G) * poll no Campo Entrada para obter o volume da esfera.

QI

Figura 14 - Calculo do volume de esferas por meio do Teorema de Pappus

Observa-se que quanto maior o valor de n, melhor a aproximagao do volume, como apresentado na Figura 14.

Pode-se ainda construir uma esfera digitando o comando esfera = Esfera[O, r] no Campo Entrada e, em seguida,
determinar o seu volume, utilizando o comando V_2 = Volumel[esfera].

Observa-se na janela de algebra que os valores V, e V, sdo muito proximos, conforme apresenta a Figura 15.

¥ Janela de Algebra || » Janela de Visualizagio X r Janela de Visualizagio 3D =
Esfera
® esfera: *+y* +1° = "
Namero
V, = 113.1
V,=113.07 &
@ n=100
®r=3
Paligano
® poll = 14.13 o
Ponto
® G=(0,1.27) re3 n =100

Figura 15 - Construcdo da esfera

E interessante comparar os valores V, eV, amedida que o valor de n ¢ alterado e perceber que a aproximagao
dos valores “fica cada vez melhor” a medida que n “cresce”.

Retomando o calculo do volume do cilindro e da esfera como aplicagdes do Teorema de Pappus, € possivel per-
ceber que, para o cilindro, ndo houve a necessidade de obter uma aproximagao, como foi realizada para a esfera,
ja que um cilindro pode ser obtido pela revolucao de um retangulo. No calculo do volume da esfera a partir de
um semicirculo, a utilizacdo do GeoGebra permitiu colocar em curso “nog¢des de infinitésimos”, que permitiram
aproximar a area de um poligono de n lados a de um semicirculo.

Utilizam-se essas mesmas ideias de aproximagdes aliadas a uma modelag¢ao 3D, na proxima secao deste texto,
descreve-se um exemplo em que se calcula o volume de uma lata de refrigerante.

4 Modelacao de objetos tridimensionais

Para iniciar a construcao, escolhe-se um objeto e se produz uma imagem de sua silhueta. Isso pode ser feito uti-
lizando uma maquina fotografica ou um smartphone. Em seguida, devem-se obter as medidas do objeto, conforme
apresentado na Figura 16.
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M 13 13

B 7 18

Figura 16 - Medidas do objeto escolhido

Para implementar a construgao no GeoGebra, deve-se clicar na ferramenta Inserir Imagem e escolher a imagem
na lista de arquivos. Em seguida, posicionam-se os pontos A e B de maneira que a silhueta fique centralizada no
eixo y e a imagem preserve o tamanho original do objeto (6,5cm x 12,3cm).

Ami=125 0
-7 & -5 -4 -3 -

Figura 17 - Posicionamento da figura

No passo seguinte, ocultam-se os pontos A e B e, com a ferramenta Ponto, constroem-se pontos sobre o contorno
da silhueta, concentrando uma maior quantidade de pontos nas curvas mais acentuadas do contorno da silhueta.

AR
F Jarsla oo Alpsbes ® b Jansls de Vissallissao x
Faria
A L6, O
B = (L2 0]
Em i iR2n
D= {187, 1227
B= 2.5, 1220
Fm {298 12.98)
= (28, 115
Hm k1138
Im (L2, 1081}
4 = (REY, 1RAE
L=, &.3)
M = (3.2, 284
H = {25 1.08)
O = (122, BE)
P = (2.8, 085}
Q= (50, By
Ro= {36, 0.93)
B=249 04)
T2l 02h
U= {106, 0.33)
W= {56, 0.89)
= [0k, D58]

Y P R e

Figura 18 - Primeiro passo para a construgao da curva sobre a silhueta do objeto
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A partir de todos os pontos construidos anteriormente, deve-se determinar uma curva descrita por uma equagao
paramétrica. Uma forma de produzir esse tipo de curva é utilizar o comando Spline[<Lista de Pontos>], ou seja, di-
gita-se a = Spline[{C, D, E,F, G, H,I,], L, M, N, O, P, Q, R, S, T, U, V, X}] no Campo Entrada. Note-se que o parametro
do comando corresponde a uma lista delimitada por chaves e constituida por todos os pontos construidos sobre
o contorno da silhueta.

Figura 19 - Segundo passo para a construgao da curva sobre a silhueta do objeto

Para uma melhor visualizagao, é interessante que sejam ocultados os pontos utilizados para a construcao da
curva. Em seguida, é construido um conjunto de pontos homogeneamente distribuidos sobre a curva. Para tanto,
constroi-se um controle deslizante n, com minimo 0, maximo 150 e incremento 1.

Em seguida, obtém-se uma lista L, de n pontos sobre a curva a, digitando-se L_1 = Sequénciala(i), i, 0, 0.999, 1/
nlno Campo Entrada. A partir desse comando, obtém-se pontos que iniciam com o parametro 0 (zero), incremento
1/n e valor maximo 0.999: a(0), a(0 + 1/n), a(2/n),..., a(0.999).

Com a Janela de Visualizacdo e a Janela de Visualizagido 3D lado a lado, observa-se o seguinte resultado.

k Janela de Visualizagio X | » Janela de Visualizacio 30 ke

S Lasssrsssusanissssrnnnann®

Figura 20 - Terceiro passo para a construgao da curva sobre a silhueta do objeto

O eixo y pode ser visualizado na vertical na Janela de Visualizacdo 3D. Para isso, seleciona-se a Janela de Visualizagio
3D, clica-se em Mover Janela, clica-se com o botado direito do mouse sobre qualquer local dessa janela e na opcao
Janela de Visualizagdo. Na caixa que se abrir, na aba Bdsico, marca-se a opgao “eixo y é vertical”.

O préximo passo consiste em obter n circulos centrados no eixo y, passando pelos pontos da silhueta. Para tanto,
no Campo Entrada, digita-se o seguinte comando:

L_2 = Sequéncial Circulo[(0, y(Elemento[L_1, i]),0), x(Elemento[L_1, i]), EixoY], i, 1, n]
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k Janeln de Visualizagio % | b Jareia de Visualizacio 30 =

Figura 21 - Sequéncia de circulos

Na figura 21, é possivel visualizar a sequéncia de circulos cujos centros estao sobre o eixo y.

Para determinar o volume do objeto obtido é necessario construir um poligono pelos n pontos sobre a curva,
encontrar seu baricentro e utilizar o Teorema de Pappus, conforme abordado anteriormente. Para tanto, digita-se o
comando Pol1 = Poligono|L_1] para construir o poligono, que tem como vértices os elementos de L. Digita-se também o comando
Baricentro = CentroDeGravidade[ Pol1] para determinar o centro de gravidade do poligono, como pode-se observar na Figura 22.
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Figura 22 - Poligono e Baricentro
Digitando Volume = 2 * Poll * x(Baricentro) no Campo Entrada, obtém-se o volume.

Esse mesmo processo pode ser empregado para calcular o volume de outras formas de revolucao, como garrafas, vasos,
lampadas. Na Figura 23 é apresentada a modelagao 3D a partir da silhueta de um vaso.

Outros exemplos sao encontrados em Brandao et al. (2007) e Neves (2013). Ha casos em que o volume foi calculado a
partir do Teorema de Pappus, usando a férmula do volume da esfera e, em outros, utilizando processos de integragao.

A Figura 24 apresenta o processo de modela¢ao de uma maca de acordo com o processo descrito neste texto.

O célculo do volume de uma maga em relagio ao calculo de volume da lata de refrigerante apresenta uma diferenga
que deve ser ressaltada: a partir de uma foto da lata foi obtida uma imagem plana (silhueta) simétrica em relagao a um eixo
vertical a sua base e, o objeto tridimensional, a lata em si, corresponde a uma forma de revolugao, o que nao ocorre com a
maca, pois a tomada nesse exemplo ndo possui uma silhueta® simétrica e a fruta, em geral, ndo corresponde a um objeto
de revolugdo em sentido estrito. No entanto, o processo pode contribuir para obter uma boa aproximagao de seu volume.

6 A imagem da maca foi obtida por download de arquivo gratuito e com licenga de uso em http://www.freepik.com.
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| ¥ Janeia de Visualizagéo X | ¢ Janela de VisualizacSo 3D 1]

Figura 23 - Modelagao de outros objetos

A=i54,0) B=4E B
n=40
[
Figura 24 - Modelacao de uma maca
¥ Janeia de \isualizag 8o ¥ v Janeia e Visuaizacho 30 x

Vaolume = 207.13

Figura 25 - Modelagao e calculo do volume de uma maga
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Conforme explicitado na introdugao, o objetivo deste texto foi apresentar uma sequéncia de atividades ou exem-
plos para refletir sobre o calculo de volume e suas aplica¢des. Além disso, buscou-se propor uma possibilidade
de trabalho a ser realizado com estudantes do Ensino Médio. Comumente, nesse nivel de ensino, sdo trabalhados
volumes de algumas formas de revolucao, que em geral ndo possuem muitas aplicagdes para o calculo de volumes
de formas que aparecem no dia a dia dos estudantes. Assim, apresentou-se como problema motivador a determi-
nagao do volume de uma lata de refrigerante, cujo volume, geralmente, é de conhecimento dos estudantes, porém
nao é calculado em aulas de matematica como aplicacao do estudo de calculo de volume.

Pretendeu-se, com o auxilio de um software (GeoGebra), explorar as diferentes ferramentas que este possui, para
que, a partir de poucos passos, os estudantes tenham a possibilidade de modelar e determinar volumes de formas
distintas daquelas tradicionalmente apresentadas em materiais didaticos. Além disso, por meio da aplicagao do
Teorema de Pappus, tem-se a possibilidade de analisar aproximagdes numeéricas e discutir as formulas classicas
de calculo de volume.
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