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Hamiltonian Cycles in Graphs

Marcelo de Souza C. Santos
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Universidade Federal do Rio Grande do Sul, RS, Brasil

Resumo

Neste trabalho tratamos de um problema cldssico bem conhecido em Teoria dos Grafos: o problema da existéncia de um ciclo
hamiltoniano. Um grafo é dito hamiltoniano se possui um ciclo hamiltoniano, ou seja, apresenta um ciclo que percorre todos os
vértices do grafo. Estudamos problemas cldssicos associados a este problema em termos do niimero de arestas, do grau minimo e
da sequéncia de graus dos vértices de um grafo. Além disso, estudamos resultados espectrais para o problema de hamiltonicidade
referentes as matrizes de adjacéncias e laplaciana. A principal contribuicdo deste trabalho é a apresentagdo detalhada de condigoes
suficientes e condigdes necessdrias que garantem um ciclo hamiltoniano em um grafo jd existentes na bibliografia.

Palavras-chave: Ciclos hamiltonianos, Teoria Espectral de Grafos, Grafos.

Abstract

In this work we study a classic problem well know in Graph Theory: the existence of a Hamiltonian cycle. A graph is called
hamiltonian if it has a hamiltonian cycle, it means, if presents a cycle that walks every vertex of the graph (without repetition).
We study classic problems related with this problem in terms of the number of edges, the minimal degree and the vertex degree
sequence of a graph. Furthermore, we study spectral results for the hamiltonian problem related to the adjacency and laplacian
matrix. The main contribution of this work is present detailed necessary and sufficient conditions that ensures a hamiltonian
cycle in a graph that are already in bibliography.

Keywords: Hamiltonian cycles; Spectral Graph Theory; Graphs.
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1 Introducao

A Teoria dos Grafos é um ramo da Matemadtica que estuda as relagdes entre os objetos de um determinado
conjunto. Para tal estudo, sdo utilizados estruturas que chamamos de grafos. Seja G = (V,E) um grafo, onde V é um
conjunto finito cujos elementos sdo denominados vértices e E é um conjunto de subconjuntos de dois elementos de V
denominados arestas. Podemos representar muitas situagdes reais através de grafos, por exemplo, a Internet, onde os
vértices sdo os sites e as arestas sdo links entre os sites. O Facebook também pode ser facilmente modelado por um
grafo, cujos vértices sdo perfis e cujas arestas sdo relagdes de amizade.

Na Teoria dos Grafos, podemos destacar problemas cldssicos como o Problema das Pontes de Konigsberg e o Problema
das Quatro Cores. O primeiro problema trata de realizar um passeio pela cidade de Konigsberg passando por suas
sete pontes, sem repetir nenhuma, e retornando ao ponto de partida. Em 1741, Euler (1741) resolveu esse problema
utilizando o seguinte raciocinio: ele considerou as pontes como as arestas e as ilhas ou margens como vértices,
criando assim um multigrafo, apresentado na figura abaixo.

Euler mostrou que um grafo conexo G possui um circuito que passa, exatamente uma vez, por todas as arestas se,
e somente se, todos os seus vértices sdo incidentes a um ntimero par de arestas. Logo o problema das pontes de
Koénigsberg nédo tem solucao, pois todos os vértices do grafo da Figura 1 tém um ntmero impar de arestas incidentes.
Posteriormente, tais grafos ficaram conhecidos como grafos eulerianos.

O Problema das Quatro Cores trata da afirmagdo de que quatro cores bastariam para colorir um mapa qualquer
de tal maneira que paises vizinhos ndo tenham a mesma cor, como conjecturado por Guthrie. Tal problema surgiu
por volta de 1852 e, durante mais de cem anos, muitos métodos foram desenvolvidos para resolvé-lo, mas foi apenas
em 1976 que Appel e Haken (1976) apresentaram uma demonstragdo (com auxilio computacional importante) do
Teorema das Quatro Cores. O estudo desse problema teve um papel muito importante no desenvolvimento da Teoria
dos Grafos.

Figura 1: Grafo modelo das sete pontes de Konigsberg.

O objetivo deste trabalho é investigar as diversas ferramentas combinatdrias para estudar um outro problema
classico bem conhecido em Teoria dos Grafos, o problema da existéncia de um ciclo hamiltoniano. Um caminho e um
ciclo que percorram todos os vértices de um grafo (ndo repetindo nenhum vértice) sdo chamados, respectivamente, de
caminho hamiltoniano e ciclo hamiltoniano de um grafo. Um grafo é hamiltoniano se contém um ciclo hamiltoniano.

O dodecaedro é hamiltoniano, pois possui um ciclo hamiltoniano e o grafo de Herschel ndao é hamiltoniano mas
possui um caminho hamiltoniano. A Figura 2 apresenta um ciclo hamiltoniano no dodecaedro e um caminho
hamiltoniano no grafo de Herschel.

Figura 2: Dodecaedro (hamiltoniano) e Grafo de Herschel (ndo-hamiltoniano).

Apesar de ser um problema extremamente simples de enunciar, decidir se um grafo é hamiltoniano é NP-
completo (tempo polinomial ndo deterministico) Karp (1972), o que sugere que seja extremamente dificil encontrar
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uma caracterizagdo simples de grafos hamiltonianos. Conseguir essa caracterizacdo significa encontrar condicdes
necessarias e suficientes para que um grafo seja hamiltoniano que permitam decidir eficientemente se um grafo é
hamiltoniano, encontrando um ciclo hamiltoniano se a resposta for positiva ou uma evidéncia simples de que isso
ndo é possivel se a resposta for negativa.

Na auséncia de uma caracterizagdo simples de grafos hamiltonianos, muito da pesquisa nessa drea consiste em
estudar condi¢des necessdrias ou condi¢des suficientes para que um grafo seja hamiltoniano. Além de fazer um
apanhado de condigdes cldssicas, este trabalho estuda condi¢des espectrais relacionadas a este problema.

O ramo da Teoria dos Grafos que se dedica ao estudo de propriedades de um grafo por meio de suas repre-
sentacdes matriciais e de seus respectivos espectros é denominado Teoria Espectral de Grafos. Dado um grafo,
conseguimos associd-lo a matrizes, e o espectro dessas matrizes estd diretamente ligado a propriedades estruturais do
grafo. Dentre as representagdes matriciais de grafos que serdo utilizadas neste trabalho, estdo a Matriz de Adjacéncias
e a Matriz Laplaciana.

A Teoria Espectral de Grafos teve sua origem motivada pela Quimica Quantica, por Hiickel (1931), que estabeleceu
as ideias iniciais da teoria ao representar uma molécula de hidrocarboneto por um grafo e verificar a relagdo entre os
autovalores do grafo e a energia de elétrons associados a molécula. Porém, somente em 1971, esse estudo foi trazido
para o meio matematico e computacional por Cvetkovié¢ (1971).

2 Conceitos Preliminares

Nesta segdo, apresentamos conceitos bésicos de Teoria dos Grafos, Algebra Linear e Teoria Espectral de Grafos
que serdo utilizados ao longo deste trabalho. Tais defini¢des, retiradas de Abreu et al. (2014), Bondy e Murty (2008),
Meyer (2000), Brouwer e Haemers (2012), serdo importantes para a compreensdo dos resultados apresentados.

2.1 Grafos

Muitas situagdes do mundo real podem ser descritas através de diagramas consistindo de um conjunto de pontos
e de um conjunto de linhas que ligam certos pares destes pontos. Por exemplo, os pontos poderiam representar
pessoas e as linhas pares de amigos, ou os pontos podem ser centros de comunicag¢do com linhas que representam
a ligacdo entre os centros. O interessante nesses diagramas é saber se os pontos sdo ligados ou nédo por linhas.
Situagbes matemadticas deste tipo deram origem ao conceito de grafo.

Um grafo é uma estrutura G = (V,E), constituida por um conjunto finito e ndo vazio V cujos elementos sdo
denominados vértices, e por um conjunto E de subconjuntos de dois elementos de V, denominados arestas. Indicamos
por |V| e |E|, respectivamente, o ntimero de vértices e o namero de arestas de G.

Os vértices de um grafo sdo representados graficamente por pontos e as arestas por ligacdes entre esses pontos,
como mostra a Figura 3. Neste trabalho, consideramos apenas grafos simples, ou seja, sem arestas paralelas (duas ou
mais ligacdes entre o mesmo par de vértices) e sem lagos (arestas que ligam um vértice com ele mesmo). Dado um
grafo G = (V,E) e u,v € V, dizemos que a aresta ¢ = {u,v} € E é incidente em u e v. Vértices pertencentes a uma
mesma aresta sdo ditos adjacentes ou vizinhos.

Definigdo 2.1. Seja G = (V,E) um grafo. O grau de um vértice v, denotado por d(v), é o niimero de arestas que incidem em v.
O grau minimo de G, denotado por 6(G), é o niimero 6 = min{d(v) : v € V'} e 0 grau mdximo de G, denotado por A(G), é o
niimero A = max{d(v) : v € V}.

Exemplo 2.1. No grafo representado na Figura 3, temos V = {v1,02,03,04} € E = {ey,ep,3,e4,65}, € portanto |V| = 4 e
|E| = 5. Os graus dos vértices sdo: d(v1) = d(v3) = 2 e d(vy) = d(vs) = 3. O grau minimo de G é 6(G) = 2 e o grau
mdximo é A(G) = 3.

U1 U2

U4 U3

Figura 3: Grafo do Exemplo 2.1.2.
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Definicado 2.2. Um grafo é dito reqular se todos os seus vértices tém o mesmo grau. Um grafo reqular com vértices de grau k é
chamado de grafo k-reqular.

Figura 4: Um grafo 2-regular.

Defini¢do 2.3. Dado um grafo G = (V,E), dizemos que H = (W,F) é um subgrafo de G se H é um grafo, W C Ve F C E.
No caso em que F = {{u,v} € E : u,v € W}, dizemos que H é o subgrafo induzido de W, denotado H[W]|.

Na Figura 5, apresentamos em (A) um grafo G, em (B) um subgrafo de G e em (C) um subgrafo induzido de G.

Definicdo 2.4. Um grafo no qual quaisquer dois vértices distintos sdo adjacentes é dito grafo completo. Denotamos por K;, o
grafo completo com n vértices.

A Figura 6 representa o grafo completo Ks.

(B) (©)

Figura 5: Grafo, subgrafo e subgrafo induzido.

Figura 6: Grafo Completo Ks.

Definicdo 2.5. Um passeio entre dois vértices u,v € V é uma sequéncia finita u = v1,09,03,...,0, = v de vértices de um
grafo G = (V,E) tal que e; = {v;,v;.1} € E para 1 < i <n — 1. Quando, nessa sequéncia, temos vy = vy, chamamos de um
passeio fechado.

Definicdo 2.6. Um caminho é um passeio sem repeticio de vértices, e um ciclo é a unido de um caminho com pelo menos duas
aresta entre as suas pontas.

O comprimento de um caminho ou de um ciclo é o niimero de arestas que ocorrem em cada um. Os tinicos
caminho e ciclo com 1 vértices, a menos de isomorfismo, sdo denotados, respectivamente, por P, e Cy.
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Definicdo 2.7. Um grafo é conexo se existe um caminho ligando cada par de vértices. Caso contrdrio, o grafo é denominado
desconexo.

Se G é um grafo desconexo, dizemos que G C G é uma componente conexa de G quando G é um subgrafo conexo
maximal de G, isto é, G é conexo e ndo existe um grafo conexo H C G tal que G cHeG #H. Exemplos de
grafos conexos e desconexos estdo na Figura 7.

AN

Figura 7: Grafo conexo e grafo desconexo com trés componentes conexas.

Definigao 2.8. Dado um grafo G = (V,E), o grafo complementar de G, denotado por G = (V,E), é o grafo com o mesmo
conjunto de vértices de G e tal que e = {u,v} € E se, e somente se, e = {u,v} ¢ E.

Definicdo 2.9. Um grafo é dito bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois subconjuntos X e Y tais que
todas as arestas tém uma extremidade em X e uma extremidade em Y. Um grafo bipartido é dito completo se todos os vértices do
conjunto X forem adjacentes a todos os vértices do conjunto Y. Nesse caso, se |X| =r e |Y| = s, escrevemos G = Ky 5. Um

grafo do tipo G = Ky ,, é chamado estrela.

Figura 8: Grafo e seu complementar.

W2 AN

Figura 9: K34 e Ky 4.

2.2 Algebra Linear

Muitos conceitos de Algebra Linear serdo importantes para a compreensdo das condi¢des que garantem a
hamiltonicidade em grafos, principalmente quando comegarmos a associar diferentes matrizes a um grafo e a estudar
as propriedades dos grafos através dessas matrizes. Nesta se¢do, apresentaremos algumas defini¢des e resultados
que foram relevantes no trabalho.

Dada uma matriz simétrica M, x,, os autovalores sdo dados pelo conjunto {A{VI
podemos ordenar tais autovalores de tal forma que AM > AM > ... > AM,

AM, L AMY e, por serem reais,

Defini¢do 2.10. Dada uma matriz M, chamamos de espectro de M o multiconjunto formado pelos autovalores da matriz M e
suas respectivas multiplicidades. Denotamos o espectro da matriz M como spect(M).

Definicdo 2.11. Uma matriz P é dita matriz de permutacio se gera uma permutagdo dos elementos de um vetor ou entre linhas
ou colunas de uma matriz.
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Definicdo 2.12. Uma matriz simétrica Apxy € redutivel quando existe uma matriz de permutagio Py, e um inteiro v tais que
1<r<(n—1)e

XY
T —
PAP—{OZ],

onde X e Z sdo matrizes quadradas de ordem r X r e (n —r) X (n — r), respectivamente, Y é uma matriz de ordem r x (n —r)

e 0 é a matriz nula de ordem (n — r) x r. Caso contrdrio, A é dita uma matriz irredutivel.

Teorema 2.1 (Perron-Frobenius). (Abreu et al., 2014, Teorema 7.4) Seja a matriz Ay, ndo negativa, irredutivel e com
autovalores Ay > Ay > -+ > A,. Entio

(i) A1 > 0 e existe um autovetor ndo-nulo x tal que Ax = Aq1x;
(i) A > Ag;
(iii) |A;] < Ay, paratodoi € 1,2,...n;

(iv) o iinico vetor definido por Ap = Ap,p > 0e || p ||1= 1 é chamado vetor de Perron. Ndo existe um autovetor nio-negativo
para A exceto para muiltiplos positivos de p, independentemente do autovalor.

Definigdo 2.13. Seja um vetor x € R™. Para p > 1 a p-norma de x é definida como
1
I lp= (2 Jl?) 7
Os resultados abaixo sdo conhecidas como Principio de Rayleigh. Elas caracterizam os autovalores de uma matriz
A como valores méximos de uma forma quadratica restrita a esfera unitdria de R" com centro na origem.
Proposicdo 2.1. (Abreu et al., 2014, Proposigdo 7.2) Seja Apxy simétrica. Entdo:

A = max (Ax,x).
[lxll=1

Coroldrio 2.1. Seja Ay xy simétrica. Entdo
(Ax,x)

A = ,
L )

e 0 valor mdximo ¢é atingido somente em autovetores unitdrios associados ao autovalor A4\,

2.3 Teoria Espectral de Grafos

Dado um grafo G, podemos associar a ele diferentes matrizes. A Teoria Espectral de Grafos estuda as propriedades
do grafo por meio dessas representa¢des matriciais e de seus respectivos espectros. Nesta se¢do, apresentamos
matrizes associadas a grafos e resultados obtidos na literatura acerca do espectro dessas matrizes, que serdo utilizados
em nosso estudo sobre o problema de hamiltonicidade em grafo.

Defini¢do 2.14. Seja G = (V,E) um grafo com n vértices {v1,...,0,}. A matriz de adjacéncias A(G) de G é a matriz
quadrada de ordem n cujas entradas sdo

1, se v;,Vj € V sdo adjacentes,
ajj = .
J 0, caso contrdrio.

A matriz de adjacéncias A(G) é uma matriz real formada por zero e uns. Essa matriz é simétrica, pois a qualidade
de vértices serem adjacentes é simétrica. Sendo assim, os autovalores da matriz A(G) sdo reais. Como estamos
trabalhando apenas com grafos simples, o traco de A(G) é zero, entdo a soma dos seus autovalores é zero.

Observe que, pela defini¢do, a soma dos elementos de cada linha ou coluna da matriz de adjacéncias de um grafo
é igual ao grau do vértice correspondente. Na Figura 10, exibimos um grafo G e sua matriz de adjacéncias A(G).
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U1 U2 U3
O O
(27 (%

Q
iy
Q
N
S
[
Q
'
(s}
o1

o170 1 0 1 1
|1 0 1 0 1
/0 1 0 0 0
|1 0 0 0 1
s L1 1 0 1 0

Figura 10: Grafo G e a respectiva matriz de adjacéncias A(G).

As raizes do polindmio caracteristico da matriz de adjacéncias sdo os autovalores do grafo G. Denotamos por
spect(G) o espectro do grafo G. O maior autovalor da matriz de adjacéncias A(G) de um grafo G é denominado
indice de G ¢é denotado por A

O grafo G, representado na Figura 10, tem como polindmio caracteristico Pg(A) = A% — 6A% —4A% + 31 +2. As
suas raizes sdo todas simples e os autovalores sdo aproximados por —1.7751, — 0.5892, — 1,0.7237,2.6412. O indice de
G é At =2.6412.

Definigdo 2.15. O raio espectral é o niimero real u(G) = max{|A;| :i=12,...,n}, onde Ay, ... A, sdo autovalores. Isso é o
raio do menor intervalo de centro na origem que contém todos os autovalores.

Se o grafo G for conexo, o item (i) do Teorema de Perron-Frobenius garante que o raio espectral é o indice do
grafo, pois grafos conexos possuem matrizes de adjacéncias irredutiveis. O teorema garante também que y(G) é
positivo e tem multiplicidade 1.

Definigdo 2.16. Seja D a matriz diagonal dos graus dos vértices {vy,...,vn} de um grafo G (ou seja, a matriz D tal que
Dj; = d(v;)) e seja A(G) a matriz de adjacéncias de G. A matriz L = D — A é a matriz laplaciana do grafo G.

Na Figura 11, temos um exemplo das matrizes de adjacéncias, diagonal e laplaciana de um grafo G.

U1 U2 U5
%] U4
01 110 300 00
1 0 010 02000
AG)=|1 00 0 0 DG)=|0 010 0
1 1 0 01 0 00 30
00 010 00 0 01
3 -1 -1 -1 0
-1 2 0 -1 0
LG=|-1 0 1 0 0
-1 -1 0 3 -1
O o o0 -1 1

Figura 11: Grafo G e as matrizes A(G),D(G) e L(G).
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A seguir, apresentamos um resultado que relaciona os autovalores da matriz de adjacéncias com os autovalores
da matriz laplaciana para um grafo d-regular.

Proposigdo 2.2. Seja G um grafo d-regular com n vértices, e seja x € R"™ um vetor nio nulo. Temos que x é um autovetor da
matriz A(G), associado ao autovalor A se, e somente se, x é um autovetor da matriz L, associado ao autovalor d — A4,

Demonstragiio. Supomos que x é um autovetor da matriz de adjacéncias associado ao autovalor A4. Assim, como
L=D— A, temos que A = D — L. Dessa forma, temos:

Ax = AMx = (D - L)x = AMx = Lx = Dx — A«

= Lx = (d — A?)x.

Portanto, x é autovetor de L associado ao autovalor d — A4, A reciproca é anéloga.
O

Posteriormente, iremos utilizar um resultado de Cvetkovi¢ et al. (2010) sobre o espectro de um grafo bipartido
completo, particularmente de um grafo estrela. Temos que, para um grafo bipartido completo Ky, 4,, seu polindmio
caracteristico é dado por:

P,y (%) = (32 = mymg) ™ +7272,

Para o caso particular onde 1y = 1 e np = 1, obtemos um grafo estrela de n + 1 vértices cujo polindmio caracteristico
é dado por:
— (42 n—1
PKl,n(x) = (x"—n)x"".

Portanto, temos que #(Kjy,_1) = v — 1 associado ao autovetor x = (vn —1,1,1,...,1).

Também utilizaremos o resultado abaixo para o raio espectral de um grafo G obtido de Kj ,_1 com adigao de
algumas arestas:

w(G) > u(Kyp—1) =vn—1 (1)

O fato que u(G) > u(Ky,-1) é imediato, pois Kj ,,_1 é um subgrafo de G. Para provarmos a desigualdade estrita
em (1), utilizaremos o Principio de Rayleigh, que afirma que

T
A4 = max (Ax,x) — max > Ax
x40 (x,x) x40 xTx

e o valor méximo é atingido quando x é autovetor unitdrio associado A{.
Desenvolvendo o produto interno (Ax,x) = x” Ax, onde x = (x;) e A = (aj), temos que:

n

n n
xTAx:xl : Zxralr+x2' Zxra2r+"'+xn‘ Zxranr
r=1 r=1 r=1

n n
=) ) aijXix;
i=1j=1

Como o nosso autovetor x associado ao maior autovalor do grafo estrela tem entradas todas positivas, ao criarmos
mais entradas a;; # 0, o valor xT Ax sera maior do que o valor que tinhamos anteriormente. Portanto

w(G) > (A(G)x,x) > (A(Kyy—1)x,x) = vVn —1.

3 Condicoes classicas de Hamiltonicidade

Um problema classico em Teoria dos Grafos é o da existéncia de um ciclo hamiltoniano. Dado um grafo G = (V,E),
o problema é determinar se G possui um ciclo hamiltoniano, isto é, um ciclo que, partindo de um vértice qualquer,
percorre todos os demais vértices, sem repeticdo, e retorna ao vértice inicial.

E dificil decidir se um grafo G é hamiltoniano. Devido a sua complexidade, esse ¢ um dos problemas que
constam na primeira lista de problemas NP-completos Karp (1972). A NP-completude do problema sugere que seja
extremamente dificil encontrar condi¢des necessarias e suficientes para que um grafo seja hamiltoniano. A busca de
tal caracterizagdo é um dos maiores problemas em aberto da Teoria dos Grafos.
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g - . e e e

Muito da pesquisa relacionada a esse problema consiste em encontrar condigdes suficientes ou necessarias para
que um grafo seja hamiltoniano. Sdo conhecidas condicdes justas que serdo apresentadas nessa se¢do que garantem a
hamiltonicidade de um grafo em termos do ntimero de arestas, do grau minimo e da sequéncia de graus dos vértices.
As demonstragdes nessa se¢do foram adaptadas de Bondy e Murty (2008); West (1996).

3.1 Condig¢des Suficientes

(n—1)

Lema 3.1. Seja G um grafo de n vértices com grau minimo 6(G) > . Entdo G é conexo.

Demonstracio. Se G tem apenas um vértice, entdo ele é trivialmente conexo. Se G tem dois ou mais vértices e grau

. n—1 - . ~ .
minimo 6(G) > ( 5 ), suponhamos, para obter uma contradicdo, que G serd desconexo. Entdo segue que G possui
m > 2 componentes conexas.

Sejam G1,Gy, ...,Gy, com ny,ny, ... n, vértices, respectivamente. Para cada i, 1 < i < m, tomamos um vértice
~—_———

m componentes

-1 ) -1 .
x; € V(G;). Logo 6(x;) > %, por hipétese. Entdo, segue que, para todo i, n; > (nz—) + 1, ou seja,
n; > (nle)
1 1 1
Assim, nq +ny 4+ ...+ 1y > mM Portanto, n = ny +ny + ... + ny > m(n;_ ) > Z(n;_ ) =n+1,
chegamos a contradicdo desejada. Logo G é conexo. O

Teorema 3.1 (Dirac (1952)). Se G é um grafo com n > 3 vértices e grau minimo 6(G) > g, entdo G é hamiltoniano.

Demonstragido. Vamos fazer uma demonstracdo por absurdo. Suponhamos que G ndo seja hamiltoniano. Tomamos P
um caminho 0103 ...v, em G com comprimento maximo.

O O O O o—-=oO
(%) U3

U1 U4

Portanto, todo vértice adjacente a v; e todo vértice adjacente a v, pertence a P. Dessa forma, d(v;) e d(vy) séo,
no maximo, p — 1. Afirmamos que deve existir algum i, 1 <i < p —1 tal que temos v adjacente a v;,1 e v; adjacente
avp.

p

Suponhamos que este ndo seja o caso, ou seja, se v; € adjacente a v, entdo v, nao é adjacente a v1. Portanto,

d(vy) <p—-1—d(v)) = d(v1) +d(vp) <p-1 )
} n n n ) . n
Assim, d(vy) <p—1-— 5 <n-— 5= 5 Isso é absurdo, pois, por hipétese, 6(G) > >

Agora tomamos o ciclo C = v10; ... 0;0p0p_1 ...0;;101 com os mesmos vértices de P, porém utilizando as arestas
0;0p,0i+101. Como G é ndo hamiltoniano, existe no minimo um vértice w de G que ndo estd em P. Mas como

-1
(G) > g > (n 5 ), pelo Lema 3.1, G é conexo e portanto podemos escolher um w com essa propriedade que seja
adjacente a algum vértice v; € P.
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Tomando o caminho em G que comega em w, passa por v; e continua ao longo do ciclo C, obtemos um caminho
mais longo que P, o que é um absurdo, pois supomos que P era um caminho de comprimento maximo. Logo G é
hamiltoniano. O

Notamos facilmente que a condigdo de Dirac ndo é necessdria, pois, por exemplo, um ciclo C,;, com n vértices é
trivialmente hamiltoniano, mas §(C,) = 2. Por outro lado, chamamos a atenc¢do que o Teorema de Dirac ndo pode
ser enfraquecido. Por exemplo, considere o grafo G de ordem n = 2q desconexo com duas componentes completas

. . n . 5 4 S .
K;. O grauminimode G é g —1 = 5 1. Porém G nédo é hamiltoniano, pois é desconexo.

Teorema 3.2 (Ore (1960)). Se G é um grafo de ordem n > 3 tal que d(u) + d(v) > n para todo par u e v de vértices
ndo-adjacentes, entdo G é hamiltoniano.

Demonstragio. A demonstragdo é semelhante a prova do Teorema 3.1. Para garantirmos que G é conexo, vamos
mostrar que quaisquer dois vértices u e v ndo-adjacentes estio em uma mesma componente. Isso de fato acontece,
pois como d(u) +d(v) > n e o conjunto S = V — {u,v} tem n — 2 elementos, pelo principio da casa dos pombos
pelo menos um vértice do conjunto S sera adjacente a u e v. Assim temos G conexo. Tomamos um caminho de
comprimento méximo com extremidades u e v. Se u e v forem adjacentes, temos um ciclo hamiltoniano. Se u e v ndo
forem adjacentes, obtemos o absurdo na desigualdade (2) pois n < d(u) +d(v) <n—1. O

Podemos perceber que a condi¢édo de Dirac implica a condigdo de Ore também para vértices adjacentes. De fato,

seja G um grafo de ordem n > 3 tal que 6(G) > g Tomamos dois vértices 1 e v em G onde d(v) > g ed(v) > g
n

n
assim d(u) +d(v) > 5 + 5 > n. Logo d(u) +d(v) > n. O enunciado do Teorema de Ore utiliza exatamente as
hipéteses necessarias para que a prova do Teorema de Dirac funcione.

O préximo resultado é uma versdo mais fraca do Teorema de Ore, que garante a existéncia de um caminho
hamiltoniano. Este resultado sera utilizado para demonstrar condi¢des espectrais para hamiltonicidade.
Lema 3.2. Seja um grafo G de ordem n > 3 tal que
d(u)+d(v) >n—1, 3)
para todo par de vértices ndo adjacentes u e v. Entdo G contém um caminho hamiltoniano.

Demonstragio. Seja G um grafo satisfazendo as condi¢oes do enunciado.
Construimos um novo grafo H com n + 1 vértices composto pelo grafo G e acrescentando-se um novo vértice x
conectado a todos os vértices de G.

Por hipétese, G satisfaz a condigdo de que dg(u) +dg(v) > n — 1, para u e v vértices ndo-adjacentes em G, entdo
dy(u) + dy(v) >n+1=|V(H)|.
e N~
dc(u)Jrl dG (U)Jrl

Dessa forma, temos que dy(u) + dy(v) > |V(H)|, para todo par de vértices ndo adjacentes 1 e v em H. Assim,
pelo Teorema de Ore, H é hamiltoniano. Podemos escolher um ciclo hamiltoniano C = xv1v,...v,x em H, logo
V103 ... 0, € um caminho hamiltoniano em G. O

Destacamos que o Lema 3.2 ndo pode ser enfraquecido, pois, se substituirmos n — 1 em (3) por n — 2, perdemos a
garantia de existir um caminho hamiltoniano no grafo. Por exemplo, se G é um grafo de ordem n = r + s, desconexo
com duas componentes completas K, e K, todo vértice x de K, tem grau d(x) = r — 1 e todo vértice y de K, tem
graud(y) =s —1. Entao d(x) +d(y) =r —1+s—1=n — 2. Porém, G ndo possui um caminho hamiltoniano, pois
é desconexo.

Uma outra condigéo cldssica que garante que um grafo seja hamiltoniano é a condigdo das arestas.
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Teorema 3.3. Seja G um grafo com m arestas. Se m > (";1) 42, entdo G é hamiltoniano.

Demonstragido. Vamos mostrar que a condi¢do das arestas implica a condi¢do de Ore, que nos garante a existéncia
de um ciclo hamiltoniano no grafo. Seja G um grafo satisfazendo a condigdo das arestas e sejam u e v vértices ndo
adjacentes de G. Assim, 0 ntimero maximo de arestas em G ¢ d(u) 4 d(v) 4 (",?). Entdo:

du)+d(w)+ ("2) =m> ("1) +2
Logo d(u) +d(v) > (";1) — (";2) +2=n. O

Na Figura 12, apresentamos trés grafos hamiltonianos G, H e I para exemplificar as relagdes entre a condicdo de
Dirac, a condic¢do de Ore e a condicdo das arestas.

[T K> =

Figura 12: Grafos G, H e I, respectivamente.

Em G temos um ciclo de comprimento 4 satisfazendo a condi¢do de Dirac. Como satisfaz a condigdo de Dirac,
G também satisfaz a condi¢do de Ore, mas a condigdo das arestas ndo é satisfeita. No grafo H, temos um grafo
completo K4 com a adi¢do de um vértice de grau 2 adjacente a dois vértices de K4. Neste exemplo podemos notar
que as hipéteses do Teorema de Dirac ndo sdo satisfeitas. Ja as condi¢des das arestas e de Ore sdo satisfeitas. Por
altimo, o grafo I que satisfaz a condigao de Ore, mas ndo satisfaz a condi¢do de Dirac nem a condi¢do das arestas.

3.2 Condi¢ao Necessaria

Apés termos apresentado na se¢do anterior algumas condigdes suficientes cldssicas para o problema de hamiltoni-
cidade em grafos, mostraremos uma condicdo necessdria de West (1996) para um grafo ser hamiltoniano.

Proposi¢do 3.1. Se G = (V,E) tem um ciclo hamiltoniano, entdo, para cada conjunto nio vazio S C 'V, o grafo G — S tem no
mdximo |S| componentes.

Demonstragido. Dado um ciclo hamiltoniano C no grafo G, seja S um conjunto néo vazio tal que S C V. Para todo
vértice x € S no ciclo C, dc(x) = 2. Entéo:

~~ ~~

) €
onde ¢(G — S) denota o namero de componentes de G — S e E.(S,G — S) é o namero de arestas do ciclo com uma
extremidade em S e outra G — 5. Em (2) temos que cada componente de G — S é conectada a S por pelo menos duas

arestas do ciclo. Em (3), cada vértice de S é conectado a vértices de G — S por no maximo duas arestas do ciclo. Logo
c(G-5) < S| O

=

Assim S deve ter no minimo a mesma quantidade de vértices que as componentes de G — S.

Figura 13: Componente S com |S| =6 e G — S tem 4 componentes.
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Exemplo 3.1. No exemplo da Figura 14, dado um grafo G, escolhemos um conjunto S (composto pelos vértices pintados de
preto), com cardinalidade |S| = 2. Notamos que o grafo G — S tem 3 componentes. Como a cardinalidade de S é menor que o
miimero de componentes do grafo G — S, o grafo G ndo é hamiltoniano.

JEE

Figura 14: Grafo G e grafo G — S.

O grafo H da Figura 15 mostra que a condi¢do necessaria da Proposigdo 3.1 ndo é suficiente.

Nesse exemplo, o grafo satisfaz a condig¢do necessaria mas ndo possui um ciclo hamiltoniano. Todas as arestas
incidentes aos vértices de grau dois deveriam ser usadas em um ciclo hamiltoniano, mas trés delas sdo incidentes ao
vértice central.

4 Condicoes de Fiedler-Nikiforov

Na secdo anterior, apresentamos um apanhado de condi¢des suficientes cldssicas e uma condicdo necessaria para
que um grafo seja hamiltoniano.

Figura 15: Grafo H.

Nesta secdo, vamos estudar o problema de hamiltonicidade com énfase em condigdes espectrais. O uso de
técnicas algébricas na solugdo de problemas combinatérios tem uma longa histéria. Métodos algébricos mostraram-se
particularmente eficazes no estudo de estruturas regulares e simétricas, ou na construgdo explicita de estruturas com
uma dada propriedade, por exemplo, o estudo de grafos expansores Hoory et al. (2006).

Além disso, matrizes constituem uma estrutura de dados natural para armazenar grafos, o que motiva a busca de
relagdes entre propriedades quantitativas e qualitativas de grafos e propriedades das matrizes que os representam.
Um aspecto particularmente estudado é o espectro dessas matrizes, isto €, o estudo do conjunto de autovalores e
autovetores das matrizes associadas a eles.

Nesse sentido, o trabalho de Fiedler e Nikiforov Fiedler e Nikiforov (2010) é precursor na obtengdo de condicoes
suficientes espectrais para hamiltonicidade. A partir desse trabalho, destacamos resultados espectrais obtidos
recentemente para classes especificas de grafos, como grafos bipartidos Liu et al. (2015); Lu et al. (2012) e para
autovalores de outras matrizes Yu e Fan (2013).
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4.1 Os resultados de Fiedler - Nikiforov

Fiedler e Nikiforov encontraram condi¢des suficientes para a hamiltonicidade de um grafo com base no seu raio
espectral.

Seja um grafo G com n vértices e y(G) o maior autovalor da matriz de adjacéncias de G. Escrevemos K;,_1 Uv
para a unido de um grafo completo de n — 1 vértices e um vértice isolado, e K;,_; © e para um grafo completo de
n — 1 vértices com uma aresta pendente. A Figura 16 mostra os dois tipos de grafos citados acima.

v

O /O
Figura 16: Grafos K,,_1UveK,_1 ®e.

Notamos que K;,_1 Uv ndo tem caminho hamiltoniano pois é desconexo e que K;,_1 ® ¢ ndo tem ciclo hamiltoniano
pois tem um vértice de grau 1.
Fiedler e Nikiforov (2010) demonstraram os seguintes teoremas:

Teorema 4.1. Se ;(G) > n — 2, entiio G contém um caminho hamiltoniano, exceto quando G = K;,_1 Uv. Se u(G) > n —2,
entdo G contém um ciclo hamiltoniano, exceto quando G = K,,_1 ©e.

Um resultado semelhante foi obtido em termos do grafo complementar de G.

Teorema 4.2. Se u(G) < v/n —1, entdo G contém um caminho hamiltoniano exceto quando G = K, 1 Uv. Se u(G) <
vn —2, entdo G contém um ciclo hamiltoniano exceto quando G = K,,_1 ®e.

Para demonstrar os resultados acima, os autores utilizaram condig¢des cldssicas apresentadas na se¢do 3, como
o Teorema de Ore e a condic¢do das arestas, por exemplo. Além disso, foram necessarios defini¢des e resultados
preliminares. O conceito de fecho do grafo e suas propriedades e as desigualdades de Stanley (1987) e Hofmeister
(1988) também foram importantes para as demonstragdes, que apresentaremos nas proximas segoes.

4.2 Demonstracio do Teorema 4.1

Nesta segdo apresentaremos resultados importantes para a demonstracdo do Teorema 4.1. Primeiramente mostra-
mos um resultado semelhante ao Teorema 3.3 (condigdo das arestas) e depois disso demonstramos a desigualdade
de Stanley (1987).

Lema 4.1. Seja G um grafo com n > 6 vértices e m arestas. Se m > ("51) entdo G contém um caminho hamiltoniano, exceto
quando G = K,,_1 U v. Se a desigualdade for estrita, entdo G contém um ciclo hamiltoniano, exceto quando G = K,,_1 Oe.

Demonstragdo. Seja G um grafo satisfazendo a condigdo das arestas m > (";1). Sejam u e v vértices ndo adjacentes
de G e seja H = G — {u,v}. Consideramos dois casos:

(i) H nao é completo. Basta mostrar que a condigdo d(u) + d(v) > n — 1 é satisfeita.

u

Neste caso, 0 ntimero méximo de arestas de G é d(u) +d(v) + (";%) — 1. Logo,

d(u)+d(v) + ("52) —1>m> ("51),
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o que implica que
E P d n—-1\ _ (n-2
d(u) +d(v) > (") — ("2) + 1.

Logo d(u) +d(v) > n — 1. Assim, pelo Lema 3.2, G possui um caminho hamiltoniano e, se a desigualdade for
estrita, pelo Teorema 3.2, G possui um ciclo hamiltoniano.

(ii) H é completo

d(u) +d) + ("52) = m
o que implica que d(u) +d(v) > (";1) — ("52).

Portanto,
d(u)+d(v) >n—2. 4)

Como n > 6, temos que d(u) +d(v) > 4. Ressaltamos que se d(u) = 0 e d(v) > 4, nesse caso temos um grafo
G = K,,_1 Uu, que satisfaz a condi¢do das arestas mas ndo tem um caminho hamiltoniano. Se d(u) = 1 e
d(v) > 3 temos o grafo G = K;,_1 ® ¢, que satisfaz a condi¢do das arestas mas ndo tem um ciclo hamiltoniano.
Note que podemos encontrar facilmente um caminho hamiltoniano em G. Pois pela qualidade dos graus dos
vértices u e v garantimos que saimos de u percorremos os vértices de K,,_» e chegamos ao vértice v.

Para garantirmos um ciclo hamiltoniano, temos a desigualdade estrita em (4). Portanto, d(u) + d(v) > 5.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que d(u) > 2 e d(v) > 3. Note que o grau do vértice v ser no minimo
3 garante que haja ao menos um vértice adjacente a v e ndo-adjacente a 1. Tomamos um ciclo que comega
no vértice u, entra em K,,_, pelo vértice v; e percorre K,—> até algum vértice v; adjacente ao vértice v. Apés,
saimos de v e entramos novamente em K,,_ pelo vértice v,, e percorremos K,,_ (sem repetir os vértices ja
utilizados) até o vértice v, adjacente ao vértice u.

O
Observamos que a hipétese n > 6 no Lema 4.1 é necesséria. Destacamos que o lema n&o ¢é satisfeito para um

caso especifico para n = 4 e um especifico para n = 5. No caso n = 4, se tomarmos G = K; 3 e u e v vértices
ndo-adjacentes temos um contra-exemplo para o caso em que m = 3 que ndo apresenta um caminho hamiltoniano.

Figura 17: G = Ky 3.
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Ja no caso n = 5, se tomarmos o grafo G da Figura 18, em que m = 7, temos um contra-exemplo, pois G ndo
apresenta um ciclo hamiltoniano apesar de satisfazer a desigualdade estrita.

u

Figura 18: Contra-exemplo.

A desigualdade de Stanley (1987) que apresentamos a seguir é importante para a demonstracdo do Teorema
4.1 dada em Fiedler e Nikiforov (2010), pois ela apresenta uma relacdo entre o raio espectral y(G) da matriz de
adjacéncias e o nimero de arestas m do grafo G.

421 Desigualdade de Stanley

Em seu artigo, Stanley (1987) relaciona o raio espectral da matriz de adjacéncias de um grafo com o ntmero de
arestas do grafo.

Teorema 4.3 (Desigualdade de Stanley). Seja G um grafo com m arestas e A a matriz de adjacéncias de G. Entdo

Hu(A) < % (—1 + m) )

e a igualdade é vdlida se, e somente se, G é a unido disjunta de um grafo completo Ky e vértices isolados, onde k é um inteiro
positivo.

Para a demonstragdo, Stanley utiliza um resultado de Brualdi e Hoffman (1985) que mostra que o raio espectral
1(A) satisfaz u(A) < k — 1, valendo a igualdade se, e somente se, existe uma matriz P de permutagéo tal que PAPT

tem a forma
o
0 0

onde ],9 é uma matriz de ordem k x k com 0’s na diagonal principal e 1’s nas demais componentes. Em outras
palavras, isso significa que G é isomorfo a unido disjunta de um grafo completo Kj e vértices isolados.

Note que o Teorema 4.3 fornece um limite superior para o raio espectral de qualquer grafo com m arestas, o qual
implica o resultado em Brualdi e Hoffman (1985) no caso particular em que m = (%).
Demonstragio do Teorema 4.3. Seja A a matriz de adjacéncias do grafo G. Denotamos por A; a linha i da matriz A e
r; a soma dos elementos da linha A;. Assim:

AL
Az
A=,
L An nx1
Seja x = (x1,...,x,)7 um autovetor de A com ||x|| = 1 correspondendo ao autovalor y(A), de forma que

Ax = u(A)x. Tomamos um vetor x(i) obtido de x pela substitui¢do do elemento x; por zero, isto é, x(i) =
(x1,%2, . ,\O/_/ ..,xn)T. Sabendo que Ax = u(A)x, temos que A;x = u(A)x;. Como os elementos da diagonal
Xi
principal de A sdo nulos, entdo temos que A;x = A;x(i), logo p(A)x; = A;x(i).
Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,
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(A = |A(i)|* < iﬁf/ [x(D)| =ri(1 - x7), (6)

paral <i < n. Em (*), temos o vetor A; = (a;1,a;5, . ..,4;,) e por hipotese r; = ajy +ap + - - + ay.

Como A; é um vetor que representa a linha i da matriz de adjacéncias, entdo é formado apenas por zeros e 1’s. Ao
elevarmos ao quadrado cada termo, a soma néo se altera. Logo ||A;||> = a? + a% + - - + a2, = r;. Em (xx), temos o
vetor x = (x1,x2,...,%j,...%,). Como ||x|| =1, entdo

l=x3+x5+--+x}+---+x2 Logo,

1-x?=x2+x3+ 2t +xF + o +2h

Portanto, 1 — x? = ||x(i)|[?. Isso justifica (6).
Somando (6) em relagdo a i, obtemos

Mas Y ! 4 x =leY! ri=r +r+---+r, =2m, pois esta é a soma das linhas da matriz de adjacéncias, entdo
(A 2<om— Z 1’1 (7)

Agora analisando )}/ ; rl-xl-z, temos

n n L
Z 1.2: Zx al] = Z X; —i—sz)ai]-\z/ZZx,-xjaij

(%) 1<] (**)l<]

n
= inaijxj = xT Ax. ®)
(Kekx) VI

Observe que (%) é valido pela simetria da matriz de adjacéncias, em (%% ) a desigualdade ocorre pois
(x; — x]‘)2 = xl-2 — 2xixj + sz. Novamente pela simetria de A, garantimos (***).

Como Ax = u(A)x, temos que xT Ax = xTp(A)x = u(A)xTx = p(A) pois xTx = ||x|| = 1. Logo Y1, r;ix? >
u(A), por (8). De (7) resulta

Entdo u(A)% + u(A) —2m < 0. Usando conceitos basicos de inequacdo de 2° grau concluimos que a desigualdade
acima resulta em (5).

Para garantir a igualdade em (5), todas as desigualdades no argumento devem ser igualdades. Em particular, nés
temos que

2 2
(xi + X; )lll‘]‘ = ZXinai]‘,

para todo i < j, o que implica que (x; — x]-)Zal-]- = 0. Portanto, a;; = 0 ou x; = x;. Assim escolhemos uma matriz P de
permutagdo tal que Px tem a forma

Px = (yllyll e YYy2,Y2, - /]/2/ e /]/j/yj/ e /yj)/

onde y1,y7, .. Yj sdo distintos. Isso significa dizer que a matriz P altera a rotulagdo, agrupando os elementos iguais
de x. Afirmamos que PAPT ser4 uma matriz em blocos na forma
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PAPT =

0 B;
De fato, sabemos que (y; — yj)zaij = 0 e que y; # y; por definicdo. Assim a;; = 0, logo teremos apenas zeros nas
entradas fora dos blocos. Cada bloco B; esta associado a um autovetor (y;,;, . .. ,yi)T, dessa forma, (1,1,...,1)T é um
autovetor de B;. Assim cada B; tem a mesma soma nas linhas, entdo j(A) é o méximo na soma das linhas de A.
Portanto v/1 + 8m = j é um inteiro impar, e

L Pe1 G G-

-1 4 2 2

1+8m=7=e= =5 = 5

Para k = HTl, temos m = (%). Assim ao substituirmos m = (%) em (5) obtemos y(A) = k —1 e de Brualdi e

Hoffman (1985) segue que existe um bloco ndo nulo By = J?, completando a demonstragao. O
Nesse momento, temos as ferramentas necessérias para demonstrar o Teorema 4.1.

Demonstracio do Teorema 4.1. Pelo Teorema 4.3 temos

1 1
< _Z i
u(G) < 2+\/2m+4,

#(G)>n—2. )

1 1

—-2< < —= —
n—2<u(G) < 2+\/2m+4
1 / 1

o< _ -
=>n—-2< 2+ Zm—l—4

e, por hipétese, temos que

Assim,

1 1
_ < —
n 2+2_ 2m+4
3\? 1 n?—3n+2 ~
:(n—z) —Z§2m$T=("21)§m.

Comom > (";1), pelo Lema 4.1 garantimos que G possui um caminho hamiltoniano exceto quando G = K,,_1 Uv.
Se a desigualdade em (9) for estrita, garantimos que G possui um ciclo hamiltoniano exceto quando G = K,,_; ®e.
Isso completa a demonstra¢do do Teorema 4.1. O

4.3 Demonstracio do Teorema 4.2

A demonstragdo do Teorema 4.2 é baseada no conceito de k-fecho de um grafo, usada diretamente por Ore (1960)
e formalmente introduzida por Bondy e Chvatal (1976). Também utilizaremos a desigualdade de Hofmeister (1988).
Nas proximas segdes, apresentaremos esses conceitos e resultados que serdo importantes para a compreensao da
demonstragéao.

44 O fecho de um grafo

Os resultados que apresentaremos nesta se¢do sdo inspirados no Teorema de Ore (1960). Primeiramente
mostraremos um resultado cuja a prova é semelhante a do Teorema 3.1.

Lema 4.2. (Bondy-Chuvital) Sejam G um grafo e u e v vértices ndo-adjacentes de G tais que dg(u) + dg(v) > n. Entdo G é
hamiltoniano se, e somente se, G + uv é hamiltoniano.
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Demonstragio. (=) E imediata, ja que, se G é hamiltoniano, entdo G + uv também é hamiltoniano.

(<) Supde que G’ = G + uv é um grafo hamiltoniano. Entdo existe um ciclo em G’ ndo repetindo nenhum vértice.
Se esse ciclo ndo usa a aresta uv entdo teremos um ciclo hamiltoniano em G. Se esse ciclo usa a aresta uv, entdo, em G,
temos um caminho hamiltoniano com extremidades u e v. Como, por hipétese, dg (1) +dg(v) > n, podemos estender

esse caminho para um ciclo pelo método da demonstracdo do Teorema 3.1. Logo G tem um ciclo hamiltoniano.
O

O Lema 4.2 motiva a defini¢do do conceito de fecho de um grafo.

Definigdo 4.1. O fecho de um grafo G com n vértices, denotado C,,(G), é o grafo obtido de G de forma recursiva pela adigio de
arestas entre pares de vértices nio adjacentes u e v tais que

d(u) +d(v) > n.

Destacamos que a ordem na qual as arestas sdo adicionadas a G formando o fecho ndo tem efeito no resultado
final, e portanto o fecho de um grafo G é bem definido. A Figura 19 ilustra a formagdo do fecho de um grafo G com
seis vértices. Neste exemplo acontece que o fecho é completo.

J-0-ey

Figura 19: Fecho do grafo G.

O estudo da operagdo fecho para o problema de ciclos hamiltonianos gerou o seguinte resultado de Bondy e
Chvatal (1976).

Teorema 4.4. Um grafo G é hamiltoniano se, e somente se, o seu fecho C,(G) é hamiltoniano.
Corolario 4.1. Seja G um grafo de ordem n > 3 cujo fecho é completo. Entdo G é hamiltoniano.

Definigdo 4.2. O k-fecho de um grafo G, denotado por C(G), é o grafo obtido de G por um processo recursivo, o qual consiste
em adicionar arestas para pares de vértices nio adjacentes u,v tais que

d(u) +d(0) > k.

Teorema 4.5. Um grafo G tem um caminho hamiltoniano se, e somente se, C,_1(G) tem um caminho hamiltoniano.

Se assumirmos que H = Ci(G) ndo é completo, dentre todos os vértices de H tal que o grau é menor do que
n — 1, escolhemos um vértice com maior grau e denotamos por v. Dentre todos os vértices ndo adjacentes a v,
escolhemos um com maior grau e denotamos por u. Pela defini¢do de k-fecho temos

dy(u) +dy(v) < k,logo dy(u) +dy(v) <k-—1. (10)

O fato de que vértices ndo-adjacentes do k-fecho satisfazem (10) é utilizado para a demonstragdo do Teorema 4.2.

4.5 Desigualdade de Hofmeister

Além dos conceitos do fecho de um grafo G definidos acima, também utilizaremos a desigualdade de Hofmeister
(1988) para a demonstracdo do Teorema 4.2.

Em Hofmeister (1988), foi determinado um limite inferior para o raio espectral y(G) em relagdo a sequéncia de
eraus de G. T4 existem na literatura diversos resultados sobre a relacdo entre o raio espectral u(G) e a seauéncia
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de graus de um grafo G. Por exemplo, segue da teoria de matrizes ndo negativas que o raio espectral satisfaz a
desigualdade

I(G) < u(G) < A(G). (11)
A igualdade é vélida no lado esquerdo de (11) se o grafo G é regular; no lado direito, se G tem uma componente
A-regular.
Outro limite inferior para y(G) é dado por Von Collatz e Sinogowitz (1957). Eles mostram que

1
WGz~ ) di (12)
onded = (dy,...,d,) é a sequéncia de graus de G. Para grafos regulares

1 n
Ezdl d1+d2+d3+ .4 dy),
i=1
temos que
1
u(G) = ;(n.d) =d.
Para compreendermos o resultado principal de Hofmeister, temos que apresentar algumas defini¢des preliminares.

Definicdo 4.3. Sejam o vetor x = (x1,...,Xn) com entradas ndo negativas. Para p > 1, a p-média de x é definida por

desde que limy, e x(p) = max{xy,...,Xn}.

Lema 4.3. Hofmeister (1986) A p-média, vista como uma fungdo de p, é continua e estritamente crescente se x possuir pelo
menos duas componentes diferentes.

Para definirmos a média espectral caracteristica, tomamos agora um grafo G. As desigualdades (11), (12) e o Lema
4.3 implicam a existéncia de um tnico p € R>; U {oo} tal que d(P) = ;i(G), desde que G nio seja regular. Esse p é
chamado de média espectral caracteristica de G, que denotamos por char(G).

Apresentamos o resultado de Hofmeister que serd utilizado na demonstragdo do Teorema 4.2.

Teorema 4.6 (Desigualdade de Hofmeister). Para todo grafo G, temos char(G) > 2.

Demonstragio. Seja G um grafo com sequéncia de graus (d, .. .,d,). Para obter nosso resultado basta mostrar que

1/2
1 n

#(G) = d? = ( Zd%) :
i=1

pelo Lema 4.3. Sejam o vetor unitario xg = 1/y/7-(1,...,1)T e a A matriz de adjacéncias do grafo G. E facil ver que
21y »
[ Axo]|” = — Y di.
=

Assim d@) = || Ax| < sup | Ax|| = #(G). Entdo u(G) > d, como queriamos demonstrar. O
HXH 1

Apbs apresentarmos o conceito do fecho de um grafo e suas proprieades e a desigualdade de Hofmeister, temos
todas as ferramentas necessdrias para demonstrar o Teorema 4.2.

Demonstragdo do Teorema 4.2. Seja H = C,,_1(G). Suponhamos que #(G) < v/n — 1, mas que G nao tem um caminho
hamiltoniano. Pelo Teorema 4.5, o grafo H = C,,_1(G) ndo tem um caminho hamiltoniano. Utilizando a propriedade
principal (10) do k-fecho de um grafo G, temos que dy (1) + dg(v) < n — 2 para todo par de vértices ndo adjacentes
uevemH.

dg(u)+dg(v) =n—1—dy(u)+n—-1-dy(v)
dg(u) +dg(v) —=2n+2 = —dy(u) —dy(v).
| ——

*
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Em « temos que dy (1) +dy(v) < n—2. Entdo
dg(u) +dg(v) —2n+2> —n+2
dp(u) +dg(v) > n
para toda aresta uv € E(H). Agora, somando essas desigualdades para todas arestas uv € E(H), obtemos

Y diu)+ dg(v) > ne(F).
uveE(H)

Cada termo d(u) aparece na soma d(u) vezes

Y @)= Y dg(u)+dg(o) > ne(H).

veV(H) uveE(H)
Usando a desigualdade de Hofmeister demonstrada no Teorema 4.6, obtemos

nm?(H) > Y dr(u) > ne(H)
ueV(H)

nu®(H) > ne(H). (13)

Uma vez que H C G, nos temos, por hipétese,

Portanto,

De (13), temos que

ey
IN
=

I
—
@)

e agora facilmente podemos ver que e(

Como supomos que H ndo tem caminho hamiltoniano e temos que e¢(H) > (”51 ), 0 Lema 4.1, implica que

H =K, 1Uv. Se G = H a prova estd completa. Entdo assumimos que G é um subgrafo de K, Uv. Entdo G é
uma estrela Kj ,_1 de ordem 7 com algumas arestas adicionadas e, em particular, é conexo. Assim pelo Teorema de
Perron-Frobenius e pelo Corolario 2.1

u(G) > u(Kyp_1) = vVn—1,

contradizendo #(G) < v/n — 1 e completando a prova para caminhos hamiltonianos. Agora, suponha que j(G) <
vn —2, mas G ndo tem um ciclo hamiltoniano, usando o Teorema 4.4 e os argumentos acima nés vimos que

e(H) > ("3")

e uma vez que H ndo tem um ciclo hamiltoniano, o Lema 4.1, implica que H = K;,_1 ©®e. Se G = H, a prova esta
completa, entdo assumimos que G é um subgrafo de K,,_; © e. Entdo G é uma estrela K; ,,_» com algumas arestas
adicionadas. Portanto G contém um subgrafo de K; ,_». Assim pelo Teorema de Perron-Frobenius e pelo Corolério
2.1

#(G) > u(Kyp_p) = vVn-2,

contradizendo u(G) < v/n — 2 e completando a demonstragao. O
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5 Condic¢ao de Butler- Chung

5.1 Butler - Chung

Butler e Chung (2010) mostram uma condicdo espectral suficiente para um grafo ser hamiltoniano com base em
uma andlise da proximidade entre os autovalores da matriz laplaciana e o grau médio do grafo.

Teorema 5.1. Seja G um grafo com n vértices com grau médio d e 0 = A% < A,%fl < /\ﬁ_z <...< )\f 0s autovalores da
matriz laplaciana de G. Existe uma constante c tal que, para n suficientemente grande, se

loglogn)?
AL <, (loglog
1 /\Z|_Clogn(logloglogn)d (14)

para todo i # n, entdo G é hamiltoniano.

Quando G é d-regular, pela Proposicdo 2.2 temos a seguinte relagdo entre os autovalores da matriz de adjacéncias
e os autovalores da matriz laplaciana:
M=d-AL . (15)

Como o grafo é d-regular, temos que A{! = d est4 relacionado com o autovalor AL, que ¢ o tnico autovalor que nao
é levado em consideragdo no enunciado do Teorema 5.1. E com isso vemos que o Teorema 5.1 implica o seguinte

resultado de Krivelevich e Sudakov (2003), que foi obtido para a constante c = 1000°

Teorema 5.2. Seja G = (V,E) um grafo d-regqular com n vértices, onde n é suficientemente grande. Se

(loglogn)? J (16)

A
<
AT] = 10001og n(logloglog n)

para todo i # 1, entdo G é hamiltoniano.

O resultado do Teorema 5.1 é mais forte do que o Teorema 5.2, pois garante a hamiltonicidade para qualquer
grafo, enquanto que Teorema 5.2 garante hamiltonicidade apenas para grafos d-regulares.

Quando G ndo é regular, os autovalores das matrizes de adjacéncias e laplaciana ndo estdo mais relacionadas
de uma forma trivial e torna-se mais importante determinar qual espectro é utilizado. Na prova do Teorema 5.1, é
utilizado o espectro da matriz laplaciana, pois a matriz laplaciana € ttil para controlar a expansdo da vizinhanga de
um conjunto de vértices.

Destacamos que a demonstracdo que vamos apresentar do Teorema 5.1 adapta proposicdes e lemas para grafos
d-regulares que sdo utilizados na demonstra¢do do Teorema 5.2. Por simplicidade, muitos dos lemas técnicos sdo
demonstrados para o caso d-regular.

5.2 A familia de (n,d,A)-grafos

Um grafo G é chamado (n,d,A)-grafo se, e somente se é d-regular, tem n vértices e A4 = A. Essa é uma familia
de grafos pseudo-aleatdrios, veja Krivelevich e Sudakov (2006) para mais informagdes. Nesta se¢do apresentamos
uma quantidade de resultados na distribuigdo das arestas em grafos pseudo-aleatérios. Para um subconjunto de
vértices U C V(G) denotamos por N(U) o conjunto de todos os vértices em V — U adjacentes a algum vértice em U.
Também denotamos por e(U) o nimero de arestas com ambas as extremidades em U.

Teorema 5.3. (Alon e Spencer, 2004, Coroldrio 9.2.5,9.2.6) Seja G = (V,E) um (n,d,A)-grafo. Entdo:

(a) para quaisquer dois subconjuntos B,C C V o niimero de arestas de G com uma extremidade em B e outra em C satisfaz

e(B,C)—|B||nC|d’ SA\/|B||C| (1-'5'); (17)
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(b) para todo subconjunto B C 'V,
o(B) |B|d
2n

Podemos destacar um trabalho mais recente de Krivelevich e Sudakov (2006) que apresenta uma cota melhor do
que (17).

A seguir mostraremos proposi¢des que serdo importantes para a demonstracdo do Teorema 5.1. As Proposicdes
5.1, 5.2 e 5.3 sdo ditas propriedades da expansdo das arestas. A Proposi¢do 5.1 diz que, para um conjunto
de vértices Vp pequeno, o namero de arestas com ambas as extremidades em Vj é limitado por A|Vp|. Isso
nos garante que temos arestas com uma extremidade em V| e outra extremidade em V — V. De fato, como
Yoev, d(v) = |e(Vo,V — Vo)| + 2[e(Vo)|, esse nimero é dado por e(Vo,V — Vo) > d|Vy| — 2A[Vpl.

A Proposigdo 5.1 a seguir garante que muitas arestas saem de qualquer conjunto pequeno. Porém, como diversas
arestas podem ter a mesma extremidade, isso ndo garante que o conjunto de vizinhos seja grande. A Proposi¢do 5.2
garante que para todo conjunto de vértices muito pequeno V), teremos uma vizinhanca relativamente grande.

AlB|
< =2

5 (18)

Nas proposigdes abaixo, supomos que G = (V,E) é um (n,d,A)-grafo com A < ;

Proposicgdo 5.1. Todo subconjunto Vy C V de cardinalidade |Vy| < %l gera no mdximo A|Vy| arestas.
Demonstragdo. De (18),
[Vol?d | AVol
W) <
e(Vo) = — —+——
A
como |Vp| < 7”, temos
An |V0|d )L|V0|
< —_ —_— = .
e(Vo) < 5 =+ == = AVl
Logo e(Vp) < A|Vpl. O
.~ . - A’n
Proposigdo 5.2. Para todo subconjunto Vo C 'V de cardinalidade |Vy| < 2
(d—2A)2
NV, ——— V.
INVO)[ > =35IVl

Demonstragio. Denotamos N(Vp) = U. Pela Proposicdo 5.1 aplicada a Vj, temos e(V)) < A|Vp|. Como o grau de todo
vértice em Vj é d, nés obtemos:

e(Vo,U) > d|Vo| - ZE(V()) > d|V0| - 2)&|V0|. (19)
Proposigao 5.1

Vol|U|d
e(VoU) < % + M/ Vol lul.

e(Vo,u) > (d —2A)| V|

|VolU|d
- TAVIlIUL> (d = 24) (Vo). (20)

Por outro lado, segue de (17) que

Da desigualdade (19), temos

e isso implica que

(d—2A)?

Se |U| < e

|Vbl, entdo

Volluld
PO 2y vl

[Vol(d —2A)?|Vp|d \/|V0|(d—2A)2|V0|
<
- 3A%n +A 3M2
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209 _ 2 _
_ [VolPd —2A)%d | [Vol(d — 24)

3A2n V3A
_ VolP(d—22)%d | [Vo|(d —2A)
N 3A2n V3
_ A (d=202d|V] | (d—20)|Vy
- d? 3A%n V3
_ (=222 n (d—21) 0|
3d V3
< [@=20)[Vo] | (d-21)[Vo|
3 Ve
< (d=2M)|V).
- [VollU|d -
Entdo — + A/ |[WollU| < (d —2M)|Vp| contradizendo (20). O

A2n
a2

Demonstragio. Seja o conjunto U =V \ (Vo UN(V})). Entdo claramente e(V),U) = 0. Por outro lado de (17) temos

VollUl|d u
0= (W) > WlLIE —)\\/|V0||U| (1 - U)

Proposicdo 5.3. Para todo subconjunto Vy C V de cardinalidade |Vy| > IN(Vo)| > g — Vol

Isso implica que

Vo|?|U[*d? u
| O| |2 | < A2 <|V0||U| <1_u>) (21)
n n
201712 2,2
— Vol T < da (22)
wliul (1- 1)
n
|uj A?n? A2n?
1— [l = a2|v| dz)\zn @)
n a2
. U] . . n . n
A desigualdade ———— < n implica que |U| < 5 Entdo |[N(Vo)| = |V| — V| — |U]| > 5~ Vol O

()

Proposigdo 5.4. Sejam dois subconjuntos disjuntos tais que Uy,Uy C V(G) ndo sio conectados por uma aresta em G, temos
A?n?

Demonstragido. Por (17)
U ||Usp|d
0= ety ty) > M5

A?n?
< A/ |U;||Uy]. Segue que |U;||Uy| <o O

Assim —l t |1|1U2 4

Proposi¢do 5.5. Se G = (V,E) é um (n,d,\)-grafo com A < %l entio G é conexo.
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n
Demonstragio. Se G é desconexo, entdo G tem uma componente conexa V de tamanho |Vy| < R Como N (V) =@,

AZ
segue da Proposicdo 5.3 que |Vp| <

ra
(d —2A)% V|
e > 0. O

. Isso contradiz a Proposi¢do 5.2, ja que a mesma afirma que [N(Vp)| >

Para provar o resultado do Teorema 5.1, precisaremos de um resultado mais geral, que adapta o resultado do
Teorema 5.3 para a matriz laplaciana. Inicialmente, enunciaremos um resultado que é semelhante ao resultado do
Teorema 5.3.

Teorema 5.4. (Butler e Chung, 2010, Teorema 2.1) Supomos que um grafo G com n vértices tem grau médio d e os autovalores
0= AL <AL < ... < AL da matriz laplaciana satisfazem |d — ;| < 0 para todo i # n. Entdo, para quaisquer dois
subconjuntos de vértices B e C, temos

e(,0) - ) < & fipin =D Iclin ~ ) (4

”WM‘ < %|B|(n —B|/2). (25)

‘E(B) ™

Vamos utilizar o Teorema 5.4 para provar o resultado de Butler e Chung em dois passos. Primeiramente,
mostraremos que nds temos uma boa expansao na vizinhanca e depois disso mostraremos que o grafo é conexo.
Para estudar essa expansdo das arestas e mostrar que o grafo é conexo vamos enunciar uma proposi¢do que
apresenta resultados parecidos como das proposicdes acima. A demonstragdo dessa proposicdo sera omitida, pois
sdo semelhantes as proposicdes ja provadas anteriormente.

Proposigdo 5.6. (Butler e Chung, 2010, Proposigio 2.3) Seja G um grafo de n vértices com grau médio d e |d — A;| < 6 para
os autovalores da matriz laplaciana tal que i # n. Assumimos que 88 < d e que B,C C V. Entdo temos que:

(a) se |B|] < %1, entdo e(B) < g\B|;

(b) se |B| <2 O entio N (B)] > (d/éf‘w)m
6%n n
(c) se |B| > 7 ,entﬁo IN(B)| > 5~ |B;
6°n?
(d) se BNC=Qee(B,C) =0, entio |B||C| < T

(e) G é conexo.

5.3 Demonstra¢dao do Teorema 5.1

A demonstracdo do Teorema 5.1 é parecida com a demonstracdo do Teorema 5.2, com algumas pequenas
mudangas nas constantes. Destacamos que os resultados utlizados para demonstrar o resultado de Butler e Chung
estdo relacionados com o teorema de Krivelevich e Sudakov para grafos d-regulares.

A demonstragdo envolve uma técnica de rotacdo de caminhos inspirada na demonstracéo cldssica do Teorema 3.1.
A ideia principal é que, dado um caminho de comprimento méximo, as arestas dos pontos finais do caminho devem
estar conectadas ao centro do caminho e podem ser usadas para rotacionar o caminho e criar um novo caminho de
comprimento maximo. Esse processo de rotacao pode ser repetido e nés podemos formar uma grande colecdo de
caminhos méximos, o que permite que um desses caminhos possa ser fechado para formar um ciclo hamiltoniano.

Demonstragio Teorema 5.1. Seja P = (v1,0y, . ..,0;) um caminho de comprimento méximo em G. Se v; é adjacente
a vy, para algum i entdo outro caminho maximo é dado por P’ = (vy,...,0;,0m,0m—1,--.-,0i+1), que inclui a aresta
{vi,om} e retira a aresta {v;,v;1}.
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U1 U2 ] Uy Um

U2 U3 vi
v
! Vit1 Oy M

Nos dizemos que P’ é uma rotacdo de P com extremidade fixa vy, eixo de rotagio v; e aresta removida {v;,v;11}. Em
seguida, escolhemos um vértice de P’ como eixo de rotagdo e criamos um novo caminho méximo P”, e assim por
diante. Para t > 0 seja o conjunto Sy de vértices v € {vy,...,v,} tais que v é extremidade de um caminho obtido de
P por no méximo ¢t rotagdes com extremidade fixa v; e todas as arestas removidas pertencentes a P. Entdo, temos
que S1 é o conjunto de vértices finais obtido através do caminho inicial usando até uma rotagdo, Sy permite rotagoes
nos caminhos de S;, mantendo v; fixo e utilizando arestas de P, e assim sucessivamente. Logo S; € S C S3 C ...
E facil ver que, pela maximalidade do caminho P, todas as arestas incidentes a um vértice em S; tém a segunda
extremidade no caminho P.

Analisando os conjuntos S;, podemos mostrar esses tém uma boa expansdo na vizinhanca.

Lema 5.1. Para todo t > 0, |Sy,1| > %|N(St)| - ;|5t|.

Demonstragio. Seja
T={i>2:0; € N(5)0i1,0;,0iy1 & St}

Vemos que, para um vértice v; € T, as arestas {v;_1,0;} e {v;,v;11} ndo sdo arestas removidas. Assim |T| >
IN(St)| — 3|S¢|, pois, para cada v; € Sy, temos que i,i —1,i+1 ¢ T.

Consideramos um vértice v; € V(P) com i € T. Entdo, v; tem um vizinho x € S;. Isso significa que existe um
caminho P’ de comprimento maximo com x como extremidade, obtido de P por no maximo ¢ rotagdes. Observamos
que, durante esse processo repetido de rota¢des, vamos removendo arestas no nosso caminho inicial P. Como
v;_1,0;,0;41 ¢ St ambas as arestas {v;_1,0;} e {v;,v; 1} continuam presentes em P’. Agora, rotacionando P’ com eixo
de rotagdo v;, uma das arestas {v;_1,0;},{v;,v;11} serd removida. Logo v;_1 ou v;11 € S;1 e, assim, cada elemento
de T produz um elemento de S;;1, por exemplo, se v;.1 € S;11, Vi1 poderia ser imagem de v; ou v; .

Temos que dois elementos de T podem gerar um mesmo elemento de S;;1, de forma que |Sy1| > |21‘ Entao

1 3
Sl 2 5IN(S)| = 5154

Agora seja

~ [logn —2log(d/#)
fo= { 21og(d/6) — 10 W +2

62 (d/2 —46)2|Ss]

Pela Proposigdo 5.6(b), se |S¢| < d_2n entdo |[N(Sy)| > 30 . Pelo Lema 5.1 temos que

(d/2—46)%|S;| 3
R LTI

>

2
Em particular, se d é grande comparado a 6 (digamos d > 10000) entdo, quando |S¢| < gd—zn, podemos ver facilmente

por inducdo que
[Staal _ (4/2—46)?
|S¢e] — 762 )
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Isso implica que, em no méximo

log 6%n
A 42
o (d/2 — 46)?
AT
) 6%n - - )
passos nés temos que |S;| > I Pela Proposigdo 5.6(c) quando adicionamos um passo nés temos que
1 3 1/n 3
> = — 218> = (= - - =
Seial = SIN(SOI = 5181 = 5 (5 = Iil) = 515
n n
= Z_2|St| > Z_2|St+l|r (26)

Isso implica que |S;11| > % Aplicando a Proposi¢do 5.6 com B = S;;1 e C =V — N(S;41), concluimos que

n 62n2
—_ < -
12ICI < [B|[C| < 7
126%n
d2
— [N(Sp41)| > n- (1 —12602/d%).

= |C| <

Utilizando novamente a Proposicdo 5.6(c) como em (26) temos

1

3
|St42] > §|N(5t+1>| - §|St+1’

v

1 3
En'ﬂ—42¥/f)—iwwﬂ,

n-(1—120%/d%)

e portanto |Syip| > > — para n suficientemente grande.

Sejam B(v1) = Sy, e Ag = B(v1) U {v1}. Para v € B(v1), podemos repetir o argumento acima e obtermos um
conjunto B(v) de extremidades dos caminhos de comprimento méaximo com ponto fixo v. Assim |B(v)| > 1n/6. Note
que cada extremidade em B(v) serd obtida em no maximo 2f, rotagdes de P.

Também notamos que cada vértice em B(v1) estd em P, e portanto P deve conter pelo menos #/6 vértices, isto é,
P contém uma fragdo constante dos vértices do grafo. Para cada a € Ag,b € B(a), existe um caminho de comprimento
méximo P(a,b) com extremidades a e b que é obtido de P em no maximo p = 2t rotagdes.

(41 a
/It\tagées /Nées
a b

Oo——O
a P(a,b) b

Agora retornamos ao caminho inicial P, que dividimos em 2p segmentos disjuntos Iy, ...,I5, cada um com
comprimento pelo menos [1/12p].

41 I )53 Iz Iy I 0 Um
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Ja que cada caminho P(a,b) é obtido de P por no méximo p rotac¢des, existem no minimo p segmentos que
ndo foram alterados. Chamaremos esses segmentos de intactos. Definimos a orientagio natural do segmento como
a orientagdo no caminho original P, quando percorrido de v; a v,. Dependendo da rotagéo, a orientagdo de um
segmento intacto pode mudar. Dado um segmento intacto, dizemos que o segmento tem orientac¢do relativa + com
relagdo a um novo caminho se mantém a orienta¢do natural e - caso contrario. Vejamos um primeiro exemplo:

p

U1

U1

<

Rotacionamos o caminho inicial P, com eixo de rotagdo x e a aresta removida {x,y} criamos um novo caminho de
comprimento maximo,

O O O O O——O
01 x O 9 - P y

em que o segmento pq trocou sua orientacdo relativa.
Vejamos um segundo exemplo:

U1

01 4 q

Rotacionamos o caminho inicial P, com eixo de rotagdo x e a aresta removida {x,y} criamos um novo caminho de
comprimento maximo, que

41 P+ 1

manteve a orientagdo relativa de pg.

Seja k = 2max{1,[5000p0/d]. Consideramos as sequéncias ¢ = I ,...,I; de k segmentos intactos de P que
ocorrem nessa ordem em P(a,b), com as respectivas orientagdes relativas. Dizemos entdo que P(a,b) contém ¢. Note
que P(a,b) tem no minimo p segmentos Ij; intactos, logo P(a,b) contém no minimo (,‘:) sequéncias . Considere o
seguinte exemplo para k = 4.

Acima, construimos uma sequéncia ¢ com quatro segmentos intactos de P que ocorrem nessa ordem em P(a,b).
Note que os segmentos I3 e I} mantiveram sua orientagdo relativa no novo caminho, o que ndo aconteceu com os
segmentos I; e Iy.

Dado o, definimos L(¢) como o conjunto de todos os pares (a,b) para os quais ¢ estd contido em P(a,b). O
nimero total de possibilidades para a sequéncia direcionada ¢ é no maximo

20(20—1)--- (20 —k+1) -2,
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o+ - - g+
o= L5011

Considere a sequéncia 0y que estd contida em P(a,b) para o maior niumero de pares (a,b), a € Ag e b € B(a).
Afirmamos que

|L(0)| =

S n? [ p—k ko
36 \20—k/) "ki2k’
Existem pelo menos gg maneiras de escolher o par (a,b) e cada P(a,b) contém no minimo (Z) sequéncias

direcionadas ¢. Finalmente, existem no méximo 2p(2p — 1) - - - (20 — k + 1) possibilidades para o.
Por hipétese k < p/2 entdo (p — k)/ (20 — k) > 1/3 e segue que existe a sequéncia 0p no qual

n2 (1\F 1 n?
>P (L) =
IL(o0)| = 3¢ (3) K12k~ ki6k2

: 1 o A : : . LA
Seja o = ez Definimos A como o conjunto de todos a € Ay tais que L(0p) contém, no minimo, — pares com

a como primeiro elemento.

A~ L. A~ L. an
Tomamos a € Ay. Se a € A, a aparece, no maximo, n vezes. Se a ¢ A, a aparece, no maximo, — vezes. Como

2
|L(0g)| > an?, temos:
L oan A Loan -
wn < 1A+ 52 (Aol = |A]) < n-1A]+ 22 (n = |A]
~ooan? an |,

Logo, teremos que:

2

5 an . ( a)

_ 2 <lAln-(1=2).
an > |A|-n 5

an

Como (1 - %) < 1, concluimos que % <Al

Portanto, < |A].

Para a € A, seja B(a) = {b € B(a), (a,b) € L(0p)}. A definicio de A garante que |B(a)| > %.
k
Seja C1 a unido dos primeiros 3 segmentos de 0y, fixando a ordem e a orientagdo relativa na qual eles ocorrem ao

longo de qualquer um dos caminhos P(a,b), (a,b) € L(0p). Seja Cp a unido dos ultimos g segmentos de 0y.
Note que

k n 50000 | n 400n
d>S 0| ) > — 5 —
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00

C1 C2

Dado um caminho Py e o conjunto S C {vy,...,0,}, um vértice v € S é chamado de ponto interior de S com
respeito a P se ambos os vizinhos de v ao longo de P estdo em S. O conjunto de todos os pontos interiores de S é
denotado por int(S). Usando (24) e (27), temos o seguinte resultado:

Lema 5.2. (Krivelevich e Sudakov, 2003, Proposicio 3.2) O conjunto Cy contém um subconjunto Cj com |int(Cy)| > 4”8]; tal

que todo v € C} tem, no minimo, 140 vizinhos em int(Cj). O mesmo vale para Cy.

Tal lema garante que, para um conjunto grande C}, cada elemento nesse conjunto possui um grande ntmero de
vizinhos em int(C}).

Agora fixamos os conjuntos C{ e C,. Usando a Proposicdo 5.6(d) é possivel mostrar que os vértices das
extremidades estardo ligados ao interior dos caminhos.

Lema 5.3. (Krivelevich e Sudakov, 2003, Proposicio 3.3 e 3.4) Existe um vértice & € A conectado por uma aresta ao conjunto
int(CY). Similarmente, existe um vértice b € B(a) conectado por uma aresta ao conjunto int(Cy).

Seja x um vértice separando C| e C} ao longo de P(a,b). Tsso divide o caminho em dois caminhos P; e P;.

=
=
=
[\
Sy

X

P1 P2

Agora fixamos x e rotacionamos cada caminho P;, garantindo que usamos somente vértices no respectivo conjunto
int(C!) como eixo de rotagao.

Podemos mostrar que os conjuntos de extremidades sdo suficientemente grandes, entdo a Proposigdo 5.6(d)
implica que existe uma aresta entre esses conjuntos de extremidades que chamamos de V; e V. Essa aresta fecha
um caminho de comprimento méaximo para um ciclo. Como G é conexo, pelo Corolario 5.6(¢) qualquer ciclo
ndo-hamiltoniano pode ser estendido para um caminho adicionando algum vértice. Portanto, por hipétese, a
maximalidade de Py implica que P) é um caminho hamiltoniano e, assim, criamos um ciclo hamiltoniano, como

queriamos.

X X
ZI]EVl v eV,

Para isso, seja o conjunto T; de vértices v € C] \ x tais que v é extremidade de um caminho obtido de P; por i
rotacdes com extremidade fixa x. Todos os eixos de rotagdo estdo em int(Cy) e todas as arestas removidas estdo em
py.

Analisando os conjuntos T;, podemos mostrar, usando (24), que, quando |T;| é pequeno, ele contém um
on

d

. . , On
subconjunto que expande, em particular, em até log 7 ) passos, teremos |T;| >

6
Lema 5.4. (Krivelevich e Sudakov, 2003, Proposigdo 3.5) Existe um i tal que |T;| > ?n
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0 A
Assim, o conjunto V; de extremidades de todas as rotacdes de P; é tal que |V;| > “I Pelo Lema 54, b tem um

d
vizinho em int(C}). O mesmo argumento pode ser feito para P, e mostrar que o conjunto V, de extremidades de
on .
todas rotacoes de P é tal que |V,| > R Logo temos o seguinte:
0%n?
V1[[V2| > i

Concluimos, pelo Corolério 5.6(d), que existe uma aresta conectando V; e V;, fechando o ciclo.

Neste trabalho apresentamos, essencialmente, condigdes necessdrias e suficientes para um grafo ser hamiltoniano.
Tal estudo foi motivado pelo fato de tratar-se de um problema de dificil solugdo, apesar de ter um enunciado simples.
Foram apresentadas condicdes suficientes cldssicas, como o Teorema de Dirac - que garante hamiltonicidade via
grau minimo do grafo - e, também, o Teorema de Ore - que envolve o grau dos vértices ndo adjacentes. Vimos que
essas condi¢des ndo sdo necessdrias, por exemplo, um ciclo C, com n vértices é hamiltoniano, mas §(C,) = 2. Por
outro lado, podemos mostrar que existem grafos com n vértices e grau minimo n/2 — 1 que ndo sdo sequer conexos,
quanto mais hamiltonianos, e portanto a condicdo de Dirac ndo pode ser melhorada.

A Teoria Espectral de Grafos estuda propriedades de um grafo através dos autovalores e autovetores de uma
matriz associada ao grafo, que formam o espectro do grafo com respeito a essa matriz. Estudamos dois trabalhos
precursores na obten¢do de condigdes suficientes espectrais para um grafo ser hamiltoniano. Em Fiedler e Nikiforov
(2010), foi obtido um resultado envolvendo a matriz de adjacéncias, mais especificamente, o raio espectral da matriz
de adjacéncias. Ja em Butler e Chung (2010), ha uma condic¢do envolvendo os autovalores ndo triviais da matriz
laplaciana.

O objetivo principal deste trabalho era mostrar as condi¢des conhecidas na literatura, bem como suas demons-
tracdes, detalhadamente. Para apresentar as demonstragdes dos resultados mais relevantes, utilizamos diversas
ferramentas combinatdrias e de Algebra Linear, incluindo os conceitos de fecho de um grafo e de distribuigao das
arestas em grafos pseudo-aleatérios.

Percebemos também que as cotas existentes nas condi¢des eram justas. Isso significa dizer que existem grafos
para os quais as cotas ndo podem ser melhoradas, ja estdo otimizadas. Além disso, podemos destacar que existem
diversos trabalhos que tratam do enfraquecimento de condi¢des do tipo Dirac-Ore. Como sabemos, essas condigdes
sdo justas, logo alguns grafos ndo-hamiltonianos vao ser falsos positivos em um teste mais fraco. Nesse sentido,
ressaltamos o trabalho de Erdos e Hobbs (1978), que apresentam o seguinte resultado: se n > 4 e G é um grafo
2—conexo com 2n ou 2n — 1 vértices, o qual é regular de grau n — 2, entdo G é hamiltoniano se, e somente se, G ndo
é o grafo de Petersen.

Nos resultados espectrais estudados neste trabalho, podemos destacar uma diferenca fundamental nas suas
demonstracdes e nos métodos utilizados. Em Fiedler e Nikiforov (2010) a cota espectral garante que um grafo seja
hamiltoniano utiliza diretamente o resultado cldssico de Ore e portanto qualquer grafo que satisfaga a condic¢ao
espectral também satisfaz a condicdo de Ore. J4 em Butler e Chung (2010), os autores apresentam a construcdo do
ciclo hamiltoniano com base em propriedades do grafo que decorrem da caracterizagdo espectral, sem a utilizagdo de
uma condi¢do que garante hamiltonicidade. Por isso, é natutal que a demonstragao do resultado de Butler e Chung
seja mais dificil que a do resultado de Fiedler e Nikiforov.
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