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Application of Fermat’s principle for seismic tomography.
Part I: physical foundations

Sebastian Araujo

Centro de Investigacion en Modelamietno Ambiental - CIMA, Universidad Politécnica Salesiana, Campus Sur,
Quito, Ecuador
*  Autor para correspondencia: jaraujo@ups.edu.ec

Manuscrito recibido el 30 de octubre de 2010.Aceptado, tras revisién el |15 de diciembre de 2010.

Resumen

Este articulo busca analizar la naturaleza de los sismos deduciendo la ecuacién fundamental de la tomografia
sismica. Para llegar a ella se analiza la importancia de construir la fisica desde principios fundamentales, espe-
cificamente desde el principio de minima accién; éste puede ser aplicado a los rayos sismicos, llegando asi al
principio de Fermat. Utilizando este principio, originalmente enunciado para la 6ptica, se obtiene la ecuacién
fundamental de la tomografia sismica. Se analizan ademas las implicaciones de la ecuacién de la tomografia para
la resolucién del problema directo y el problema inverso.Todo este aparataje tedrico es imprescindible para
obtener imdgenes sismicas de la regién de Pisayambo.
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Abstract

This article has the purpose of analyzing the nature of earthquakes, deducing the fundamental equation of
seismic tomography. To get there, we must analyze the importance of building Physics from some fundamental
principles, specifically from the principle of least action. This can be applied to seismic rays thus leading to the
principle of Fermat, by using this principle, originally enunciated for optics, we can get the fundamental equation
of seismic tomography.Ve must also analyze the implications of the equation of the tomography for the resolu-
tion of the direct problem and the inverse one.All this quantity of theory is essential to get seismic images of
Pisayambo region.
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l.Introduccion

La tomografia sismica se basa en la aplicacion de ciertos
principios fisicos fundamentales que permiten estudiar
la propagacién de ondas a través de un medio extrema-
damente heterogéneo como es el caso de la corteza
terrestre. El proceso que provoca la onda sismica que
nosotros sentimos como un temblor o terremoto es
muy complejo y en la actualidad todavia no se conocen
todos sus detalles. Sabemos bien que los terremotos
son originados por el movimiento de las placas tecto-
nicas (Sarria Molina, 2007), aunque el mecanismo exac-
to de la generacién de los sismos tectonicos continta
siendo objeto de debate (Koyama, 1997).

Una vez que la onda sismica se ha generado y
ha empezado a propagarse su estudio se simplifica lo
cual nos permite, a partir de su camino recorrido, ob-
tener informacién de la estructura del medio por el
cual transita. Esto es lo que basicamente pretende la
tomografia sismica.

Dado que en el Ecuador existe una zona de gran
actividad sismica: el cluster de Pisayambo (Araujo et al,
2009), el interés practico estara dirigido posteriormen-
te a la aplicacién de un programa software de tomo-
grafia sismica a los sismos producidos en Pisayambo
(Figura I).

Figura 1. Laguna de Pisayambo que refiere el sitio geografico donde
se localiza el cluster sismico del mismo nombre.

2. Principios fisicos

Para estudiar la propagaciéon de una onda sismica se
pueden tomar dos vias. El camino dificil es estudiar
todas las ecuaciones para la elastodinamica de los
medios continuos (Nolet, 1978). Pero para llegar a la
ecuacion a partir de la cual podemos desarrollar el es-
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tudio tomogrifico se tiene una alternativa mas simple,
utilizando un principio fisico: el principio de Fermat
(Nolet, 1978). La importancia de comenzar la fisica
desde unos principios fundamentales es que siempre
ha llevado a una mejor compresién de los fenémenos
y por ende hacia una mayor posibilidad de contrasta-
ciéon experimental. Cabe indicar que la via contraria,
partir de axiomas matematicos sin conexién con la
realidad, permite obtener resultados similares me-
diante el formalismo estético de la herramienta mate-
matica; pero oscurece el discurso y lleva irremediable-
mente a teorizaciones lejanas de la realidad objetiva
(Bunge, 2002).

El principio del tiempo minimo fue enunciado por
Pierre Fermat en 1650 para los rayos luminosos y, en
términos generales dice: de todos los caminos que
puede seguir la luz para ir de un punto a otro, la luz
siempre escoge el camino que requiere el tiempo mas
corto (Feynman, 1971). El principio del tiempo minimo
es un principio variacional (Elsgoltz, 1983), se trata de
una especializacion del principio de minima accién para
las ondas. Un principio variacional expresa matematica-
mente el hecho de que un fenémeno en la naturaleza
ocurre de la forma mas optima posible. Lo interesante
de los principios variacionales es que son el punto de
partida para poder construir nuestra comprensién de
la fisica contemporanea (Nottale, 1993).

3. El principio de Fermat

Para una compresion profunda de lo que significa este
principio seguiremos a Landau (Landau y Lifschitz,
1981): una onda sea ésta electromagnética o sismica
se llama onda plana si su amplitud y su direccién de
propagacién permanecen constantes. Esto no es ne-
cesariamente cierto para todas las ondas, pero siem-
pre se pueden definir pequefas regiones del espacio
donde esto se cumpla.Asi, se puede delimitar una su-
perficie de la onda donde todos los puntos tengan la
misma fase para un instante dado. Si ahora se traza
la direccién perpendicular a la superficie de la onda
se define una direccion de propagacién de la misma.
Finalmente, se puede unir todos estos puntos de di-
reccién y obtener lo que se conoce como un rayo. El
andlisis que sigue es exclusivo para los rayos de natu-
raleza electromagnética o, en el caso preciso de nues-
tro interés, rayos sismicos.

El principio de minima accién en la mecanica se

escribe como:
6/Ldt =0 (n



Aplicacion del principio de Fermat a la tomografia sismica. Parte I: fundamentos fisicos

15

L es el lagrangiano de la particula. La cuestién es
si se puede obtener una expresién similar para los
rayos sismicos. La respuesta inicial es que no, pues, el
lagrangiano se calcula:

L =ﬁ.g—g-% Q)

Donde H es el hamiltoniano. Para un rayo el ha-
miltoniano se reemplaza por la frecuencia @ y la canti-
dad de movimiento 7 por el vector de onda k:

L=l€.a—£0-a) @3)
ok

Si tomamos en cuenta que w=ck:
L=kc-0o ©

De donde, finalmente, se llega a que el lagrangiano
para un rayo es igual a cero.

Para solucionar este problema se puede escribir
el principio de minima accién en forma del principio
de Maupertius para la accion S de un sistema con
energia constante:

6S=06[pdi=0 ©

La integral se realiza a través de toda la trayecto-
ria dl de la particula.

Para un rayo, la accién S se corresponde con una
funcion de onda y:

ov=5[kdi=0 ©

La ecuacién(6) se conoce como el principio de
Fermat.

4. Aplicacion a los rayos sismicos

Para poder aplicar el principio de Fermat a las ondas
sismicas es necesario saber si éstas pueden ser con-
sideradas como ondas planas. La solucién completa
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para la ecuacién de una onda sismica contiene muchos
términos que no necesariamente son en su conjunto
ondas planas. Esto se debe a que la energia sismica
es radiada desde fuentes puntuales, por lo tanto los
frentes de onda son siempre esferas en la region mas
proxima al hipocentro del evento. Sin embargo, cuan-
do la distancia es suficientemente lejana de la fuente,
el frente de onda deviene plano. Mas ain cuando las
soluciones para este caso son ondas planas mono-
cromaticas (Shearer, 2009). Un rayo sismico enton-
ces puede propagarse entonces desde el hipocentro
siendo registrado en la superficie terrestre por una
estacion sismica como se esquematiza en la (Figura 2):

Figura 2. Un sismo que se genera en el hipocentro genera una onda
sismica que si se detecta a suficiente distancia puede ser considerada
como una onda plana. La trayectoria de dicha onda entre el hipocen-
tro y la estacion se considera como un rayo sismico.

Se puede asi pasar a utilizar (6) y considerar un
rayo de frecuencia constante que sigue un camino s:

w _

entonces:

1 _
5 Cﬁ dS—O (8)

La ecuacién (8) es el principio de Fermat para los
rayos sismicos.
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Formalmente se puede calcular la variacién ex-
presada en (8). Puesto que se trata de una funcional:

F(c(7) = % ©)

de una sola variable. Tenemos (Landau y Lifschitz,
1978):

f(% c) as=0 (10)

realizando la derivacién:

/(8(3.)50) ds=0 (11)

) oc

f— 520 ds =0
c

s

(12)

La ecuacién (12) expresa el hecho de que una
variacion infinitesimal en la velocidad de propagacion
del rayo deja invariante el camino de propagacion del
mismo. O como reciproco, si se consideran dos rayos
infinitamente proximos sus velocidades de propaga-
cién seguiran siendo las mismas.

Es de interés mostrar que al mismo resultado de
(12) se puede arribar con ciertas aproximaciones que
evitan el uso del cdlculo variacional. Para ello se per-
turbara infinitesimalmente la velocidad de propaga-
cién del rayo y se aproximara la variacion de (8) por:

1 _
dS-/S‘gm ds =0 (|3)

Si se acepta el principio de Fermat, los rayos § y
S, son iguales:

1
[(ﬂﬂ+5mﬂ

1 1
[(c®+&ﬁ)_c®)ﬁ

c-c-0c
[ ((c+5c)c)ds
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Si se considera la aproximacién c¢+dc~c otra
vez se llega a la expresion (12).

Ahora se requiere considerar el tiempo de pro-
pagacién de un rayo sismico. Este dato es de interés
pues es la magnitud que miden los sismémetros. Una
estacion sismica medird un tiempo de propagacion
del rayo, que se puede entender como una integral
de linea del espacio recorrido dividido para la velo-

cidad:
- f _ds
c(7)

S

(14)

Por otro lado, se puede haber calculado el tiempo
de propagacioén del sismo utilizando un modelo:

o | e

N

(1)

De la forma de las ecuaciones (14) y (15) se pue-
de observar que el principio de Fermat (8) es un varia-
cional sobre los tiempos de propagacién de los rayos.

A la diferencia entre el tiempo medido y el tiem-
po calculado la llamamos residuo:

r=t-t, (16

Ahora viene la aproximacién clave que permite
llegar a la tomografia sismica (Nolet, | 978); se supon-
dra que el error que se comete al calcular el tiempo
de propagacion es un infinitésimo respecto al tiem-
po medido. Esto quiere decir que r tiende en limite
al diferencial de tiempo. Con ello podemos igualar el
principio variacional (8) al residuo:

ot — 5fl_ds (17)

c(r)

Si se reemplaza la variacién obtenida en (12) lle-
gamos a:

ot = f—%ds (18)

S

La ecuacion (18) es el fundamento de la tomogra-
fia sismica. También se puede obtener facilmente (18)
si se observa que:



Aplicacion del principio de Fermat a la tomografia sismica. Parte I: fundamentos fisicos

17

H°:/c1(f) @ 'fcol(?) “ (19

s N

Las velocidades de aproximacién difieren en un
infinitésimo ¢ = G+ 0¢ _De ahi podemos retomar la
ecuacién (13) y arribar nuevamente a (18).

Para terminar, se escribira la ecuacién fundamen-
tal de la tomografia sismica en forma diferencial. Para
ello simplemente se toma la derivada parcial del tiem-
po de propagacion del rayo respecto a la velocidad:

20 fds
oc ocl c
Se pueden intercambiar los operadores derivada
en integral:

(20)

Ot _ /’ 0
o o ds (1)

Si se efecttia la derivada se llega al valor de la
integral:

ds _ Ot

@ oc

(22)

Si se reemplaza en (18) finalmente obtenemos:

ot = Ol s¢

oc (23)

De la ecuacion (23) podemos partir para cualquier
proceso de tomografia sismica (Monteiller et al., 1981).

5. La tomografia sismica

La ecuacién (23) permite resolver dos tipos de pro-
blemas. El primero consiste en calcular el tiempo de
propagacién conocida la velocidad del medio. El resol-
ver el problema directo implica a su vez trazar el rayo
sismico desde la fuente hasta el receptor.Aqui el prin-
cipio de Fermat es fundamental pues nos permite cal-
cular el tiempo de propagacién del rayo mismo si no
conocemos exactamente la verdadera trayectoria del
rayo sismico pues, en primera aproximacion, el tiempo
de propagacién es insensible a las perturbaciones en
el camino del rayo (Shearer, 2009). Es por el principio
de Fermat entonces que podemos, si los eventos se
producen en profundidad y tenemos estaciones en la
superficie, aproximar los rayos por lineas rectas como
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se muestra en la figura 3 para eventos localizados por
el Observatorio de Estrasburgo en Francia (http://
renass.u-strasbg.fr/).

Figura 3. Rayos sismicos rectilineos trazados desde el hipocentro
hasta las estaciones receptoras en la superficie. El que podamos con-
siderar a los rayos sismicos como lineas rectas es una consecuencia
directa del principio de Fermat. Imagen http://renass.u-strasbg.fr/
ray2mesh/img/10.png.

El segundo problema es mas complicado pues, se
trata de calcular la velocidad del medio conocidos los
tiempos de propagacion, es el problema inverso. Este
ejercicio se complica ya que en la integral (18) el mis-
mo camino de integracion s(c) es funcion de la veloci-
dad. Para el problema inverso, por tanto los errores ya
no seran de primer orden.

La forma aceptada de atacar el problema inverso
consiste en tener no sélo un rayo sino i eventos regis-
trados en k estaciones. Entonces:

i k
tobai = ti = @L 5ml.

24
o (24)

Los residuos, las diferencias, entre los tiempos
observados y los tiempos calculados se relacionan
con la perturbacién modelo de velocidades 97 :

k
/ zk _ o om; (25)
om

Podemos escribir (25) como matrices (Monteiller
et al., 2005):
r=G o0 m (26)
Encontrar el modelo de velocidades m de un

medio conocidos los tiempos de propagacion de los
rayos simicos es lo que se conoce como tomografia
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sismica. Para resolver este problema inverso no lineal
y subdeterminado se deben hacer uso de aproxima-
ciones probabilisticas (Araujo, 2008).

Conclusiones

Definir la fisica desde unos principios fisicos funda-
mentales es una tarea que siempre permite la crea-
cién de nueva ciencia. En el caso de la sismologia, una
vez definido el concepto de rayo sismico se puede
hacer un alcance del principio de minima accién para
estos rayos. Este principio se conoce como principio
de Fermat y su aplicacion lleva a la ecuacion de la cual
podemos partir para obtener imagenes tomogrificas
del interior de laTierra.

Dadas las dificultades matematicas que se pre-
sentan al tratar de resolver tanto el problema direc-
to como el problema inverso, la aproximacién de los
rayos sismicos rectilineos pueden ser un interesante
punto de partida para llegar a una tomografia de la
regién de Pisayambo (Tarantola, 2007).
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