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RESUMO

O presente trabalho tem o objetivo de apresentar uma andlise em malha fechada do
controlador Generalized Predictive Control (GPC). Esta andlise visa observar, com
detalhes, as caracteristicas deste tipo de controlador. Os detalhes apresentados sdo de
extrema importancia na andlise de estabilidade robusta. Alguns resultados de simulagdo
sdo apresentados.

PALAVRAS-CHAVE: Controle preditivo, sistemas em malha fechada.

CLOSED-LOOP ANALYSIS OF GENERALIZED PREDICTIVE CONTROL
(GPCO)

ABSTRACT

This paper presents a closed loop analysis of Generalized Predictive Control GPC. This
analysis observes, in details, the features of this kind of predictive controller. The details
showed are very important in robust stability analysis. Simulation results are shown.

KEY-WORDS: Predictive control, closed-loop systems.
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ANALISE EM MALHA FECHADA DO CONTROLADOR
GENERALIZED PREDICTIVE CONTROL (GPC)

INTRODUCAO

O controlador preditivo generalizado (GPC) foi proposto por (Clarke et al., 1987) com o
intuito de suprir deficiéncias apresentadas pelos controladores preditivos existentes. O
GPC vem se tornando um dos controladores mais populares tanto na indudstria quanto na
academia devido ao sucesso em aplicacdes industriais (Volk et al, 2004) e (Richalet,
1993), principalmente em sua abordagem multivaridvel e com tratamento de restricoes.

O controlador em questdo utiliza um modelo paramétrico do tipo Auto-regressivo, integral,
média mével, com sinal exdégeno (ARIMAX) e seu algoritmo calcula uma seqiiéncia de
acdes de controle que minimizam uma certa fun¢do objetivo multi-passo. Esta funcao
objetivo € definida dentro de um horizonte de predi¢do, com ponderacdo da acdo de
controle. O conceito de horizonte mével (ou horizonte retrocedente) é empregado neste
controlador. Neste contexto, o presente trabalho apresenta a formulagao cldssica do GPC
na sua forma monovaridvel, ressaltando detalhes de desempenho em malha fechada do
mesmo.

FORMULACAO DO CONTROLADOR

Um modelo linear descreve o comportamento de um sistema dindmico em torno de um
determinado ponto de operacdo. Existem diversas formas de representacdo, através de
modelos lineares, de um sistema dindmico. O GPC se baseia no modelo ARIMAX o qual,
sua forma (SISO), é apresentada:

do (1
A(g ) y(k) =g Bg ulk —1)+ C(q_l)%k) equagdo (1)

em que ¢~ representa o operador de atraso; y(k) representa a saida do sistema no instante
k; u(k) representa a entrada do sistema no instante k; A representa o operador de

integracio, sendo dado por A=1-¢'; d representa o atraso natural, em miltipos do
periodo de amostragem; e(k) representa a presenca, no instante k, de um ruido branco de

média zero e varidncia o”.

Os polindmios A(g™"), B(g™") e C(¢g™") sdo dados por:

AlgHY=1+aq ' +...+a,q"™ equagao (2)
Blg")=b,+bq ' +...+b,q" equacio (3)
ClgH=l+cqg ' +...4c,q7" equacdo (4)

em que na, nb e nc sdo os graus dos polindmios A(g~'), B(q™') e C(g¢™"),
respectivamente.

O modelo apresentado em (1) ainda pode ser representado da seguinte forma:

Al y(k) = g™ Bg™ ) Auk 1)+ C(q ™ e(k) equagio (5)
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em que Z(q )=AA(g™") . Por uma questdo de simplicidade, neste trabalho, apenas o caso
particular em que C(g~')=1 é apresentado e também implementado. Neste caso, o modelo
descrito na equagdo (5) se resumiria a:

A(g™"yy(k) =g B(g™")Au(k —1) + e(k) equacio (6)

A partir do modelo definido em (6), uma predicao i-passos a frente do sinal de saida do
sistema é definida multiplicando (6) por ¢':

A y(k+i)=q " Bg™ )Auk +i—1)+e(k +1i) equacio (7)

Na equacgdo apresentada em (7), y(k+1i) depende de valores passados e futuros das

varidveis, ou seja, entrada, saida e ruido. Em contrapartida, é conhecio que a melhor
estimativa de y(k +1i), ou seja, y(k +1i), deve satisfazer a seguinte condi¢io:

y(k +1i) = min 8{[y(k +i)— r]z} equacio (8)

cuja solugdo € dada por:

Yk +0) = e{yk +0)} equagao (9)

O estimador apresentado € conhecido como estimador de Bayes, ou estimador de risco
quadratico minimo. Assim, quando e(k) € um ruido branco, gaussiano, de média zero, a
melhor estimativa de y(k +1i), € o seu valor deterministico. Dessa forma, com o objetivo

de separar a dependéncia de y(k +i), das informacgdes passadas e futuras, introduz-se a
seguinte identidade polinomial, conhecida como equacdo diofantina:

1 _ . F.(q
- =E(qg)+q i(q_l ) equagdo (10)
A(g) A(g )
sendo:
E; ()= ot ei,lq_l ...t ei,i—lq_(i_l) equagdo (11)
F'i (q_l) = f‘i,O + f‘i,lq_l +...+ ei,naq_(na_l) equag’ﬁo (12)

Substituindo (10) em (7) tem-se:

vk +i)=q " Blg™)E, (g7 Au(k +i~1)F,(q ") y(k) + E,(q e(k+i)  equagio (13)

Devido ao fato de o grau de E, (q‘l) ser i—1, entdo o termo referente ao ruido, na
expressao anterior, refere-se ao futuro, de forma que e melhor predi¢dao de y(k +1i) é:

Fk+i)=q'B(qg")E (¢ )Au(k +i=1)+ F,(g"") y(k) equagdo (14)
Fazendo H.(¢™')=E,(¢"")B(q™"), teremos:

Jk+i)=H, (g HAu(k—d +i—1)+ F, (g ") y(k) equagdo (15)
Fazendo H,(¢"')=H,,(q"")+q'H,,(¢”") teremos que:

k+i)=H, (g )Autk—d+i-D)+H, (¢ )Au(k—d—-1)+F,(g")yk) equagdo (16)
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Definida a equacdo de predi¢do (16), o GPC ainda tem definida uma fun¢do objetivo multi-
passo dentro um horizonte de predi¢do, com ponderacao no sinal de controle e de erro:

7= 3 p@l5tk+iy-rk+ D + ZA(:)[Au(k +i-Df equagio (17)

i=N,
em que N, € o horizonte minimo de predicdo; NY € o horizonte de predicdo; NU € o
horizonte de controle; p(i) e A(i) sdo seqiiéncia de ponderacdes sobre o sinal de erro € o
de controle, respectivamente; r(k +i) € a trajetdria de referéncia futura.

Sem perda de generalidade, (Clarke et al., 1987) consideram p(i)=1 e A(i) constante.

Considerando que o sistema possui um atraso natural de d periodos de amostragem, entao
a saida do mesmo serd influenciada pela entrada u(k) apds d +1 periodos de amostragem.

Dessa forma, os parametros da funcdo objetivo podem ser definidos como N, =d +1,

NY =d+ N e NU =N . A seqiiéncia de predi¢des definidas em (17) pode ser escrita da
seguinte forma:

Setd+1)=H, 1.(q YAuk)+H, ,.,(q )k —d =D +F,,(g)y(0)

y(k+d+2) [ io(q )Au(k+1)+H (@D Auk—d—D)+F,, (g )yk) )
) . equacao (18)

Hk+d+N)=H, 1., (g Yk +N=a)+H, ;.\ (G Yulk—d=)+F,, (g )yk)

Reescrevendo (18) de forma matricial, teremos:

Y =F+HAU equacdo (19)
em que:
Sk +d +1) Au(k)
j_| Sk+d+2) | Auck-+1)
y(k+d+N) Au(k+N D
4 4 equacao (20)
H,,.(qg ) Autk—d-1)+F,, (g )yk) hh 0 0 O
Fe Hp,m(q_l)Au(k —d=1)+F,,(qg")yk) . H- bk 0 O
H p,d+N(q_1)Au(k —d-D)+F, (g )yk) by hy, - Ry

O termo F referido em (19) depende, como pode ser observado em (20), apenas de termos
passados da variacdo do sinal de controle. Este termo € conhecido como resposta livre do
sistema, ou seja, a resposta natural do sistema a partir das condi¢des atuais, considerando-
se uma seqiiéncia nula de acdes futuras de controle. O termo HAU , também referido em
(19), depende apenas de termos futuros da variacdo do sinal de controle. Estes termos sao
conhecidos como resposta forcada do sistema, ou seja, a resposta obtida da consideracdo
de condic¢do inicial nula e sujeita a seqiiéncia de futuras a¢des de controle. Um detalhe
interessante a se observar é que, aplicando-se no sistema um sinal do tipo degrau unitdrio
no instante k entdo:Au(k)=1, Au(k+1)=0, .., Au(k+N-1)=0, de forma que a
seqiiéncia de saida esperada da resposta forcada HAU € igual primeira coluna da matriz
H . A conclusdo que se chega é que ndo € necessdrio utilizar a equacao diofantina para a
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obtencdo da matriz H , visto que a mesma pode ser obtida a partir da resposta ao degrau
unitario do sistema.

A funcdo objetivo mostrada na equacao (17) pode ser reescrita da seguinte forma matricial:

J(AU)=(¥ =R (Y —=R)+ AAUTAU equacdo (21)
emque R=[r(k+1) r(k+2) --- r(k+NY)| . Substituindo (19) em (21) teremos:
J(AU)=(F + HAU —R)" (F + HAU —R) + AAU" AU equagao (22)

A equacdo (22) ainda pode ser reescrita da seguinte forma:

J(AU) :%AUTGAU+fTAU+c equagio (23)

emque G=2(H'H+Al); f"=2(F-R)"G e c=(F-R)"(F-R)

A solucdo analitica de (23), na auséncia de restricdes, € obtida a partir do cédlculo do
gradiente dJ /AU . O gradiente apresentado € igualado a zero, o que produz a seguinte
solucdo Gtima:

AU=G'f=(H"H+A)"H(F - R) equagio (24)

E importante observar que a matriz (H' H + AI) é sempre inversivel para 4>0 e que o

parAmetro A regula a “agressividade” do controlador. Outro detalhe importante a ser
observado € que se (F —R) =0, ou seja, se a evolucdo livre do sistema atinge o objetivo,
entdo nao ha incrementos de controle calculados.

Como o GPC faz uso do principio do horizonte mével, apenas o primeiro elemento da
seqiiéncia AU € enviado ao processo. O primeiro elemento da referida seqiiéncia pode ser
calculado da seguinte forma:

Au(k)=K(F —R) equacao (25)

em que K é a primeira linha da matriz (H"H + AI)™"'H .

ANALISE EM MALHA FECHADA

Para a andlise em malha fechada, consideraremos a trajetéria de referéncia R como
constante. Dessa forma, podemos reescrever (25) da seguinte forma:

R—F, (g7)y(k)- H,,, (g HAu(k —1)

R—F,,(qg")y(k)— H,,, (g HAu(k —1)

Au(k)z[kl ky, - ky equacgao (26)

R—F, (g Hy(k)—H, n(q " )Aulk —1)
ou ainda:
Au(k) =k,R—k F,, (¢ ) y(k) =k H , 4, (g " )Aulk—1)—---—

» » equagdo (27)
kyR—kyFy(q )yk)—kyH , (g )Au(k —1)
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Colocando R em evidéncia, teremos que:

Au(k)=RK — F.(q"")y(k)— Au(k —1)H (¢7") equacdo (28)
em que:
N
Fq) =Y kF.,(g") equacio (29)
i=1
N
H (™)=Y kH,.,(qg") equacio (30)
i=1
. N
K = Z k; equacgdo (31)
i=1

Escrevendo (28) no dominio da transformada z e em fun¢do de u(z) temos que:

RK - F,(z7)y(z)
Al+H (z")z" ]

u(z™) = equacdo (32)

O diagrama de blocos da Figura 1 representa a equacao (32).

R '; u(z) 1 Bz Mz _, ¥(2)
A+ a7 Az

v

\ 4
ol

F(z7") |«

Figura 1 — GPC - Malha fechada

A partir do diagrama de blocos da Figura 1, observa-se que o GPC é formado por um pré-

compensador estitico K e que a saida realimentada é filtrada por F (z™'). A pré-

compensacdo K ¢é um ganho transducional para que o sinal realimentado se adéqiie ao
ganho estdtico do filtro F (z™'). A agdo integral é mostrada de forma explicita na Figura 1.

RESULTADOS DE SIMULACAO

Considerando um sistema cujo modelo linear que o descreve, com periodo de amostragem
de 0.1s, é dado por:

0.09878z7" —0.0743477>
1-1.646z7" +0.6703z >

Gz hH=

Neste caso, sua representacdo através de um modelo ARIMAX ¢ dada pelos seguintes
polindmios:
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A(g™) =1-1.646¢" +0.6703g™>

B(g™') =0.09878 —0.074344™"

O modelo em questdo informa que o sistema possui atraso d =0 . Dessa forma, podemos
definir os seguintes parametros para predi¢do: N, =d +1=1, NY =N e NU =N . Para

essa simulacdo, foi escolhido N =6. As Figuras 2 e 3 mostram a simulagdo utilizando o
controlador GPC apresentado. Uma ponderagdo A =1 sobre o sinal de controle foi
escolhida. A referéncia aplicada foi um degrau unitario R =1.

Saida do Sistema

Figura 2 - Sistema SISO controlado com GPC Linear

Sinal de Controle

Figura 3 - Sinal de controle do sistema SISO controlado com GPC Linear

30 40 50
Armostras

60

08 H i i H H H H H i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Armostras

Em malha fechada, os pardmetros apresentados na Figura 1 sdo:

K =0,8264

50
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7,49247% -10,4630z +3,7970
F.(2) = >

H (z)=-0,4211

O ganho estético de F, (z) é igual a K , ou seja, 0,8264 . A partir das expressdes mostradas

na Figura 1, calculam-se os pdlos introduzidos pelo controlador no sistema, que sdo: z =1
e z=0,4211. O pélo em z=1 garante erro de rastreamento nulo para referéncias

constantes. A funcao de transferéncia de malha fechada é dada por:

0,08163z - 0,06144
z*-232772° +1,842% -0,4928z

go(z):

Os po6los e zeros em malha aberta e malha fechada sdo mostrados nas Figuras 4 e 5.

Eixo Imaginaria
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Eixo Real

Figura 4 - Localizacao dos Pélos e Zeros do sistema em malha aberta dentro do
circulo unitario

]

Eixo Imaginario

| P
3

Eixo Real

Figura 5 - Localizacao dos Pélos e Zeros do sistema em malha fechada dentro do
circulo unitario
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CONCLUSOES

A andlise apresentada neste trabalho viabiliza o estudo da estabilidade robusta do GPC.
Este controlador possui certo grau de robustez. A literatura tem mostrado, no entanto, que
diversas técnicas vém melhorando o desempenho deste controlador. Uma das técnicas
bastante conhecidas é a substituicdo do célculo tradicional da resposta livre por um
Preditor de Smith, também conhecido como SPGPC. O entendimento detalhado da
formulacdo do GPC em malha fechada proporciona também uma melhor compreensao
global deste controlador, no sentido da proposi¢dao de melhorias para o mesmo em termos
de rejeicdo a perturbacdes e supressao de ruidos.
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