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MOMENTOS-L: TEORIA E APLICACAO EM HIDROLOGIA!

Ana Esmeria Lacerda Valverde?, Helio Garcia Leite?, Demétrius David da Silva* e Fernando Falco Pruski*

RESUMO - Esta nota técnica foi redigida com o objetivo de apresentar o método momentos-L, que tem sido
proposto para o calculo dos parametros das principais distribui¢des de probabilidades utilizadas em estudos
hidrolégicos. Também foi seu objetivo inferir sobre o tipo de distribui¢ao estatistica mais empregada em aplicagoes
especificas. Com base na revisao, pode-se concluir que, ao analisar dados de eventos extremos, € recomendavel
testar a aderéncia, pelo menos, das seguintes distribui¢des de trés parametros: Generalizada Logistica, Generalizada
de Eventos Extremos, Generalizada Normal, Pearson tipo III e Generalizada de Pareto. Concluiu-se também
que os parametros dessas distribui¢des, e seus quantis, devem ser estimados utilizando os momentos-L derivados
dos momentos ponderados por probabilidade.

Palavras-chave: Hidrologia, distribui¢des estatisticas e método dos momentos.
L-MOMENTS: THEORY AND APPLICATION IN HYDROLOGY

ABSTRACT — This technical note aimed to review the L-moments methods which have been proposed to calculate
the parameters of the main distributions of probabilities used in hydrological studies. It also aimed to infer
on the type of statistical distribution most used for specific applications. Based on the review, it was concluded
that when analyzing data of extreme events it is advisable to test the adherence of, at least, the following
distributions of three parameters: Generalized Logistics, Generalized of Extreme Events, Pearson type 111
and Generalized of Pareto. It was also concluded that the parameters of these distributions and its quantis
should be estimated using the L-Moment derived of the Moments weighted by Probability.

Key words: Hidrology, statistical distributions and moments methods.

1.INTRODUCAO momentos e o dos momentos-L, podem conduzir a

1. e A - resultados diferentes.
A andlise de distribuic¢des de freqiiéncias de vazdes

maximas e minimas e a de precipitagdes maximas A andlise de freqiiéncia de precipitagdes e, ou,
demandam o uso de distribui¢des estatisticas. Um dos de vazdes extremas é dificultada, em muitos casos,
problemas no uso de qualquer procedimento estatistico pela baixa densidade de estacdes e também pelo curto
aplicado a dados hidrolégicos estd, segundo Silvae periodo de tempo dos registros disponiveis. Nessa
Assad (1998), na estimag@o dos parametros dessas situacdo, o hidrélogo deve procurar estimadores menos
distribui¢cdes. Os métodos de ajuste, dentre eles o dos sujeitos a variagdes amostrais. Para isso, Damazio e
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Costa (1991) sugerem a utilizagao da teoria dos momentos
ponderados por probabilidade (MPP), pois, segundo
eles, o sucesso desses estudos depende da distribui¢do
adotada e do método usado para estimar os seus
pardmetros, sendo MPP uma alternativa eficiente. Esse
método € uma opg¢éo que resulta em viés menor do
que os que se obtém pelo método convencional
(HENRIQUES, 1991).

Uma abordagem cldssica para o estudo de vazdes
minimas consiste no ajustamento de distribuicdes tedricas
de probabilidades as séries de vazdes minimas médias
de estiagens de varios dias de duragdo, obtidas em
série histérica de vazdes didrias do local em estudo.
Procurou-se, com isso, caracterizar as vazdes minimas
de estiagem por meio da obteng¢do da distribuicao de
probabilidades do nimero de dias sem chuva, da
distribuicdo de probabilidades da vazdo inicial de
recessdo e das constantes de deplecdo da dgua no
subsolo. Para projetos de estruturas hidrdulicas, como
vertedouros e barragens, entre outros, bem como para
previsdo e controle de enchentes, faz-se necesséario
o conhecimento das probabilidades de ocorréncia de
vazdes superiores a certos valores prefixados.

O objetivo deste trabalho foi apresentar algumas
consideragdes tedricas sobre os métodos de momentos
e momentos-L, que tém sido propostos para calcular
os parametros das principais distribui¢des de
probabilidades utilizadas em estudos hidrolégicos e
apresentar os estimadores dos parametros de algumas
distribui¢des utilizadas nesses estudos.

2.MOMENTOS

As caracteristicas das distribui¢des de
probabilidades podem ser sumarizadas pelos momentos
populacionais. O momento de primeira ordem, em relacio
a origem dos X, representa a média populacional (u),
e o momento central de ordem r =2 &, por definicao,
a variancia de X, simbolizada por 6*. As quantidades
que podem ser deduzidas do momento central de ordem
2 sdo o desvio-padrao (o) e o coeficiente de variacao
(CV). Para r > 2, é usual descrever as caracteristicas
da funcdo de distribui¢do através das razdes

. . . -r/2 .
adimensionais W1, 1, ~, das quais se destacam os
coeficientes de assimetria () e de curtose (), dados

por =" e xc= pu s’

Os momentos amostrais sdo estimados por
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quantidades similares, calculadas a partir dos dados
de uma amostra de tamanho n. Por exemplo, o estimador
natural de ¢ € a média aritmética ou o momento amostral
_ n

de primeira ordem em relacao a origem,* = n zxi. Os
momentos amostrais (m) de ordem (r) supe;ilor sao
estimadores viesados dos momentos populacionais
de mesma ordem, entretanto podem ser corrigidos para
produzir estimadores sem viés, por exemplo, para
variancia, assimetria e curtose, respectivamente:

2

_ n
(n-1)(n-2)

K= " {(M]m4—3m§}+3
s'm—=2)m-3)|\n-1 .

3.METODO DOS MOMENTOS-L

m

A2 n ~ 3
6 — e
N

=——m,, 7}
n-1 "

Além de dependentes de n, as estimativas com
base em momentos amostrais convencionais envolvem
poténcias sucessivas dos desvios dos dados em relagdo
ao valor central. Em conseqiiéncia, pequenas amostras
tendem a produzir estimativas ndo-confidveis,
principalmente para as fun¢des de momentos de ordem
superior, como a assimetria e curtose. Os momentos-
L sdo medidas de posi¢ao, escala e forma das distribuicdes
de probabilidade, similares a0os momentos convencionais,
porém estimadas por combinagdes lineares da assimetria,
da curtose e do coeficiente de variagcdo. Eles compdem
um sistema de medidas estatisticas mais confidveis
para descricdo das caracteristicas das distribui¢des
de probabilidades e sdo derivados dos momentos
ponderados por probabilidade (MPP). Os MPP de uma
varidvel aleatdria X, descrita pela fungdo de probabilidade
acumulada F(x), sdo as quantidades definidas

. 2

pori,, = £’ [ - FG:) )
Os momentos-L de uma varidvel aleatéria X podem
ser conceituados como sendo as quantidades

1
A, = J.x(”)'P,tl(“)d“, e, em termos dos MPP, os
momentos-L sdo dados por A,=o,=p, (média ou
momento-L de posi¢do da distribuigdo), A,=c—
20,=2B,—B,(momento-L. de escala), A=
60,+60,=6,-6 + e A,=a~12a,+300,-200, =203, -
30B,+12B,—P..

As propriedades dos momentos-L sao (HOSKING
e WALLIS, 1997): a) existéncia: se a média de uma
distribuigdo existe, entdo todos os momentos-L também
existem; b) singularidade: se a média de uma distribui¢cao

llm "‘]
m‘ll“
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existe, entdo todos os momentos-L a definem
singularmente; ¢) valores-limite:—o0 < 7»1 <oojd, > 0
paraX2=0, 0 < t < 1;d) transformacdes lineares: se
XeY,Y=aX + b sidao duas variaveis aleatdrias de
momentos-L A_e ), respectivamente, entéo sdo validas
as seguintes relagdes A =al+b, A =al,;
¢! =(sinal de a)z, v > 3; simetria: se X é uma variavel
aleatdria, descrita por uma distribui¢éo de probabilidades
simétrica, entdo todos os quocientes de momentos-
L de ordem impar (7=0, r=3, 5, ...) serdo nulos.

As fungdes-densidade de probabilidade, f(x); as
fun¢des de distribui¢do acumulada, F(x); e a fungdo
quantil, x(F), bem como os momentos-L (4,, 4,, 7,,
T,) € os parametros de algumas distribui¢Ses tedricas
de trés parametros (@ = parametro de escala, v =
parametro de forma e £ = parAmetro de posigfio), estio
representadas nos Quadros 1, 2 e 3, conforme Hosking
e Wallis (1997).

4.SOBRE O USO DE DISTRIBUICOES DE
PROBABILIDADE

As distribui¢des de probabilidade de dois e trés
parametros mais indicadas e utilizadas em hidrologia,
no estudo de eventos de valores extremos, sdo do tipo
I— Gumbel, do tipo II — Fréchet e do tipo III — Weibull,
além da distribui¢@o generalizada de eventos extremos.
Cabe mencionar também outros modelos ndo-extremais
como a distribui¢cdo Log-Normal, Pearson Tipo IIl e
Log-Pearson Tipo III, assim como as distribui¢cdes de
quatro parametros, Kappa, ou de cinco parametros,
como as distribi¢des Wakeby e Boughton (PINHEIRO
e NAGHETTINI, 1998).

Osborn et al. (1980), utilizando as distribui¢des
de Gumbel, Log-Normal, Pearson Tipo IIl e Log-Pearson
Tipo Il nas séries de valores maximos anuais de chuva,
observaram que a distribuicdo que melhor se ajustou
aos dados foi ade Gumbel. Aron et al. (1987) determinaram
diversas alturas de chuvas, com dura¢des de 1 a 24
horas e periodos de retorno que variaram de 1 a 100
anos, no Estado da Pensylvania (EUA), e observaram
que a distribuicao Log-Pearson Tipo III apresentou
melhor ajuste. Pinto et al. (1996) ajustaram modelos
tedricos de distribui¢do de probabilidade aos dados
de chuvas intensas de 29 esta¢des pluviograficas do
Estado de Minas Gerais, verificando que o modelo de
Gumbel foi o que melhor se ajustou aos dados.

Matos Neto e Fraga (1983), Silvaetal. (1999) e
Vieira et al. (1988), analisando as precipitagdes intensas
na cidade de Fortaleza, CE, no Estado de Sao Paulo

l I\I f "]
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enaregido de Piracicaba, SP, respectivamente, utilizaram
o modelo tedrico de distribui¢io de probabilidade de
Gumbel, que tem proporcionado resultados satisfatérios
em vdrios casos. Ela foi empregada pelo Servigo Nacional
de Meteorologia dos Estados Unidos para ajustar os
valores extremos de alturas de chuvas a serem utilizados
em mapas que relacionam a variacao da altura da chuva
com a area atingida (OSBORN et al., 1980).

Damazio e Costa (1991) apresentaram os resultados
de uma andlise de freqiiéncia regionalizada de séries
de precipitagdes maximas anuais, na bacia do rio Madeira.
Como metodologia, usaram a teoria dos momentos
ponderados por probabilidade (MPP), tendo em vista
o curto periodo de tempo abrangido pelos registros
dos pluvidometros existentes na regidao e em razao do
fato de suas estimativas serem mais robustas e menos
influenciadas pela ocorréncia de valores atipicos,
conhecidos como outliers, em comparagdo com o método
dos momentos convencionais.

Fernandes e Heinz (1991) investigaram a robustez
de vdrias distribui¢des de probabilidade usuais na andlise
de eventos extremos hidrolégicos. A cada amostra de
dados foram ajustadas seis distribui¢des de probabilidade
pelo método dos momentos, a saber: Gumbel,
Exponencial, Log-Normal a dois e trés parametros,
Pearson Tipo III e Log-Pearson Tipo III. A partir dessas
distribui¢des foram estimados valores de extremos com
10, 100, 1.000, 10.000 e 100.000 anos de periodo de retorno.
Para as estimativas de 1.000 e 10.000 anos de recorréncia,
os modelos de dois pardmetros indicaram resultados
mais robustos que os modelos de trés parametros, com
destaque para as distribui¢des de Gumbel e Exponencial.
Quanto a influéncia de diversos métodos de estimativa
de pardmetros, destacaram-se os métodos dos momentos
e da maxima verossimilhancga, para as distribui¢cdes
de Gumbel e Exponencial, respectivamente.

Pinheiro e Naghettini (1998) utilizaram, em estudo
regional de chuvas intensas, o método de momentos-
L para estimar os parametros da equacdo do tipo
intensidade—duracao—freqiiéncia para a regido
metropolitana de Belo Horizonte, tendo sido testadas
as seguintes distribui¢cdes de trés parametros: Logistica
Generalizada, Generalizada de Valores Extremos,
Generalizada de Pareto, log-Normal e Pearson Tipo I11.
Indiretamente, devido ao fato de uma distribui¢ao de
trés parametros poder conter outra de dois paridmetros,
testaram-se também as distribui¢des de dois parametros:
Uniforme, Logistica, Normal, Exponencial, Pareto e Valores
Extremos do Tipo I (Gumbel).

R. Arvore, Vicosa-MG, v.28, n.6, p.927-933, 2004



VALVERDE,A.E.L. et al.

930

%T@T,Nx.,._. uﬁka rewed ogduny ejouap (°) I

0= ered
Mt\ m.w.TM w-C~1 _
————=% (=)o Do r-Ds 4
T Sy
z ¢ € SN 1
;2 VSS6T+ 2 0688 L~4 A;-mlwm a g
q o#avred T 7
A+ - 0=A BIR ﬁ.‘l@ﬁ
( EN, ) Y e (3-9a
4 (4 + DA T)? (dur-yu »-3
a " " ,Tm\;\ﬁ >\©\m_\ 0= AP\V,\,
_y_5s 1 +5 2=(x
[(« 4112 v=x [(a+D)1» 2 0#a S§_ (du-)- T g 2= (X)d SOWAIIX{] SAIO[BA 9P BPRZI[RISUIL)
0
[>A>]— o=Aered‘—F =A
9-x
9
=" 0 # A ered
A St
<
a S
mhl =a A—= m.s 0 =4 m
0=A eed earvenil! o
za (2 >~:8 (>-9 o
= =Y A4 o5 =
Aa Auas &y 24D =) up 0 : %Tm+@§ Q
yed ST-wy 2
z Aues 4 A z >~:om a A a ‘ o ' A an)- 3
Pl\ -y =2 ——p+o=Y # A ered m‘ul\fu = (04 M
x I 2z I 0 Ad =1 v I ©o1SIS0] BPRZI[RIOUID) N
S
>
(A) euLIO] 9p 3 (0 ) B[RISA 9P Py €y Ty “ly e (0 €9 m
{9 ) ogdisod ap sonowered - SOJUWOIA [upng) opdun,y odmquysIq opepI[iqeqoid op apepisuap opdun,| m
2y
=
)
SIUIAT QWD AIXT] O PIZIDAIUIL) PUD SI1ISISOT PaZ1p1ouan) fo (A) ui1of =
pup (0) 2]pas () sua12wpvipd uonisod puv sjuswowt (] )x ‘uonyounfajguvnb (x)4 ‘uoynqrysip 2auvmund ((x)f ‘uonounf (1suap £111qvqoad — [ 219U, Z
SOWAIIXH SAIO[BA 9P BPRZI[BIJUIL) 2 BO1ISIS0 ] BPRZI[BIQUIL) S03INQLIISIP SBP (A) BUWLIOJ 2P 2 (0) <
B[RIS9 9p ‘() ordisod op sonawered o sojuswow ‘(7 )x ‘[nuenb ogduny ‘(x),7 ‘epeinunoe ogdinqLusip ‘(x)f ‘opepijiqeqoid op opepisudp ogdung — [ oxpen) o



931

hidrologia

icacdo em

li

teoria e ap

Momentos -L

:0ju0,g) 108IVLITO—

SPESIOLOT = °H ¢, 01 069€SOTT= A ¢ _01 SYHI89Tt = “d -0l L195TeT8="T

"(L66T ‘STTIVM @ ONISISOH

= T0v0THTT= %4 $€LITSIOT—= A $¥PTO9E0T0— = T <€€L96E81= T ‘1LEVPSOc—='q

¢, 01 TOIS669T= D ¢, 0Ol LPITSES T

50T 0899b¥8T— = D

D01 0659SL8T= "D .01 08906T+'L= ‘g < _0I 90+060€€ = °g

<. 01 ¥T6T99H9="9 <, 01 Y8OLOSIT= ¥ ¢, 0l 6€0LT08'8= F <.019L0E6tbty="F <,_01 1ST0988Y =""F <,_01 CTLIO9TT 1= ;2

247
g1
NA>+NX>+UH )
Ha+g)-"r=2

a

g2 2 D
g+ atg+ g’y

ﬁm\z\\ﬁ |uGN -1 _

f2-~a

()52

0
aty

(+pfatg)

(4=~
atg
a1

A>+NX>+o .
0w !

I-<a 2

€1

>+ﬁ o
™ TP

g+, g+ ala+

€. [ [} 0.
b AD+, 4D+ 4D+
€ T 1
A g+ AT+ A g+]

€ T I 0.
o> v~+v> v~+m> V+V

o f .

W OC—l|————=7

2—1

w
N\_

at+ izt

0=~4

ered (U v—2

0 # A ered

(G

eyrordxo
BOI)I[BUE BULIOJ

wo) OBU (1f)X

2= 1=(0)y

birg
% =(9¢

w ()0 J=(De
(O =(x)a

0=A ered*

a
o#aered — = (
0

Anwl Rv >|~ u[
4 ;\D\N_\ v= AR.V.\A

0JoIed Op BPEZI[BIdUD)

0
0=A ered® =4
—x
a
0#A Smmﬁd|ln\ﬁ.
Awlkvxwlﬁ u[
wrD
%&HC&\
z
A— da

4

[EULION BPEZI[eIoUdD)

(A ) Bur10] 9p 9 ( 0 ) B[BISD Op

‘(9 ) oedisod ap sonowered

ty ‘€1 ANK L)m

- SOJUSWIOIA

()x
[IuPnQ ovduny

(94

ogdInqLusiq

o
apepijiqeqold ap apepisudp ogdung

%0124 J Jo paz1piouar)

PUD [DULLON Pa21]DA2UdL) O S4232upavd pup sjuawow (. )x ‘uonounf ajuvnb (x)4 ‘uonnqiaisip aaypinund ‘(x)f ‘uonounf K11suap £1171qqoid — g 1qnr,
+0191eJ 9P BPBZI[BIOUSLD) O [BUWLION
BpRZI[BIOUAD) SA03INGINSIP sep sonawgted @ sojuawow ‘(.7 )x ‘[uenb oedunj ¢(x),7 “‘epe[nunoe og3dqisIp ‘(x)/ ‘opepifiqeqoid op apepisuap ogdun,j — g oapeng)

R. Arvore, Vicosa-MG, v.28, n.6, p.927-933, 2004




=
N
)
~
= a
< ‘ejojdwoour ewes ogdunj € 9 x (D o ‘ewed opduny e () I ‘epordxd eonyeue BULIOy WS ‘(17)x ‘[uuenb ogduny 4
= 14
=
2 PP
= v ) I
> =)/
2 X——7 -
T?w » §N 9

g
&=

Af07—2 >X>00-9X 3P OIUWOP O ) > 4 3F

o (DAD)1

Pl Lay = (m)e (=]

o >x
(a0 e s
“gpo[dwoour ejoq ogduny " Op OIUfWO P 09 ‘[EULION 9 OBIMIISIP B ‘() = A 9S
¢ d=(x
©p OBZEl B BJousp Qu .Qv *7 onbwo onb wio - ()
4
- §‘

Am.&:mw N‘NH> €— ﬂmﬂ M\_N 9="% 14 N\E

y ¥ . -0/
a 2 [
4
z, Ly T
o T ._V _ ;‘,\ 14

A, (2 e 1 o 7 W ‘ s
. m . i- | -z Y Sva?\SNIMV 9 x9p
z N >‘_ <t 5 OLULWOP O OBIUD ‘() < A 9S

. ZS +2= vw —7+ 9-X 14
Y=z v 0 I11 od1], uosieaq
(A ) Buoy ap 2 (V) B[RISD ® > A/ > (¥)a )
op {( § ) oedisod op sonowerey () ered (ta ‘€2 Ty “Ivy) - SOJUSWIOIA oBdIQIIsI(| apepi[iqeqoid ap apepIsusp ogdun|

uounqrsip [y 2d€1 uosivag fo s4212wv.1vd pup sjusduowr (X),J ‘UONNGLISIP 2avinwnd ‘(x)f ‘uoyounf {11suap £11j1qvqodd — € 31qu[,
+I11 odL], uosiead oedinquisip ep sonoweied o sojuowow ‘(x) ‘epenwinoe oe3Inqrnsip ‘(x)/f ‘opepijiqeqoid op opepisudp ogdun, — ¢ oapen)

932

R. Arvore, Vicosa-MG, v.28, n.6, p.927-933, 2004



Momentos -L: teoria e aplicacio em hidrologia

Valverde (2001) analisou séries histéricas de
precipitacdo de 31 estagdes pluviogrificas localizadas
na bacia do rio Doce, objetivando ajustar e estimar,
por meio do método de momentos-L, os parametros
dos modelos tedricos de distribui¢do de probabilidades
de séries histdricas regionais de precipitagcdes maximas
adimensionalizadas com base no método index-flood.
Foi objetivo, também, estabelecer equacdes de
intensidade—duracao—freqii€ncia regionais para a referida
bacia. Foram avaliadas as seguintes distribui¢des de
trés parametros: Generalizada Logistica, Generalizada
de Eventos Extremos, Generalizada Normal, Pearson
Tipo III e Generalizada de Pareto. Concluiu-se que a
distribui¢do probabilistica de trés parimetros
Generalizada Logistica apresentou melhor aderéncia
aos dados de intensidade maxima média para essa bacia.

4. CONCLUSOES

Os dados de eventos extremos apresentam um
padrao peculiar de distribuicdo, e as funcdes
probabilisticas acumuladas possuem formas bem
caracterizadas. Portanto, € recomendavel testar a
aderéncia desses dados, pelo menos, pelas seguintes
distribuicdes de: Generalizada Logistica, Generalizada
de Eventos Extremos, Generalizada Normal, Pearson
Tipo III e Generalizada de Pareto. Para estimar os
parametros dessas distribui¢des e seus quantis, devem
ser usados os momentos-L derivados dos Momentos
Ponderados por Probabilidade.
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