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RESUMEN

El propésito de este trabajo es estudiar el buen planteamiento local de la ecuacién diferencial de Benjamin-Ono,
d:u = —2udu — HoZu la cual se le agregaran dos cantidades, una disipativa y otra de inestabilidad y mediante téc-
nicas clasicas y en los espacios de Sobolev periédicos H*(T) mostraremos la buena colocacién del problema de
valor inicial, para s >%.
Palabras clave: Ecuaciones diferenciales parciales, buen planteamiento local del problema, espacios de Sobolev
periédicos, Cauchy, Perturbacion no local de la ecuacion KdV.

ABSTRACT
The purpose of this paper is to study the local sound approach to the differential equation of Benjamin-Ono
deu = —2udu — HoZu which will add two numbers, one dissipative and one of instability and by classical techniques

and periodic Sobolev spaces H*(T) show good positioning of the initial value problem, for s >%.

Keywords: Partial differential equations, good local approach to the problem, periodic Sobolev spaces, Cuachy,

No local perturbation of equation Kdv.

1. INTRODUCCION
La ecuaciéon Korteweg-de Vries (KdV)
ou t,x +utx dutx +oiutx =0, t>0, xeR (1)

Ha sido objeto de intensas investigaciones en diversas
areas de la fisica y de la matematica tales como en la teoria
de fluidos [1-5], sistemas completamente integrables [1],
en ecuaciones diferenciales parciales [10] por mencionar
algunas de ellas. Alvarez [2] estudia el problema de Cau-
chy asociado a una perturbacién no local de la ecuacién
(KdV). En este articulo se aborda el buen planteamiento
local del problema de valor inicial

deu = y02u — 2udu + uHo,u — BHOZu

ut,0 =¢pt, ¢EeEC 0,T;HT) 2)
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En los espacios de Sobolev H¥(T), donde Y, u>0, § € R. La
ecuacion (2) es una perturbacién disipativa de la ecuacién

d,u = —2ud,u — Hou ®3)
Donde (3) es la ecuacién de Benjamin-Ono, la cual descri-
be la interface entre dos fluidos de diferentes densidades y

de profundidad infinita, en la que se le han agregado dos
cantidades, una disipativa y otra de inestabilidad.

La ecuacién (2) se origina en el estudio de fluidos y tur-
bulencia del plasma [6]. Para esta propuesta, el buen
planteamiento que haremos de (2), sera en los espacios de
Sobolev periddicos H*(T)y haciendo uso de técnicas cla-
sicas probaremos_aue (2) esta localmente bien planteado
en ]H]s(']I‘) para s>% )
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2. METODOLOGIA

Para la solucién del problema (2) se realiza una consul-
ta bibliografica exhaustiva relacionada con las ecuaciones
Korteweg-de Vries (KdV) y de Benjamin-Ono. Para probar
la buena colocacién del problema (2), se resuelve el caso
lineal de la ecuacién (2), luego probamos la equivalencia
entre la ecuacion diferencial e integral, para después mos-
trar la existencia, unicidad y por ultimo la dependencia
continua de la solucién del problema (2) para el caso local.

2.1 Elementos preliminares para la solucion del
problema planteado

En esta seccion presentaremos las notaciones y algunos le-
mas, proposiciones y teoremas que serdn fundamentales.

1. Heslatransformada de Hilbert de fy es definida por
_ . -1, k<0
Hf(k) = =1 sgn(k)f(k), con sgn(k) =11, k>0
0, k=0
2. Paras e R, elespacio H(T) = {fP": (1+k?)'/?, fe 2 (Z)}
es el espacio Sobolev de orden el cual es un espacio
de Hilbert con producto interno.
3. (f9)=[ (kg @
Escribiremos
A =~ (-uH8 u + SHS u + vdxu) (5)
B(k)=|2ﬂ+j}%k|k|—k2 6)
E(M§ = (7 R4+ )o(k): @)
E(t)$ = (€™)p(k)* (8)

Lema 1: Sean a,b €[0+0] y A > 0. Entonces existen constan-
tes positivas y dependiendo solo de tal que

¢+ b) < (a+b)-<C, (@ + b

Dms: Si a = 0 no hay nada que probar. Asumamos que a >
0. Entonces, es equivalente a

oL+ (DM <fiv 2p<cil ]

Asi que es suficiente probar que hay constantes ¢, y C, tal
que

c,(1+7r) <1 +r)< C(1+r)

Para cualquier » €(0, «). Esto se sigue gracias a la funcién
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(1+ 1)
1+

F(r) =

Teorema 1: (Del punto fijo de Banach). Si X es un espacio
métrico completo y A:X — X es una contraccién, es decir,
existe 0 < C <1 tal que d(A(x), A(y)) < Cd(x,y) para todo par
x,y € X, entonces existe tinico xA € X tal que A(x,) = x,

Dms: Ver [5] y las referencias dadas alli.
Lema2:Seanf§>0.y>0,f +y>1,420,b>0y g una fun-

cién no negativa tal £ g(t) que es localmente integrable
en [0,T] suponga que

gW=a+b| (t-p g ©)
En (0, T) entonces
g(t) <aE (br'(B)*t)
Dondev=+y-1>0
E, (=) C,s" (10)
m=0
ConC =1
Cnt1 _ I(mv +vy) (11)
(o Fmv+y+p

Para todom >1
Dms: ver [3] y las referencias dadas alli

Teorema 2: Sean funciones medibles tales que
lim fﬂ(x‘) =fx)
n—oo

Para todo x € X. Si existe ¢ € L'tal que para todo x € Xy
todo 1 € N se tiene que |frx) < g(X). entoncesfe L'y

(L fadit) = j f du

Dms: ver[14] y las referencias dadas alli

lim

n—00

Teoria local en H¥(T)

En esta seccién mostraremos que el problema de valor ini-
cial (2) en los espacios de Sobolev H* (T), dondev >0, u >
0,8 € R, esta bien planteado localmente en [H$ (T) para
s >21 Para lograr este objetivo, probaremos que (2) es
equlzvalente a la ecuacion integral
t

ut =e g —L e T4 T dr (12)

Donde A esta dado por (5)y ¢ € H* T .

Empezaremos nuestro estudio con la solucién de la ecua-
cion lineal asociada a (2)



Prospect. Vol. 10, No. 2, Julio - Diciembre de 2012, pdgs. 89-93

La ecuacion lineal

Dedicaremos estaparte al estudio de la solucién de la ecua-
cién lineal asociada a (2), que por comodidad escribiremos

du+Au=20

u0 =¢ (13)

Donde A esta dado por (5) con
v=Lu=1F=1y¢ € H*(T)

Teorema 3: (i)E: [0, 0] > B(H T ) es un semigrupo en
ademads,

IEOlgur =I®lls

(ii)) Sea L >0 entonces E(t) ¢ B H® T , Hs+4 T para todo
t>0,s eR y satisface la desigualdad

(14)

A
R
IE@dllssn < CA(H(;)Z)ncpns (15)

Para toda ¢ € H¥(T), donde C, es una constante que de-
pende de A

Proposicion 1: La solucién de (13) es u(t) = E(£)¢ (16)
es decir, la aplicacién t € [0, ] —> u(t) = E(t) ¢ € H5(T) es
la tinica que satisface que

=0 17)

lim

||u(t + h) —ul(t)
h—=(

— Bu( t)”

Dms: Sean ¢ ¢ € HS(T) yu, v e C(0, T ;H*(T) dos
soluciones del problema (13) tal que u(0) = ¢ y v(0) = ¢. En-
tonces w(t) = u(t) — v(t) satisface (13) con dato inicial w(0) =
¢ — ¢. De la prueba de (17) observe que

~(t+h)A 4 _ ,—tA 2 ~hd _q E
: Tr : (p—Be‘“‘qj - [e b _B]Q_EA(’b
) - 5=2 5=2
e i_ 1 2
_ 2) s-2 _
= Y ekl =]

k==w
Por el teorema del valor medio y el teorema de conver-
gencia dominada (Teorema 2) nos permite obtener el re-
sultado.

Equivalencia de la ecuacién diferencial e integral

En esta seccién probaremos que el problema (2) es loca-
mente bien puesto en los espacios de Sobolev H*(T).
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1
Teorema 4: Si § > - , el problema (2) es equivalente a la
ecuacion integral

t
u(t)=e "¢ - j e (94 (9, u? (1)) dr (18)
0

Maés precisamente, si u € C([o, T]; H*(T) con s > 1 ,es
2 . . 2

una solucién de (2) entonces satisface (18). Reciprocamen-

te,siu € C([o,T; HIS(T) cons > 2, es una solucién de (18)

entonces u € C1([0,T];HS~1 (T) yzsatisface (2) con derivada

dada por

u(t Hh —u(t)

- (19)

lim
h=(

— Bu(t) + (axuz(t))” =0
5=2

Dms: La primera parte de la prueba es consecuencia del
método de variacion de parametros y de observar que
el término no lineal 8 u” tiene sentido, pues puede con-
siderarse como una distribuciéon periodica, 1ya que u? es
continua y se anula en el infinito para s>~ , en virtud
del lema de Sovolev. La segunda parte se obtiene reemple-
zando la de la ecuacién (18) en (19) y por el teorema de
convergencia dominada (Teorema 1), la continuidad fuer-
te e*del grupo y el teorema del valor medio obtenemos
el resultado.

La existencia de la solucién del problema (2)

Teorema 5: Sea ¢ € H¥(T), con s > 1 Entonces, existe T =
T (||¢]l,) > Oy una tnica solucién u € C ([0,T]; H*(T)).

Dms: La idea de la prueba es aplicar el teorema de con-
traccién de Banach (Teorema 1) a la funcién definida por
el miembro de (18) en el espacio adecuado. Con este fin
definimos lo siguiente

Or(M) ={u € C([0,T]; H¥(T)): lu(t) — e™*ls < M} (20)
El cual es cerrado en C ([0,T];HS(T)) y por tanto es comple-
to. Luego existe T > 0 tal que

Y:dr (M) — (M)
u — Y(u)

Y se muestsra que y (1) € C ([0,T]; H¥(T) es decir

W) —wEnl, —o0, t'-t21)

Cont € [0,T]. Luego y es una contraccién (Teorema 1), con
loque existe un punto fijo.

Buen planteamiento local en H¥(T)para s > %
Teorema 6: El problema (2) es localmente bien puesto en

HS(T) para s > % Mas precisamente, para ¢ € HS(T),
existe T >0y una tnica soluciéon u € C ([0,T]; H*(T) que
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satisface (2) y tal que u € C ([0,T]; H* (T)) . Ademds, la
aplicacionde ¢ € H¥(T) — u € C 0,T ; H(T) es continua
en el siguiente sentido: Sean ¢, € H¥(T), n=12,.., tales
que ¢, > ¢ yseanu e C([0,T ]; H*(T) ) soluciones de (2)
con i, 0) = ¢, Entonces, las soluciones pueden ser exten-
didas si es necesario al intervalo [0,T] para n suficiente-
mente grande y

Jim suppory () — un(t)lls = 0(22)

Dms: Supongamos que v € C ([0,TLH®(T)), v(0) = y € HY
(TYcons >5es solucién de (2) con dato inicial y . Entonces

lu@®)-ve)lls < e -l —j e, (w2 ~v) @)l ,_, , dr
o

: 1
<l =il + [ (14 = ol =) @t
o

t
s||¢—w||s+j (1 —==)|[u? = v?)dx

1
\E—1T

t
<[lé—wlle + I(1+ )+ 9) u = )| sde

=

Suob—wnaj(lwm
[ 4

<llp—vlls+ j (+ V_)t||u||s+||v||s>uu—unsdr

-+ = vf sz

<16 =wlls + (fullseo +||V|\s.m)'[ (a+ M = vl|sdr
1]

\/_
4
1
<16 =l + s [ (=) u= vl
Por el lema 2

2
lu@ ~ v©)lls < 16~ pllE ((K(5) ) 1) 23)

Con

< m
E(s) = ), CuSZ

m=0

Con lo que converge uniformente en [0,T] y es creciente
dado que,

r(%+1)

1‘(%+%+1)

Cm+1
Cm

DondeT es la funcién Gamma. Por consiguiente

(24)

2
lu(e) - (o)l <l ¢ - wllE ((KT(5)) T)

Lo cual muestra la dependencia continua. Y si y = ¢ enton-
ces u = v con lo que se muestra que es tnica.
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CONCLUSION
*  Se demostré que el problema (2) esta bien puesto en
los espacios de Sobolev peridédicos con dato inicial,
para es decir, se mostro la existencia la unicidad y la
dependencia continua de (2).
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