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Algunos problemas
provenientes de la Teoria
de Rayos Aplicada

a las Ecuaciones de Onda
Sismica

Some open problems from Ray Theory
Applied to Seismic Wave Equations

Resumen

La parte inicial de este articulo revisa la aplicacién de la teoria de rayos
en las ecuaciones de onda sismicas, en particular, la propagacién de on-
das P. La parte final del articulo se centra en un par de problemas que
se generan a partir del analisis utilizando teoria de rayos. Estos proble-
mas posee un interés académico en su formulacién matematica, ademads
tienen un interés practico para el area de la Geofisica de Exploracion
y/o Produccién.

Palabras claves: Teorfa de Rayos, Ecuacional Iconal, Ecuacion de
Transporte

Abstract

This paper gives an overview of the application of ray theory in the
seismic wave equations, in particular, to P wave propagation. In addition,
a couple of open problems that are obtained from the analysis using
ray theory are stated. These problems have an academic interest in their
mathematical formulation, and also have a practical application in Explo-
ration and /or Production Geophysics.

Key words: Ray theory, Eikonal Equation, Transport Equation.

1. Introduccion

En el presente articulo presentamos los elementos basicos de la teorfa de
rayos aplicada a la aproximacién asintética de la Ecuacién Elastodinami-
ca, que se presenta en la sismica de Exploracion.
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Esta aproximacién es utilizada ampliamente para diversos asuntos en la sismica de
exploracién o explotacién, en particular, en los temas del modelado y la inversién sismica
(ver [6], [13] y [14]. Dichas técnicas son empleadas desde los mismos comienzos de la
sismologia, a principios del siglo XX, y han sido traidas de la Optica y la Propagacion
de las ondas electromagnéticas en general. También han sido utilizadas en aplicaciones
diversas, como por ejemplo, el radar, las microondas, etc. Ademas es posible aplicar es-
tas ideas a temas como el modelado y los problemas inversos en las técnicas de ensayos
no-destructivos y las imagenes médicas, en las cuales se utilizan ondas de tipo elastico o
electromagnéticos en medios continuos.

La propagacién de ondas mecanicas en un medio continuo, esta caracterizada por
la Ecuacién Actstica para el caso que el medio sea un fluido y la Ecuacién de Onda
Elastodinamica para el caso general de un sélido[13]. Estas ecuaciones son ecuaciones
en derivadas parciales de tipo hiperbdlico, de segundo orden. En general, resolver estas
ecuaciones para una un dominio complejo es dificil, solamente para casos simples se
puede dar una solucién analitica, utilizando, por ejemplo, funciones de Green. La teorfa
de rayos realiza una aproximacién al problema para aquellos casos en que las escalas lo
permitan, es decir, que la longitud de onda de la sefial sea muy pequefia comparado res-
pecto a las dimensiones del objeto analizado, tal como estd justificado en [4] y [16].

La Ecuacion de Propagacion de la Onda P en un medio isétropo estd dada por (ver [2]):

1 (0*D(x,1)

V2Q(x,t)= ) 50 )

donde @ (x, ), es la divergencia del desplazamiento de una particula, ® = V ¢ u
donde u (x, t), representa el desplazamiento de una particula en el medio, desde su
posicion de equilibrio, en la posicién x, en el tiempo 7 y v (x), representa la velocidad de
propagacion de la onda en el medio.

Para deducir las ecuaciones que caracterizan un rayo, consideramos la ecuacién de
onda en el dominio de la frecuencia, y asumase que se busca una aproximacién a la ecua-
cién de onda, en las altas frecuencias (o en forma equivalente, longitudes de onda peque-
fias respecto a las dimensiones del modelo). El problema se transforma en la solucién de
las llamadas Ecuaciones Iconal y de Transporte. La solucion se aproxima por una serie
asintotica (ver [13],[6]):

A, (x)

x0) ~ o’ exp™™
@( ,l()) P z (la))j (2)

wP = Transformada de Fourier de un pulso
7(x) = Tiempo de transito
A7 (x) = Amplitudes independientes de la frecuencia, 7 = 0, 1,2, ...

donde w es la frecuencia angular.
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En el apéndice A se dara una justificacion de la aproximacién asintética, nos basare-
mos en [6] y [5] para dar soporte a los argumentos.

2. Aproximacion asintotica

Al substituir la aproximacién, Ecuacién (2), en la Ecuacién (1), obtenemos una expresion
en potencias de (fw). En general, no podemos garantizar que los términos de la serie
se cancelen entre ellos, por tanto necesitamos que los coeficientes de la serie se anulen
independientemente. Como se explica en el apéndice A, se obtiene la Ecuacién (15).
Para que esto se cumpla en las altas frecuencias, se iguala a cero cada potencia de (iw),
comenzando con la maxima potencia, § + 2, que aparece solo en la primera serie de la
ecuacioén, cuando 7 = 0.

Al igualar a cero el coeficiente de la primera serie, obtenemos la llamada Ecuacion

Iconal
{VZT(X))Z —— =0 3)
c?(x)
Se observa que no hemos tomado la posibilidad alterna Ao = 0, es decir, se asume que

la serie comienza con un primer término no-nulo. Con el resultado (3 ), toda la primera serie
se anula.

Analizando el resto de términos de la serie, se tiene que para la segunda serie, la po-
tencia mayor no-nula de w es § + 1, la cual surge cuando j = 0, y se obtiene la llamada
Ecuacién de Transporte de orden cero.

2Vr(x) - VA, (x) + 4, V? 7 (x) = 0. (4)

Para el resto de la serie, si se analizaj = 1,2,3 .., se obtienen las llamadas Ecuaciones
de Transporte de orden superior

2Vi(x) VA, + 4, Vie(x)=-V*4.; j=1,2,.... (5)

7’

La Ecuacién Iconal (3) y de Transporte de orden cero (4), son las ecuaciones usual-
mente empleadas en sismica de exploracion (ver [0]). Las Ecuaciones de Trasnporte de
orden superior, en general, no son utilizadas en el modelado e inversién sismica, puesto
que representan perturbaciones de orden superior que no aportan mucho a la solucién,
si el problema estd enmarcado en las altas frecuencias.

3. Caracteristicas para la Ecuacién Iconal

Una forma de resolver la Ecuacion Iconal es utilizando el Método de las Caracterfsti-
cas (ver [5], [6], [11], [7]), como se explica en el Apéndice B, se puede considerar a o
como una variable de integracién. Este tipo de curvas, es lo que en Optica Geométrica
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se denomina un rayo. Este problema queda enmarcado como un problema de valores
iniciales en el cual las variables dependen del parametro 6. Considerando la notacién
del Apéndice B, si se analiza la Ecuacién Iconal:

(VT(x))- 2( ) ©)

se puede identificar a 7 con # y las componentes de V7 con las componentes de p, donde
¢(x) es un parametro del modelo, que representa la velocidad, y es una funcién escalar
de posicié n.

Ademas 7 no aparece explicito en esta ecuacion, o sea que la derivada con respecto a u = 1,
representadas por el término Fu en las ecuaciones caracteristicas, es nula. Por todo lo ante-
rior, al aplicar el método de las caracteristicas a la Ecuacion Iconal es mds simple que el caso
general.

La magnitud del vector p esta dado por
|ollvel=1e
y se puede escribir la Ecuacién Iconal como:

1
F(x1:x2’x3’p1’p2:p3): p12+p22+p32 _mzo @)

Las ecuaciones caracteristicas se convierten en:

{x

= 2\n

do

dz:

T; = 2/\’{)2

d.l’?‘;

it

de s

dp; 1
e = c)r1 ( 2 ®)
dpo B 1
doe }Ig 2
M . B
doe ().L; 2
dr 3 2
e 2 z p

. . 1=l . . ,
Se obtienen entonces siete ecuativiics y UL uu_ugLutﬂS, incluyendo a A como incog-

nita, cada una en términos del parametro o. Para poder resolver el sistema se escoge A a
nuestra conveniencia, se discutir varias opciones mas adelante. Si hacemos A independien-
te de 7, las primeras seis ecuaciones son independientes de 7y forman un sistema cerrado
de ecuaciones para las seis variables: las componentes de X y p. Para la Ecuacién Iconal se
pueden encontrar los rayos sin determinar el tiempo de propagacion a lo largo de los rayos.
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Una formula mas compacta de las ecuaciones caracteristicas, usando notacién vec-

torial, es asumir que A = 1/2 y 6 como el pardmetro. Esta seleccién estd motivada
con el fin de eliminar el factor 2 que aparece en varias de las ecuaciones, entonces se
simplifican:

dx

E = P

dp _ lV( 1 ) = —Vc:(x)) )

do 2 “c3(x) c3(x)

dr 1

el T

Realizando un analisis dimensional de o en este caso, . = 1/2, o es un pardmetro con
unidades de [I.* /T]. En la propagacién en modelos 2.5D, la seleccién de o surge natu-
ralmente como el parametro que describe los efectos fuera del plano.

Las ecuaciones caracteristicas son entonces un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias que puede ser resuelto utilizando, en algunos casos, métodos analiticos, por
ejemplo, para medios homogéneos, donde la solucién es una segmento de recta o para
medios con un gradiente constante de velocidad, por ejemplo, cuya solucién da un arco
de circulo. Para el caso general (medios heterogeneos o anisétropos), se requieren méto-
dos numéricos, el método de Runge Kutta es una metodologia estindar en estos casos,
entre otros (ver [10] y [12]). La solucion a dicho sistema es llamado en la literatura como
trazado de rayos. Seguidamente, se analiza un tipo de caso simplificado y generaliza-
ciones que nos permiten abordar algunos problemas que surgen en la exploraciéon de
hidrocarburos.

4. El trazado de rayos como la solucién
a un sistema de ecuaciones no-lineales

Se va a describir en esta seccién una posible representacion de un modelo del subsuelo,
el cual consiste en un dominio en dos dimensiones R, o por un dominio tridimenisonal,
con simetria cilindrica en relacién a un eje perpendicular al plano de interés (lamado en la
literatura geofisica como modelo 2.5D). Por tanto, el modelo matematico es un conjunto
cerrado en dos dimensiones, subdividido en una particiéon de subconjuntos o subregio-
nes para los cuales los parametros fisicos del modelo (en particular la velocidad v (x) o la
densidad p (x), donde x es un punto arbitrario en la subregioén) son constantes.

Se asume que el modelo de la Tierra esta contenido dentro de una caja cerrada, Fi-
gura 1, definida por, R = {(x, z)la <x <b,0=<z <c}, ademis las interfaces entre las
subregiones y la superficie de la Tierra son curvas de clase C 2 , es decir, con continuidad
en la segunda derivada en intervalos cerrados D, = [a, , b, ] € [a, b], representadas como
L ={x,2)x €D, ,z=f(x)},i=0,1,- -, N, , donde N, es el total de interfaces, es

decir, todo el dominio se dividié en N, subconjuntos disjuntos, como se muestra en la
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Figura 1. Rayo y los puntos de interseccion. Fuente: elaboracion propia

Figura 1, de esta forma construyendo una particiéon del dominio R. Llamaremos a estos
subconjuntos como subregiones o capas sedimentarias, en el léxico de la geociencia.

En términos formales, tenemos una colecciéon de subconjuntos cerrados R}., que sa-
tisfacen las siguientes condiciones

Nr
R=UR,; RAR, =R AR, kj=12,. N, (10)
Jj=1
El indice 7/ = 0 denota la interface que representa la superficie de la Tierra y el do-
minio de interés sera para z = 0, en Geofisica el eje Z estd orientado positivamente en
direccién al subsuelo de la Tierra.

Se define al conjunto Int como la coleccién de indices {1, 2, - -, N, }, que represen-
tan todas las interfaces. Similarmente, se define Reg, como la coleccion de indices {1, 2, -
"+, N, } que representa las subregiones. Se utilizaran estas ideas para definir el concepto
de signatura més adelante.

4.1 Trazado de un rayo dados dos puntos

Para la soluciéon cinematica del problema, es decir, para encontrar los tiempos de transito
de un rayo de un punto a otro, tenemos en cuenta:

1. Un rayo que une dos puntos que estan localizados en una regién donde la velocidad
es suave' satisface la Ecuacion Iconal, particularmente, para el caso de la velocidad
constante, la solucién de la Ecuacién Iconal, es un segmento de linea, dentro de cada
subregion.

1 Usualmente funciones con segundas derivadas continuas en la subregion
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2. Cuando ocurre una discontinuidad en la velocidad de propagacion de una subregion
R.aotra Rj2 , el rayo satisface la Ley de Snell en las intersecciones con las interfaces.

Formalmente, el problema puede ser escrito como: dados dos puntos E (localiza-
cion de la fuente)' vy B, : :
fijas’, no necesariamente en la superficie de la Tierra, I ). Ademas se define una se-

(localizacion del receptor), ambos localizados en interfaces
cuencia finita de enteros positivos 7, Z,, " *, 4 que respresentan los indices de las N
interfaces interceptadas por la trayectoria del rayo. Entonces el objetivo es encontrar
puntos E € R?parak =1,2,- -+, N. En otras palabras, el problema es equiva-
lente a encontrar la abscisa de cada uno de los puntos de intercepcién, de la k-ésima
interface encontrada por el rayo (en total N abcisas). En estos puntos de interseccion,
la Ley de Snell es satisfecha.

Un rayo puede ser descrito entre dos puntos consecutivos de intercepcion como un
segmento de linea de recta [E,_, E, | para &= 1,2, - -, N + 1, como se muestra en
la figura 1, para un modelo sismico 2D. Observemos que el rayo posee N puntos de
intercepcién con las interfaces, ademas de los puntos en los extremos (fuente y receptor).
Esto nos da un total de N + 2 puntos, que generan N + 1 segmentos (estas cantidades
son importantes en la implementacién computacional de los algoritmos para realizar el

trazado de rayos).

4.2 Signatura de un Rayo

En Sismologia o en Sismica de exploracion, la signatura de un rayo es una forma de
representar la naturaleza de rayo, es decir, el tipo de onda y las interfaces interceptadas.
Para un medio elastico isétropo, dos tipos de ondas se generan, una denominada Onda

ﬂ ] ] ! i i H ] [ ) I
R,
1000 emararansc v sasvmsrnsnopses N
Rﬂ i Lane
m .—.-"' Rd :
Ly
1 i 1 ] 1 1 ] 1 ] 1 1

0 0 400 6 SN0 1000 12000

Figura 2. Modelo de Cufia y etiquetas de sus partes: interfaces y subregiones.Fuente: elaboracion propia.

2 Es decir, lim v() # lim v(x),donde P € RN H/
xeR, x—>P xeR/ X—P
3 Realmente la fuente y el receptor pueden estar localizados en puntos que no pertenecen a ninguna interface, esto
es realmente una extension de los conceptos considerados en este documento y no cambia la estructura general
de las ecuaciones.
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P, con polarizacioén longitudinal, o sea que la particula vibra en la direccion de la onda
y otra onda denominada Onda S, con polarizacién transversal, o sea, que las particulas
del medio son perpendiculares al desplazamiento de la onda. Estas dos ondas viajan a
velocidades diferentes 17, , velocidad de la Onda Py 17, velocidad de la Onda §, donde
se cumple que V/7 >V

Otra de las caracterizaciones del rayo esta dado por las interfaces que el rayo in-
tercepta, es decir, donde hay discontinuidades en las velocidades. Cada vez que el rayo
intercepta una interface se produce el denominado fenémeno de la conversion. Es decir,
el rayo puede cambiar su naturaleza de un tipo a otra (de P a S o viceversa) o permanecer
del mismo tipo.

En este trabajo solo se considera el caso de la onda P sin conversion, es decir, solo se
considera ondas de tipo P en cada segmento del rayo. Sin embargo, el caso mas general
multicomponente, o sea el de las ondas convertidas, se puede considerar sin problema
con estas técnicas. Para el caso considerado, la signatura identifica las interfaces que el
rayo intercepta en un modelo dado (ver [15]).

Fijada una signatura, se puede definir una relacién de equivalencia en el conjunto de
rayos del modelo sismico. Por ejemplo, dos rayos estan en la misma relacién de equi-
valencia, si para ambos rayos las fuentes y los receptores de cada uno estan en las mis-
mas interfaces, respectivamente. Ademas ambos rayos interceptan las mismas interfaces
y atraviesan las mismas regiones. La idea, como se explica mas adelante, obteniendo un
rayo de la clase podemos obtener los otros rayos por el llamado método de continuacién
en las fuentes o en los receptores.

Por ejemplo, en las figuras 3, 4, 5 y 6, se observan cuatro clases de rayos diferentes
para un modelo sismico de una estructura geold gica, tipo cufla, donde las interfaces del
modelo estan carterizadas por el conjunto {L, , L , L, , L, }. En cada caso la fuente
esta localizada en las coordenadas (0, 0), en la interface que representa la superficie, I ,
también los receptores estan localizados en I . La Figura 3 representa unos rayos perte-

ﬂ ] T T 1 T T T 1 T T
R
. S S
%000 oo™ Ly R -
i 1 1 I 1 L4| I | ] ] 1

Figura 3. Rayo y los puntos de interseccion. Fuente: elaboracion propia.
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10000 12000

8000

Figura 4. Rayo y los puntos de interseccion. Fuente: elaboracion propia.

1000 12000

8000

Figura 5. Rayo y los puntos de interseccion. Fuente: elaboracion propia.
necientes a la clase de equivalencia dada por la signatura [, I, , ], la figura 4 representa
unos rayos pertenecientes a la clase de equivalencia dada por [L , L, I, , L,, I ], 1a figura 5
representa unos rayos pertenecientes a la clase de equivalencia dada por la signatura [ , L,

L,L,, L, L,L]ylafigura 6 representa unos rayos pertenecientes a la clase de equivalencia
dadapor [L, L, L,, L, L., L ].

0 T T T T 1 LC: |
R ¥
1000 _........él ...... weeommssren 3 M
A
2000 poen=""" R3 -
[ R T T L‘| [ R S T
0 000 4000 6000 8000 20000 12000

Figura 6. Rayo y los puntos de interseccion. Fuente: elaboracion propia.
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4.3 El método de continuacién en el trazado de rayos

El problema de construir un rayo, la solucién en las altas frecuencias, entre una fuente y
un receptor, en un modelo por bloques, se puede plantear en forma equivalente como
la solucién de un sistema no-lineal ([9],[15]). Dado que el interés es encontar multiples
rayos, cambiando fuentes y receptores, se puede utilizar el llamado método de Continua-
ci6én para volver el problema computacionalmente eficiente .

El sistema no-lineal que surge de este problema depende de unos pardmetros, en este
caso las velocidades de los bloques por donde viaja el rayo, la posicion de la fuente y del
receptor, respectivamente. El método clasico de resolucion de estos problemas, es el Mé-
todo de Newton, el cual posee convergencia cuadratica [1]. El inconveniente que posee
dicho método estd en la dependencia del método en la aporoximacién inicial al problema.
En el caso del modelado sfsmico, esto implica resolver multiples sistemas no-lineales,
donde cada sistema proviene de una perturbacién de los parametros, por ejemplo la ubi-
cacion de los receptores. El método de continuacidén permite a partir de la solucién de
un sistema, encontrar una mejor aproximacion incial para el sistema perturbado, es decir,
modificando la ubicacién en los receptores [8].

La solucién al sistema planteado, es entonces los puntos coordenados que describen
el rayo. En este caso tenemos un problema de tipo deterministico, puesto que se supone
que las velocidades son conocidas, lo cual en la practica no se tiene sino una estimacion,
a veces con niveles apreciables de incertidumbre.

5. Problemas nuevos

Vamos a finalizar planteando unos futuros trabajos posibles para investigadores o estu-
diantes interesados.

5.1 Uso de aritmeética intervalar

Se propone un trabajo donde el sistema que surge de la construccién de un rayo, dado
un modelo, la posicién de una fuente y de los receptores, los parametros del modelo, las
velocidades de las subregiones, estin dadas por intervalos, no por nd meros [1]. Esto esta
enmarcado dentro de la llamada computacién intervalar y darfa multiples soluciones al
problema, en el sentido de la incertidumbre.

Esto es conveniente en los problemas de Geofisica de Exploracién o Produccion,
pues se podtia dar una interpretacion a la solucidén del mismo, ya no como un camino
dado, sino como multiples caminos posibles. Lo cual a su vez implica multiples solu-
ciones o imagenes sismicas correspondientes al problema. Este punto de vista es mas
realista pues el usario de este tipo de experimentos ya puede considerar diferentes
escenarios donde la realidad del subsuelo puede encontrarse. En la practica solo infor-
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maci6n adicional puede ir acotando la solucién al problema y las soluciones del modelo
de incertidumbre le daran al usuario posibilidades para la toma de decisiones.

5.2 Uso de teoria de sistemas dindamicos

Este posible trabajo parte del hecho de que el trazado de rayos es un proceso muy
sensitivo a la posicién de fuentes y receptores, motivada en el uso de herramientas
de la Teoria de Sistemas Dinamicos Finitos ([17]) para estudiar la sensibilidad de las
ecuaciones a las perturbacioens de los paraimetros de las mismas. Esto puede ser cri-
tico en ciertos tipos de geometrias del subsuclo, como la geologia del subsuelo en el
piedemonte Llanero colombiano, donde facilmente se puede perder la iluminacion de
determinadas estructuras por una posicion perturbada de las fuentes o receptores.

El objetivo de este tipo de investigacién entonces es cuantificar la sensibilidad del
sistema no-lineal a las perturbaciones de los pardmetros, por ejemplo, cambios en la
geometria del modelo o cambios en las velocidades o posiciones de fuentes o recepto-
res. En la literatura cientifica se ha mostrado que los sitemas no-lineales que provienen
de la teoria de rayos son altamente inestables a cualquier cambio en los parametros.
La teorfa de los sistemas dinamicos puede darnos una aclaracién de la estabiliad del

problema [3].

6. Conclusiones

A partir de la Sismica de Exploracién o produccion, utilizando la Ecuacién Elastodina-
mica, se obtiene un sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) denomina-
das Ecuaciones Caracteristicas, que representan las trayectorias donde la energia fluye
en un medio continuo. Dichas trayectorias se pueden obtener, dados los parametros
del modelo, utilizando métodos numéricos. En particular, para el caso de un modelo
compuesto por bloques de velocidad constante, este sistema de EDO se transforma en
un problema de resolver un sistema de ecuaciones no-lineales.

Este sistema es altamente sensitivo a los valores de los parametros, en particular, a
las posiciones de fuentes y receptores. Esto tiene bastante impacto en los programas de
adquisicién sismica, puesto que unos cambios en las posiciones de estos datos pueden
implicar la falta de iluminacién de un reflector de interés. Esto motiva la aplicacién
de la Teorfa de los sistemas dindmicos al estudio de los mismos y el analizar la estabi-
lidad de los mismos para diferentes valores de los parametros. Ademas, el parimetro
representado por las velocidades de propagacion en cada subregion, incide en las tra-
yectorias del modelo. Puesto que dichos parametros no son conocidos, a diferencia de
la posicién de fuentes y receptores, que son controlados en el experimento, se asumen
unos valores. Estos datos son usualmente estimados, basados en la experiencia o en
técnicas de procesamiento sismico. Esto nos lleva a sugerir el uso de la aritmética in-
tervalar combinada con elementos de Métodos Numéricos, lo cual permitirfa realizar

INGENIERIA ¢ VOL. 18 @ NO. 2 ¢ ISSN 0121-750X » E-ISSN : 2344-8393 » UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS 107



Algunos problemas provenientes de la Teoria de Rayos Aplicada a las Ecuaciones de Onda Sismica

nuevas interpretaciones de la modelacion sismica y obtener escenarios posibles de la
respuesta sismica de los modelos, mas realista que considerar modelos con patrametros
deterministicos.

A. Motivacion para los Métodos Asintoticos

Este apéndice se apoya en [0] y [5] y considera el asunto de las altas frecuencias y las es-
calas. Considerando la transformada de Fourier inversa dada por:

wP expl®T ) S F (¢ - ¢ (x) (11)

donde la expresién a la derecha representa una onda progresiva en el dominio del
tiempo, es decir, F (#), es la transformada inversa de @” , y esta se propaga en la direccién
de incremento de 7 (x). Al dividir por potencias supetiores de (i), en el dominio de la
frecuencia, esto representa integraciones sucesivas en el dominio temporal, que pueden
ser interpretadas como elementos de una sucesion cada vez mas suaves

5()—>H@E —>r1 @)

donde la flecha representa integracioén en el dominio del tiempo y 8 (?) es la funcién
Delta de Dirac, H (¢) es la funcién de Heaviside y r (?) es la funcién rampa. En otras pa-
labras, el primer término de la serie (2), representa la transformada de Fourier de la parte
mas singular de la solucién, asociada a las altas frecuencias, mientras que los términos
posteriores, representan contribuciones mas suaves, o sea, asociadas a las bajas frecuen-
cias, a la solucion de la ecuacion de la Onda P

(lJz

c?(x)

Lu = [vz + u(x,w) =0 (12)
Utilizando la version en el dominio de la frecuencia de la Ecuacion de Onda, es decir,
la Ecuacién de Helmholtz (12), se substituye la aproximacion asintética, con coeficientes
desconocidos, en la ecuacién. A partir de esta substitucion, se obtienen ecuaciones dife-
renciales para el tiempo de transito y para los coeficientes de amplitud. Realmente no es
una serie convergente, por el contrario, se tiene una serie asintética, la cual, en general, al
colocar mayor niumero de términos diverge del valor al cual se quiere aproximar.

A.1 Una definicion formal de esta idea

Definicion La serie Xj~o _f, (@) es una aproximacion de F (w), en el punto singular,
w = w,, (ver [5])y escribimos

F(w)~ 350 f, (@) (13)
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si para todo N € Z ¥y para todo € > 0, existe un § > 0 tal que si ® € Bs (o),
entonces

IZLof; (@) = F)| <e, (14)

Es decir en una vecindad de un valor frecuencial, () 0> la suma parcial esta cerca al va-
lor de la funcién aproximada. En la éptica geométrica, ©,, , representa un valor infinito,
es decir, pata altas frecuencias podemos aproximar la funcién con unos pocos términos.

Al substituir la setie asintética en la Ecuacion de Helmholtz, obtenemos:

oo

u = wexpiwr 1. w? i— TE}A'
= P Z(iw)J[ {“2 e

=0
+iw {2VT - VA; + A;V27} + V24;]

(15)

igualando a cero cada factor de (iw), obtenemos la Ecuacién Iconal (3) y las Ecuaciones
de Transporte (4 y 5).

B. El método de las caracteristicas
Se quiere resolver una ecuacién de la forma

Fxyzuu u,u)=0 (16)

Z

Donde x, y y z son variables independientes y &, u_, u, y u_ son la solucién y sus
x y z
respectivas derivadas parciales con respecto a X, ¥, y z. En nuestro caso la variable in-
dependiente u corresponde al tiempo de transito T de la ecuacién Iconal, y U, u, yu,
corresponden a las componentes del gradiente de T

Se puede interpretar la ecuacién
Fx, pz u ux,uy,uZ)ZO, a7

como una funcién en el espacio de R7 , y considerar como una funcién que define una
familia de superficies de nivel en el espacio, una superficie para cada valor de # El gra-
diente de u describe vectores normales a las superficies de nivel. Para la ecuacién Iconal
las supetficies de nivel son superficies de igual tiempo de transito (frentes de onda) con
el gradiente de u (direccion del rayo) en la direccién normal a las supetficies de tiempo
de transito.

Seguidamente, se deriva un sistema de EDO (Ecuaciones Diferenciales Ordinarias)
que nos dice como moverse de una superficie de nivel # a otra. La solucién a las coor-
denadas espaciales describe curvas en el espacio fisico. Estas curvas son llamadas curvas
caracteristicas. La solucion a los componentes del gradiente se interpretan como la forma
en el que el vector cambia a lo largo de cada curva, mientras que la solucién de # repre-
sentan como cambia la variable # a lo largo de las caracteristicas.
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Las caracteristicas se describen en términos de un conjunto auxiliar de variables: dos
para etiquetar cada curva caracteristica y una tercera que actua como variable a lo largo
de la curva (puede ser longitud de arco o tiempo). Usando una notaciéon mas general se
describen las variables espaciales como x = x,, y = x, y g = x;, , respectivamente, y las
componentes del gradiente de u como:

=pu =pyn =p, ()
respectivamente.
Reescribiendo la expresion general de F, en términos de las nuevas variabes, se tiene:

F(X1 )J}zi ng ”’p1 )/72)]33) = F(X’ “, P) = O (19)

Para el anterior sistema de EDO de primer orden, la ecuaciéon ' = 0 puede ser inter-
pretada como describiendo una superficie embebida en un espacio de siete dimensiones.
A partir de esto se va a deducir el sistema de las siete ecuaciones EDO.

Se considera una pequefia perturbaciéon a lo largo de la superficie, ' = 0, es decir, a
partir de un punto x de la superficie se obtiene una perturbaciéon al punto en la superficie,
x + dx. Por tanto, se produce una variacién en #y p, y ademds se cumple que

Fx+dx,u+ +éu,p+ dp) =0 (20)

Como F = 0 en el punto inicial,si se aplica una aproximacién de Taylor de primer
orden en las perturbaciones, se obtiene:

F(x+5x,u+5u,p+5p)—F(x,u,p)

OF OF
_2—5 o+ ou +zlg5pj 1)
! J

donde las derivadas parciales son evaluadas en (x, #, p)

Ademas como # y p dependen de x, se pueden escribir las perturbaciones de estas
cantidades, en términos de la perturbacion en x

3

3
ou = 22_u5x[ = Zpi5xi

izl OX; i=1
3 O, 3 82 3
P u P .
op. =Y —Lox = —Lox, j=12,... 22
pj % x,‘ ' i=1 ax,‘a 21 i ' ] ( )

l

ou ou

u
ox, * 1 oxor, vy,

recordando que p; =
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Sustituyendo los resultados de ( 22) en ( 21), se obtienen:

3 3

2| F A Fy 2, 10%,=0 (23)
i=1 Jj=1 i

y como los diferenciales son arbitrarios, la Ecuacion (23) se cumple para cualesquier variacion,

en particular, si x = (dx;, 0, 0) x = (0, dx,, 0) x = (0,0, dx: 3, )> por tanto se debe cumplir que
3
F +F,+>3F,, =0,i=12,... (24)
Y
LLa ecuacién anterior se puede reescribir como
3
SF, =V, FVyp=-|F +F,] i=123 25)
-1 xj

la cual es del llamado tipo cuasi-lineal [11]

Finalmente resolviendo por un método estandar: se define un vector

dx

—=AV F 26

dO' p ( )
donde X es el factor de escala entre las longitudes de los dos vectores. Se reescribe el

producto punto como

VEV, _ldx g poldp @7)
“Ndo Ado
y la Ecuacién (25) como
dp
=— 2|V JFHFE, 28
=2l v (28)

En total se tienen seis (6) ecuaciones entre (26) y (28), las primeras tres definen una
direcciéon en el espacio y las dltimas tres definen la razén de cambio de p en esa direccié
n. Se puede visualizar que existen unas curvas que llenan el espacio y asociado a ellas exis-
ten vectores tangentes, estas curvas son llamadas curvas caracteristicas. En cada punto de
una curva caracteristica, el vector p, define una direccién normal a la superficie de nivel
de #. Finalmente, se requiere una ecuacion que nos describa la razén de cambio de # a lo
largo de las caracterfsticas.

Utilizando la regla de la cadena se obtiene:

Qg oudy -3 (Ap JF, (29)

do—_/]ax do T

= pAVF

p
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En cada punto de una curva caracteristica, el vector p, define una direccién normal a

la superficie de nivel de .

Reescribiendo todas las EDO explicitamente, se tiene que

. dxl
a0 =~ M
dzy
d
{ 2L = —A(Fy, +P1F) (30)
do
dpa
7 o A(Fry + p2Fy)
do.
% = —A(Fzy +p3Fu)
du 3
AZ_f:lijP}
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