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( Resumen \

Contexto: En este documento se realizan varios andlisis a un modelo de particulas autopropulsadas;
dicho modelo permite describir el comportamiento de grupos de individuos. Se caracteriza por presentar
movimientos lineales y circulares lo cuales son empleados para la bisqueda de alimento, asi como
también para evadir obstdculos y depredadores.

Método: Se realizé en primer lugar el célculo de puntos de equilibrio, posteriormente se observa la
conservacion de energia y momento angular, finalmente se realiza la estimacion del radio de giro de las
particulas cuando estas realizan movimientos circulares. Las simulaciones se realizan considerando los
analisis de tal forma que se pueden observar las caracteristicas mds relevantes.

Resultados: De los andlisis realizados se aprecia que el componente de interaccidn entre particulas
actiia como una fuerza centripeta dirigida al centro de rotacién del enjambre, de tal forma que las
particulas pueden describir una trayectoria circular a una velocidad constante.

Conclusiones: Mediante los andlisis realizados se identificaron varias caracteristicas importantes del
modelo estudiado, las cuales son presentadas de forma cualitativa con simulaciones. Principalmente se
pudo observar la capacidad del modelo para describir movimientos lineales y circulares dependiendo
de la configuracién de sus pardmetros.
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/ Abstract \

Context: In this paper several analyzes are performed to a self-propelled swarm model; this model per-
mits to describe the swarm behavior. It is characterized by having both, linear and circular movements
which are utilized to search nourishment as well as to evade obstacles and predators.

Method: In regard of the analyzes performed, it is first calculated the equilibrium points, then the
conservation of energy and angular momentum is observed. Finally, it is performed an estimate of the
rotation radius when the particles made circular motions. The simulations were made considering the
analyzes in order to observe the most important characteristics of the studied model.

Results: From the analyzes, it is seen that the interaction among particles acts as a centripetal force
directed to the rotation center of the swarm, such that the particles can describe a circular trajectory at
a constant speed.

Conclusions: Through the analysis some important features of the model were identified, these features
were presented via simulations. It was mainly observed the capacity of the model to describe linear and
circular movements depending on parameters configuration.

Keywords: Model, particle, self-propelled, vortex.

/

1. Introduccion

El comportamiento de muchos seres vivos estd sujeto a la interaccion que se presenta con sus
vecinos, lo cual es util tanto para la busqueda de alimento como también para evadir depredadores.
El modelado de estos comportamientos ha sido de atencién en dreas como matemadtica, fisica, bio-
logia e ingenieria. Particularmente, en ingenieria se ha buscado emplear tal comportamiento como
inspiracion para solucionar problemas de optimizacion.

En el campo de la biologia resulta de importancia el planteamiento de modelos que represen-
ten los comportamientos de seres vivos tales como aves, peces, hormigas y bacterias, entre otros.
Cuando se trata de comportamientos colectivos se busca modelar las interacciones de los indivi-
duos para reproducir comportamientos emergentes; algunos comportamientos que son de resaltar
corresponden a la capacidad de los individuos para evadir obstaculos y depredadores.

1.1. Modelos de particulas

Una forma empleada para describir el comportamiento de grupos de individuos corresponde al
modelo de particulas activas Brownianas; en particular, con este modelo se busca explotar la carac-
teristica de la formacion de vortices. Son de resaltar los modelos realizados para describir el com-
portamiento del zooplancton Daphnia, puesto que su desplazamiento le permite evadir obstaculos.
El modelo de particula autopropulsada corresponde a uno de los més representativos del zooplanc-
ton Daphnia, donde se considera que el individuo posee una fuente interna para lograr desplazarse
de forma auténoma [ 1].

El modelo de particulas autopropulsadas (Self-Propelled Particles) fue propuesto para estudiar el
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movimiento colectivo de grandes grupos de organismos [2]. Segin [ 1] el movimiento de los indi-
viduos se encuentra regido por la interaccion entre vecinos. Por su parte, los modelos de particulas
autopropulsadas estdn formados por particulas que interactdan a nivel local mediante un compo-
nente de propulsion intrinseca a la particula [1]. Adicionalmente, el fendmeno de auto-propulsion
se observa en procesos fisico-quimicos, donde se tienen particulas pequefias con fuerzas superfi-
ciales sensibles a ciertas temperaturas y concentraciones quimicas [3].

Por otra parte, en [4] y [5] se han realizado anélisis sobre el comportamiento de vorticidad asocia-
do a un ciclo limite en su comportamiento dindmico, dicho analisis es realizado para dos particulas
en dos dimensiones.

El comportamiento emergente que se estudia en este documento consiste en un movimiento circu-
lar de particulas con la formacién de un vortice, ya que esta estrategia de locomocion que emplean
algunos seres vivos para buscar alimento y evadir obstaculos puede ser empleada en otros campos
para la solucién de problemas de buisqueda y exploracion.

1.2. Antecedentes

En el presente documento se lleva a cabo el andlisis y simulacién de un modelo compacto de
particulas autopropulsadas que emplea un potencial parabdlico de interaccion. Este modelo se ca-
racteriza por describir movimientos lineales y circulares; mediante andlisis y simulaciones se valida
el comportamiento del modelo y el efecto que tienen sus parametros.

El modelo ha sido utilizado en varios trabajos; en primer lugar, para el planteamiento de un algo-
ritmo de planeacién de trayectorias de robots méviles tal como se observa en [6] y posteriormente
para el desarrollo de un algoritmo de optimizacién basado en un enjambre de particulas con com-
portamiento de vorticidad [7], [8], [?]. La importancia del andlisis del modelo para el desarrollo del
algoritmo se puede apreciar en [10] y [ 1]. En estos documentos se ha empleado el modelo con-
siderando anélisis parciales; en consecuencia, el objetivo en esta oportunidad consiste en extender
tales anélisis y simulaciones.

En trabajos futuros, se espera que con dichos andlisis se pueda mejorar la seleccion de pardmetros
asi como también el comportamiento del algoritmo basado en el modelo considerado. Con una bue-
na identificacién y andlisis de los parametros del modelo, estos se podrian manipular de tal forma
que el enjambre logre realizar procesos de exploracion y explotacion. El proceso de exploracion
estaria directamente relacionado con la dispersion que puede lograr el enjambre de particulas y la
explotacion con la convergencia del enjambre a un determinado punto.

2. Comportamientos de enjambres

En relacién a las diferentes conductas que se pueden evidenciar en la naturaleza, las congrega-
ciones de individuos son una tematica interesante dados los comportamientos emergentes que se
observan [12]. Aquellos han sido estudiados y representados de forma analitica, siendo de resal-
tar el trabajo presentado en [13] que se enfoca en desarrollar un modelo béasico para representar
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un enjambre de individuos. Un trabajo relacionado se puede apreciar en [2] donde se describen
varios patrones representativos de los enjambres. Adicionalmente, en [12] se hace una revision
del comportamiento colectivo para la formacién de enjambres, observando las propiedades de la
auto-regulacion y algunos principios del comportamiento colectivo como: realimentacion positiva,
realimentacion negativa, direccidn, sincronizacion, integridad, redundancia, umbrales de respuesta,
variabilidad, inhibicidn, egoismo y variabilidad.

Sobre los diferentes enfoques considerados para modelos de enjambres, en [14] se analiza el
efecto que tiene el liderazgo de un individuo; en [15] se consideran las diferentes formas de organi-
zacion que presentan las aves [15] y en [16] se observa el efecto que tiene incorporar mecanismos
de prediccion en un modelo de enjambre. Adicionalmente se tiene modelos de enjambres (como
hormigas) basados en el proceso de dispersion y deteccion de feromonas para la comunicacién
entre individuos, principalmente para la busqueda de alimento. Un trabajo relacionado se puede
apreciar en [ 7], donde se propone un sistema embebido para la simular el aprovisionamiento de
alimentos en colonias de hormigas artificiales.

2.1. Modelos de particulas con comportamiento de vorticidad

El comportamiento de vorticidad es un fendmeno que se presenta con frecuencia en los fluidos
y se debe a la interaccion que existe entre las fuerzas inerciales y viscosas (se suele cuantificar
mediante el nimero de Reynolds [18]). El fendmeno de vorticidad consiste en el movimiento de
forma rotacional (circular) de particulas alrededor de un punto denominado vértice. En dindmica
de fluidos se efectia el analisis de este fendmeno mediante las ecuaciones de Navier Stokes [19].
Ademas de los fluidos, este tipo de comportamiento se presenta en enjambres como cardimenes
de peces, bandadas de aves y colonias de bacterias, entre otros. Para modelar este comportamiento
se tienen dos enfoques representativos; el primero consiste en el modelo de particula autopropulsa-
da [20], [21]; en segundo lugar se tiene el modelo de particula activa Browniana [22]. Este dltimo
considera una componente estocdstica. Tales modelos suelen incorporar potenciales de Morse a fin
de representar la interaccion entre individuos; sin embargo, también se pueden observar modelos
que emplean un potencial parabdlico [23].

Por su parte, en [24] se comenta que los patrones globales de los enjambres se presentan por las
interacciones internas de los individuos. También se expone que el comportamiento circular de un
solo individuo no constituye un comportamiento colectivo de enjambre.

Sobre algunos enfoques empleados para un modelo de enjambre de particulas se tiene:

= Modelo computacional Boids desarrollado para simular congregaciones de individuos (Craig
Reynolds 1986) [25].

= Modelo de interaccién de particulas autopropulsadas (Self-Propelled Interacting Particles),
(Vicsek 1995) [13].

= Modelo de interaccién de particulas autopropulsadas con rango largo de atraccién y rango
corto de repulsion (Levine 2001) [20].

= Modelo de interaccion de particulas Brownianas activas con depdsitos internos de energia
(Interacting Active Brownian Particles with Internal Energy Depot) [26], [27], [28].
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3. Movimiento activo

En un caso escalar, el movimiento activo se encuentra basado en la ecuacion (1), la cual presenta
una bifurcacién supercritica con velocidad v igual a cero debajo del punto de bifurcacion, siendo
el movimiento activo asint6ticamente estable con v = ++/a//5 [3]. En esta ecuacién «v 'y /5 son
pardmetros de propulsion y frenado respectivamente.

dv N
E—Oﬂ) pv* = (a — pv7)v (1

Considerando que una bifurcacion consiste en el cambio de la dindmica y estabilidad del sistema
dependiendo de sus pardmetros, para la ecuacién (1) en estado estable dv/dt = f = (a—Fv*)v =0

se tienen las soluciones v.g = 0, ve1 = Va/B Yy ve2 = —y/a/f. Para determinar el tipo de
comportamiento que presentan los puntos de equilibrio se emplea el Jacobiano obteniendo:
of
% = Qe — 356,03 (2)
Ve, e, e

Del célculo anterior se aprecia que el valor propio del sistema es A = «, — 383.v2. A modo de
ejemplo, considerando 3 > 0 cuando o < 0 solo se tiene una solucion real igual a v, = 0 la cual es
estable; por otro lado, si o > 0 se tienen tres soluciones reales: una para v, = 0 la cual es inestable,
las otras dos para v. = \/a/By v. = —y/a/f las cuales son estables. En la figura 1 se puede
apreciar el diagrama de bifurcacion para estas soluciones.

v La ecuacioén (1) segin [4] corresponde a una
Veq = V/a/B aproximacion por expansion en series de Tay-
lor para la descripcién de un modelo de particu-
las con un deposito interno de energia. Por otro
lado, en [3] se presenta que el comportamien-
to de auto-propulsion ocurre en procesos fisico-
quimicos, donde se tienen particulas pequenas
con fuerzas superficiales sensibles a concentra-
1 ciones quimicas y temperaturas, presentindose

ve2 = —v/a/B la interaccion de fuerzas capil 1 L
pilares y viscosas. La
' ) ' _ capilaridad ocurre cuando las fuerzas intermo-

Figura 1. Diagrama de bifurcacién. Linea continua para . oo £1:
. . ) : leculares adhesivas entre un liquido y un sdli-

las soluciones estables y linea discontinua para la solu- )

cién inestable. do son mayores que las fuer;as intermoleculares
cohesivas del liquido. Esto tiene como efecto la
absorcion del liquido lo cual puede estar en contra de la fuerza de gravedad [3] (la viscosidad

consiste en la propiedad que presenta un fluido para oponerse a deformaciones tangenciales [3]).

4. Modelo de particulas auto-propulsadas
El modelo considerado esta formado por la menor cantidad de componentes que permitan descri-
bir una forma de locomocién con movimientos circulares. Las ecuaciones del modelo considerado

son:
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T 3)
mz% = Fpro,i + Ent,i + Fesp,i (4)

Con la primera ecuacién se puede establecer la posicion 7; de la particula conociendo la veloci-
dad v;. Mediante la segunda ecuacién se puede calcular la velocidad de la particula conociendo las
fuerzas que actian sobre ella.

La ecuacion correspondiente al balance de fuerzas presenta las siguientes componentes:

du;
dt *

= Término de inercia m;
» Componente de fuerzas disipativas y de propulsién F,,,.
» Término de relaciones entre individuos Fj; ;.

= Componente de fuerzas dadas por el entorno ﬁesp.

La fuerza de auto-propulsion se considera como:
Fproi = (=0 + Bv})i (5)

El término anterior es similar al presente en la ecuacion de Van der Pol, esta ecuacion se carac-
teriza por tener un comportamiento de ciclo limite [29]. Segin [21] y [20] cuando se tiene este
término, la velocidad de las particulas en estado estable tiende a ser |v;| = \/a/[5.

Con el fin de representar la interaccion entre individuos, el centro de masa del enjambre corres-
ponde a:

S|
B=—S"F (©6)
NS
El factor dado por las interacciones de particulas se considera mediante un potencial parabdlico

de la forma [27]:
a

Umt,z‘(f;‘a R) = 5(77— R>2
Mediante este potencial se tienen fuerzas que actian directamente hacia el centro de masa del
enjambre, lo cual permite tener un acople global de las particulas al centro de rotacion de estas.
Dichas fuerzas se pueden emplear para controlar la cohesion del enjambre. La fuerza de interaccion
asociada a este potencial es:

ﬁmt,z‘ = _ﬁUmt,i(f;ﬁ) = —a(f; - ﬁ)
a N
i =~z D (F =)
N &

La informacion del entorno o espacio donde se desplazan las particulas se encuentra dada el
campo potencial U.,. La fuerza sobre cada particula que se produce por el potencial U, es:

ﬁesp,i = _kaUesp(FD (7)

Donde, £ es un valor escalar que pondera este componente.
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5. Analisis del modelo

En esta seccion se realizan diferentes andlisis y simulaciones con los cuales se muestran las
caracteristicas mas relevantes del modelo. En primer lugar se establecen los puntos de equilibrio
del enjambre, luego se realiza un andlisis de conservacién de energia y momento angular, con la
finalidad de mostrar que el enjambre es capaz de realizar movimientos circulares. Finalmente se
realiza la estimacion del radio de giro del enjambre. Con las simulaciones se busca evidenciar las
caracteristicas identificadas mediante el analisis realizado.

5.1. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio se pueden establecer como:

dr,
- =0 ®)
dv;
miE =0 9)
es decir
0 = 7 (10)
a N
0 = (~a+Blul’)t = 5 D (7 = 75) = kfVUey (11)
j=1
de lo anterior se tiene que v; = 0, por lo cual:
a N
3 2 = 75) 4k VU = 0 (12)
j=1

en el caso que U.g, tenga un valor minimo ﬁUesp = 0, por lo cual, se tiene §; Z;.V:l(ﬁ — ;) =0,
es decir, —a(7; — R) = 0 y finalmente 7; = R. Particularmente de la suposicién VUc,|7 = 0 esto
se cumple si VUep|z = 0, es decir que 7; = 0y 73 = R es un punto de equilibrio.

5.2. Analisis de energia

El andlisis de estabilidad se hace considerando el procedimiento empleado en [30]. Partiendo de
la ecuacién dindmica del modelo:

dv;

— a — — —
P (= Bof)T; — — Z(ﬂ —75) = kfVUesp.i (13)

En primer lugar se realiza el cdlculo de la energia cinética 7; y potencial U; para una particula de
tal forma que se tiene:

(14)
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Ui = Uint,i + kaesp,i (15)
Tomando la derivada de la energia total F; = T; + U;:
d d (1
—(T; + U;) = — | 2mv] + Usnei + kyUecspi 16
i LU dt<2mv’+ bi R p’) (16)
d A A
E(E + Uz) = mTy;v; - E —+ v; - CLZ(W — T’j) + v; - ]CfVUesp,i (17)
j:
De la ecuacion (13) es posible calcular:

)i — B - VUit — U - kg VU, (18)
Sustituyendo la ecuacién (18), en (17) se obtiene:

CTAT) =7 (o= )0 (19)

Sumando las contribuciones de todas las particulas:

N
STty =Y 0 (0 - p) (20)
=1

De lo anterior se tiene que el enjambre de particulas se encuentra en un estado de energia cons-

tante si:
N

> G- (o= o)t =0 1)

i=1

Por lo tanto, se puede tener un estado de equilibrio cuando v; = 0 0 v; = £+/a/f.

5.2.1. Analisis de momento angular

Mediante este andlisis se busca evidenciar el comportamiento de vorticidad asociado al modelo,
para esto se lleva a cabo un andlisis de conservacion de momento angular.

De forma general, el andlisis de momento angular permite observar en los sistemas fisicos las
simetrias rotacionales. En algunos casos esta simetria permanece constante dando lugar a la ley de

conservacion de momento angular.

Considerando una particula como la mostrada en la figura 2, la cual se mueve en relacion a un
punto O, el momento angular de la particula respecto a este punto corresponde a:

L=7xmi (22)
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z En este analisis se busca establecer cuando L
es constante es decir dL/dt = 0, entonces, en
primer lugar se tiene:

dL  dF i
— = — XMmU+TXm— 23
0 dt — dt a
D v Puesto que d7’/dt x ' = 0, entonces:
" y
x m -
Figura 2. Movimiento circular de una particula alrededor dL L =
de O. L =rxF (24)

Considerando lo anterior, la conservacion del momento angular se tiene cuando 7 x F' = 0, lo
cual se presenta en alguna de las siguientes situaciones:

» La magnitud de la fuerza es cero.
» La fuerza que se ejerce sobre la particula pasa por el radio de giro de esta.

La segunda situacion ocurre con particulas que giran respecto a un punto fijo a velocidad constante.

Para el modelo en consideracion, las condiciones de conservacion del momento angular se pueden
establecer realizando el producto vectorial de 7; con la segunda ecuacién de movimiento del modelo
de tal forma que se tiene:

47, . .
é%zﬂxm—&%@—ﬂxv%m—ﬁXMV%w' (25)

Tomando la suma para todas las particulas se tiene:

mzf; X

N g N N N
X ==X (= Bu)T = Y 7 X VUi — 7 X ky VUi (26
;m i X ;r (v — Bvi)v Zr t, ;r 7 - (26)

i=1

Empleando la identidad 7; X 7; = —7; X7; se puede comprobar que los torques internos producidos
por las interacciones de dos particulas se anulan:

N N a N
E TiXVUint,i = Tixﬁ E (7”1'—7‘]‘)
i—1 i=1 j=1
N N
a — — — —
= NE E (TiXTi—TiXTj)
i=1 j=1
a N N
= N E E (=75 % TJ)
i=1 j=1
= 0
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Como es de apreciar, la fuerza Fj,,; ; esta dada por la interaccion de pares de particulas a lo largo
de 775, de tal forma que debido a la simetria de las interacciones internas, este término tiende a ser
nulo. Para evidenciar el anterior resultado es posible desarrollar estas sumas de la siguiente forma:

N N
DN Fx ) = ((Fx F) + (71 x 7)) + (7 X 75) 4 -+ (7 X Fy)
i=1 j=1
+(7?2XF1)+<772X772)+(F2ng)—l-“ +(F2X7?N)
—|—(FgXFl)—F(FgX??Q)—}—(FgXFg)—F" +(F3XFN)

+(Fy X 7)) 4+ (Fy X ) + (Fy X 73) + -+ (Fx X Tn)]
=0

Considerando que el momento angular asociado a una particula es:
L; = m;T5 X 1 (27

Para establecer la condicion de la conservacion del momento angular se tiene:

N N
L 7
Zd’z miis x 20 (28)

=1 =1

Reemplazando la ecuacion (26), en (28) se tiene:

dL; . o . -

> = > o (a = Bud)T; = > 7 X kyVUeqp (29)
i=1 i=1 i=1

Considerando el resultado obtenido del analisis de energia donde se tiene un estado constante

de energia cuando v = 0 0 v = ++/«/[3, al reemplazarlo en la ecuacion (29), el componente de

auto-propulsion se elimina. De otro lado, considerando un potencial U,,(7;) con simetria cénica

que produce fuerzas radiales paralelas a 7; se establece que:

N
D 7 X kyVUespi =0

i=1

Bajo las anteriores consideraciones se tiene que:

dL;
=0 30
; — (30)

de tal forma que el momento angular se conserva; por lo tanto, en un estado constante de energia y
bajo la influencia de una funcién U,,(7;) con simetria conica, el enjambre de particulas describe un
movimiento circular con la presencia de un vortice. Adicionalmente, es de notar que al tener ky = 0
se mantiene la conservacion del momento angular, por lo que también se presentan movimientos
circulares en la ausencia de U, (7}).
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6. Estimacion del radio del enjambre

Considerando un movimiento circular uniforme para una particula ¢ como el mostrado en la figura
3, se tiene una fuerza tangencial F7r y normal Fly tal que:

U2

FN = myan = mM;—
R

FT = miaT:wR

donde ay y ar son las aceleraciones normal y tangencial, v la velocidad lineal, w la velocidad
angular, w la aceleracién angular y R el radio.

Para un movimiento circular uniforme se tiene en primer lugar que w = 0 y considerando los
resultados del andlisis de energia, la velocidad se puede tomar como v = y/a/f5.

Teniendo en cuenta la fuerza de interaccidn (sin potencial externo) y las particulas efectuando
un movimiento circular con radio R, se tiene entonces que la fuerza tangencial corresponde a
Fr = aR. Bajo estas consideraciones se tiene:

miUQ

R

=aR 3D

conv = \/a /[, se establece que:
m;c

R =

(32)

En un caso mas general, donde se presenta un potencial externo U, se tiene que la fuerza pro-

ducida por este potencial estd dada por F = ﬁUesp, considerando que este potencial presenta una

fuerza normal F'y, entonces:

mﬂ]z

T aR+ Fy (33)
o 2
mZB =aR"+ FnR (34)
2 a
por lo cual se tiene: Tt~
F N
—Fy £ /F?% + 4am,;« Y &
R = N \/ é\/ /ﬁ (36) : \ T
a |
- - w\ 7,
R Fy
1
Para determinar el signo de la raiz se conside- K
ra el caso cuando o = 0 en el cual el radio debe ,/
tender a ser cero, por lo tanto se concluye que el g
signo del radical es positivo. Figura 3. Fuerza normal y tangencial.
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En el caso de tener Fy = 0 la expresion coincide con el andlisis inicial donde:

m;o
af

A manera de ejemplo se puede considerar un potencial Uy, con simetria conica de la forma
Uesp = (2% + y*)/2, entonces, Fiy = R, por lo cual:

R:

2
~- =aR+R
es decir: o
mi— = (a + 1) R?
5 (a+1)
despejando el radio de giro se tiene:
m;a
R=,/——— 37
(a+1)p 7)

7. Simulacion del modelo

Con el fin de realizar la simulacion del modelo las ecuaciones diferenciales (3) y (4) se convierten
a tiempo discreto, empleando una aproximacion de Euler de primer orden con un intervalo de
tiempo At, de tal forma que se tiene:

riln+ 1] = 7n] + vn]At (38)

N
Gn+1] = @]+ |(a— Bu2ln]) n —%Z n] = 7yfn)) = VU (7)| = (39)

Jj=1

Como es de apreciar, los pardmetros mds representativos del modelo son NV, a, a'y /3, por lo que
en primer lugar se realiza un grupo de simulaciones donde se consideran diferentes valores de estos
parametros. Asi, con este grupo de simulaciones se busca observar las caracteristicas mas domi-
nantes del modelo.

Una de las primeras caracteristicas a observar se encuentra asociada con la fuerza de auto-
propulsién F; = (o — Bv?)v;. Desde un punto de vista practico, esta se puede considerar como
una fuerza de tipo disipativa Fy;s = —F;. En la figura 4 se puede observar su efecto para di-
ferentes valores de «; al incrementar su valor la fuerza de propulsion aumenta. En esta figura los
valores negativos corresponden a la propulsién suministrada, mientras que los valores positivos se
encuentran asociados con la accién de frenado.

Adicionalmente en la figura 5 se puede observar el comportamiento de Fy;s para diferentes valores
de 3. Como es de apreciar, al incrementar el valor de 3 la fuerza de propulsién disminuye mientras
se incrementa el efecto de la fuerza de frenado. También se puede notar que existen valores de v
donde esta fuerza es negativa produciendo en este caso una propulsion de la particula.
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Fdis Fdis
2+ 2 +
1+ a= 1+ B=1
a=04 (— B =04
| | | v 1 1 1 v
—1 W 2 3 -1 2 3
—1 4 —_14
92 1 —9 1

Figura 4. Fuerza no lineal en funcién de v, para 8 = 1y  Figura 5. Fuerza no lineal en funcién de v, paraac = 1y
ade2,1y04. Bde2,1y0,4.

8. Simulacion del modelo sin potencial externo

En este grupo de simulaciones se considera que no existe el potencial externo asociado al am-
biente. Principalmente se observa el efecto que tienen los parametros V, a, o'y (3 en la distribucién
final del enjambre. La simulacidn se realiza empleando un paso fijo de At = 0,1.

8.1. Simulacion con movimiento de rotacion

Considerando condiciones iniciales aleatorias tanto para la posicidon como para la velocidad, se
tienen los resultados presentados en la figura 6, donde se observa que el enjambre describe una
trayectoria circular, aprecidandose diferentes radios de giro segtin los pardmetros considerados; adi-
cionalmente, es de notar que el sentido de giro no es el mismo para todas las particulas.

En la figura 6 se puede observar que el centro de rotacion de las particulas depende de las condi-
ciones iniciales, debido a la falta de un potencial externo que influya en el desplazamiento de estas.
También es de apreciar en las simulaciones de la figura 6, que el sentido de giro de las particulas
no presenta la misma direccion para todas, ya que no se considera ninguna fuerza de alineamiento
en el modelo seleccionado. Finalmente, es de resaltar que al tener un valor mayor de (3 el radio de
giro tiende a disminuir, lo cual se considera con mayor detalle en simulaciones posteriores.

8.2. Simulacion con movimiento de traslacion

Esta simulacion corresponde a un caso particular donde el enjambre realiza un movimiento de
traslacion. Este tipo de movimiento se presenta cuando la posicion y velocidad inicial de las particu-
las es la misma. La posicion inicial corresponde al punto [0, 0] origen del sistema de referencia y
la velocidad se toma como [vy; 0, vy 0] = [0,001, 0,001]. De esta forma, en la figura 7 es posible
apreciar el movimiento de traslacién que describen las particulas cuando las condiciones iniciales
son iguales para la posicion y la velocidad.
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Iteracion: 300 Iteracion: 300
8 8
6 6
4 4
2 2
> 0 oo B g > 0 ﬁ Q%}
-2 §> as % -2 -
-4 e, @ -4
-6 -6
S 0 5 R 0 5
X X
(a) Simulacién con N = 10 individuos y 8 = 0,2. (b) Simulacién con N = 10 individuos y # = 0,5.
Iteracion: 300 Iteracion: 300
8 8
6 6
4 4
2 &7 3 2
> 0 4 >0 @
-2 e -2 o
-4 -4
-6 -6
R 0 5 R 0 5
X X
(c) Simulacién con N = 20 individuos y 8 = 0,2. (d) Simulacién con N = 20 individuos y 5 = 0,5.
Figura 6. Simulacién sin la presencia de potencial externo, paraa =1y a = 1.
Iteracion: 100
8
6
Como se ve en la figura 7 la posicioén de las 4
particulas coincide describiendo un movimien- 5
to lineal en direccion de la velocidad inicial. En -0 )

este caso, el enjambre se comporta como una

. p -2
sola particula presentdndose un colapso del en-
) ) . . -4
jambre, producido por las condiciones iniciales
-6

de las particulas.

(o]

-5 0 5
X
Figura 7. Simulacién con N = 10 individuos, 8 = 0,2,
a=1lya=1.
9. Simulacion del modelo con potencial externo

En este conjunto de simulaciones se observa el efecto que tiene el potencial asociado al espa-
cio o ambiente donde se desplazan las particulas. Este potencial puede ser empleado para guiar el

INGENIERIA o VOL.21 ¢ NO.3 ¢ ISSN0121-750X e E-ISSN2344-8393 ¢ UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS 337



Andlisis de un Modelo de Particula Auto-propulsada

Iteracion: 1 Iteracion: 30
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(a) Condicion inicial.

Iteracion: 150
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10 \

Qe

-

-10 -5

-
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X

-0 -5 0 5 10
X

(b) El enjambre comienza a moverse hacia
el origen.

Iteracion: 200

15

10] |

c

10 -5 0 5 10
X

(c) El enjambre estd cerca del origen. (d) El enjambre describe un movimiento

circular alrededor de su centro de masa.
Figura 8. Comportamiento del enjambre en la presencia de un potencial externo.

enjambre. Para garantizar la convergencia del enjambre a un mismo punto, el potencial debe ser
monomodal, es decir que solo presenta un punto minimo.

El potencial considerado en dos dimensiones presenta simetria conica de la forma U, = kyx? +
k,y?, para el caso donde k, = k, se tiene un potencial “parabdlico” (paraboloide de revolucién),
por otro lado con k, # k, se presenta un potencial “eliptico” (paraboloide eliptico).

9.1. Combinaciéon de movimientos de traslacion y rotacion

En esta simulacion se puede apreciar que el enjambre presenta dos comportamientos, un movi-
miento de traslacion y otro de rotacion alrededor de un punto (vortice). Para ilustrar este hecho, se
tiene un espacio de dos dimensiones tal que 7 = [z, y]T y un enjambre sometido a un potencial
parabélico de la forma U, (7) = 0,5|7|?, el cual se encuentra centrado en el origen. Las particulas
tienen condiciones iniciales [z; o, ;0] # 0 parala posicion y [v,; 0, vyi0] = [0, 0] para la velocidad,
donde las posiciones iniciales son elegidas al azar. Los pardmetros del modelo en esta simulacion
son N =20,a=4,=1ya=1.

En la figura 8, es posible observar como las particulas se desplazan primero al origen (punto
minimo de U,,,) y una vez que el enjambre esta lo suficientemente cerca de este punto, realiza mo-
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vimientos circulares (comportamiento asocia-
do a un ciclo limite) donde la magnitud pa-
ra la velocidad de cada particula tiende a ser

|U;| = +/a/pB, lo cual se puede apreciar en la
figura 9.

Con estas simulaciones se puede apreciar los
intercambios del sistema acoplado (enjambre)
entre movimientos de traslacion y rotacion. Para
el caso considerado el comportamiento esta da-
do por una funcién parabdlica (convexa), por lo
cual, para otro tipo de potenciales el enjambre
puede exhibir un comportamiento mas comple-
jo.

0 50 100 150 200
Iteracion

Figura 9. Evolucién de la velocidad para cada particula
del enjambre. Las magnitudes de las velocidades conver-
gen a un valor constante de 2 = \/a/.

9.2. Velocidad y distribucion del enjambre

Con el propésito de observar la distribucidn de las particulas, asi como la velocidad de estas cuan-
do se tiene un potencial externo, se realiza un conjunto de simulaciones considerando un potencial
parabdlico U,,, = 0,5(z? +y?) tomandom; = 1,a =1, N = 20, 3 = 1y a para 2 y 4, los resulta-
dos obtenidos para estos casos se muestran en las figuras 10 y 11. En la figura 10 se presentan los
resultados para 200 iteraciones con o = 2y condiciones iniciales aleatorias para la posicion.

Iteracion: 200

%

-5 0 5
X

(a) Distribucién de las particulas.

il

0 50 100 150 200
Iteracion

(c) Magnitud de velocidades.

[oc]

(b) Trayectorias de las particulas.

4 —— Radio medido
3.5 —Radio estimadp
3
2.5
!
1.5
1 \/
0.5
% 50 100 150 200

Iteracion

(d) Radio medido y estimado.

Figura 10. Resultados de la simulacién con o = 2.
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Iteracion: 200

8 8
6 6
4 4
2 o 2
o 2y o
. oo 2
-4 -4
-6 -6
S— 0 5 E— 0 5
X X
(a) Distribucion de las particulas. (b) Trayectorias de las particulas.
—— Radio medido
3.5 —— Radio estimadg
3
2.5
xr 2
1.5
i
0.5
GO 5.0 100 ) 1.50 200 00 5.0 100 i} 1.50 200
Iteracion Iteracion
(c) Magnitud de velocidades. (d) Radio medido y estimado.

Figura 11. Resultados de la simulacién con o = 4.

La figura (a) muestra la localizacién y orientacion final de las particulas observandose la forma-
cién de un vortice. Por su parte en (b) se tiene el recorrido de las particulas, (c) muestra la magnitud
de las velocidades y en (d) se puede apreciar el valor del radio medido y del estimado para el en-
jambre de particulas.

Considerando la ecuacion (37) se puede establecer el radio de giro de tal forma que para o = 2
se tiene un radio estimado de 1,0 y para o = 4 se tiene un radio estimado de 1,4142.

En la figura 11 se pueden observar los resultados de la simulacién en el caso de tener & = 4. En
estas figuras se aprecia que el enjambre logra tener una distribucion circular donde su radio de giro
se encuentra cerca del valor estimado. Adicionalmente se puede apreciar de nuevo que la magnitud
de la velocidad de las particulas tiende a ser |0;| = /«a/p.

9.3. Simulacion para un potencial no simétrico
En este caso se considera un potencial de la forma Uy, = (k,2* + k,y?) y los pardmetros del

modelo conm; = 1,a =2, N = 20, § = 1y a = 4. Las condiciones iniciales de las particulas se
consideran aleatorias para las posiciones y cero para las velocidades.
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Iteracién: 200

8 8
6 6
4 4
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> 0 > 0
I €4 -
-4 -4
-6 -6
8 -5 0 5 8 -5 0 5
X X
(a) Distribucién de las particulas y posi- (b) Trayectoria de las particulas.
cién media.

0 50 100 150 200
Iteracién

(c) Magnitud de la velocidad de las
particulas.

Figura 12. Distribucion de las particulas y magnitud de velocidades, para k, =4y k, = 0,5.

En la figura 12 se pueden apreciar los resultados de la simulacién cuando se toma k, = 4y
k, = 0,5. En (a) se muestra la posicion media de las particulas y la distribucién de estas en la
dltima iteracién. Por su parte, en la figura (b) se tiene la posicion de todas las particulas y en la
figura (c), se muestra la magnitud de la velocidad de las particulas.

En estas simulaciones se aprecia que no se presentan movimientos circulares perfectos. Sin em-
bargo, al seguir teniendo un potencial monomodal, las particulas describen movimientos oscilato-
rios alrededor del punto donde el potencial tiene su menor valor.

10. Simulacién del modelo para cuatro dimensiones

Con el proposito de apreciar el comportamiento del enjambre en varias dimensiones se realiza
una simulacidn para cuatro dimensiones teniendo el resultado mostrado en las figuras 13, 14 y 15.
Para la visualizacién de estos resultados, se toman las diferentes parejas de ejes coordenados que
se pueden tener y se presentan en los respectivos planos el desplazamiento y orientacién de las
particulas.

En la figura 13 se muestra la posicion media de las particulas, asi como la distribucién y orienta-
cidén de estas en la dltima iteracion para los diferentes pares de ejes coordenados. En la figura 14 se
tiene la posicion de todas las particulas y en la figura 15 se muestra la magnitud de la velocidad de
las particulas.
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Figura 13. Distribucién de las particulas en la dltima iteracidn (representacion en parejas de coordenadas).
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Figura 14. Trayectorias de las particulas (representacion en parejas de coordenadas).
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Con las simulaciones de las figuras 13y 14 se
observa que el modelo permite describir com-
portamientos ciclicos (cercanos a movimientos 2.5
circulares) en las cuatro dimensiones. Es de 2
apreciar un comportamiento similar para los di-
ferentes pares de ejes coordenados que se toma-
ron para la presentacion de los resultados. Adi-
cionalmente, en la figura 15 se comprueba que

la magnitud de la velocidad de las particulas tie- 0 : : : :
0 50 100 150 200 250
ne a Ser 4/ Oé/@ Iteracion

Figura 15. Magnitud de la velocidad de las particulas.

11. Conclusiones y expectativas futuras

Con el andlisis realizado se mostré que el enjambre de particulas puede describir comportamien-
tos circulares con la presencia de un vértice. Adicionalmente mediante las simulaciones se co-
rrobor6 de forma cualitativa los resultados obtenidos del analisis. Se espera que estos analisis se
puedan emplear en trabajos futuros para mejorar la selecciéon de parametros, asi como el compor-
tamiento del enjambre.

Para una situacién donde las velocidades y posiciones iniciales de las particulas son iguales, se
presenta un movimiento lineal de las particulas. Cuando las posiciones y velocidades iniciales de
las particulas se consideran aleatorias el enjambre logra describir un movimiento con caracteristi-
cas de vorticidad.

Mediante simulacion se puede observar que la estimacioén del radio del giro del enjambre se
acerca al valor real medido del enjambre. Este resultado permite establecer un mecanismo para
controlar de forma aproximada el comportamiento del enjambre al modificar sus pardmetros.

Aunque la presentacion de los resultados de la simulacién en més de tres dimensiones puede li-
mitar la observacion completa del comportamiento del enjambre, con la metodologia empleada se
puede apreciar de forma aproximada el movimiento que tienen las particulas.

Este tipo de comportamiento se puede emplear para el desarrollo de algoritmos de optimizacion
de tal forma que se pueda mejorar la capacidad de exploracion y explotacion al incluir movimientos
circulares y lineales del enjambre. La exploracion se relaciona con la dispersion que puede lograr el
enjambre de particulas y la explotacién con la convergencia del enjambre a un determinado punto.
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