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Resumen Abstract
Los modelos lineales para identificar los puntos críti-
cos de funcionamiento de ejes dependen en gran me-
dida de los coeficientes lineales que representan la
película de lubricación en la que el eje se apoya y
las fuerzas de excitación del eje. Sin embargo, la
magnitud de los coeficientes de la película de lu-
bricación determinados en los estudios de dinámica
rotacional para turbocompresores (TC) de motores
de combustión interna alternativos (MCIA) todavía
presentan una gran incertidumbre, es por esto por
lo que se han estimado los coeficientes lineales que
representan la película de lubricación hidrodinámica
en un turbocompresor de automoción con cojinete
semiflotante mediante diferentes metodologías. Estas
metodologías están basadas en la resolución de la
película de lubricación con la ecuación de Reynolds
mediante diferentes aproximaciones. Estas aproxima-
ciones son la de cojinete corto y la de cojinete de largo
infinito. Para generar las fuerzas de excitación sobre
las ruedas del compresor y de la turbina se han hecho
ensayos con distintas magnitudes con una frecuencia
síncrona. Al final, los parámetros de entrada del mo-
delo (coeficientes lineales de la película de lubricación
y fuerzas síncronas) son ajustados con medidas ex-
perimentales de la órbita descrita por la punta del
eje en el lado del compresor y se han identificado
los principales puntos críticos de funcionamiento rela-
cionados con la frecuencia síncrona del eje mediante
un diagrama de Campbell. Los resultados obtenidos
son validados con medidas experimentales.

Linear models to identify critical points of operation
depend largely on linear coefficients representing film
lubrication, in which the shaft is supported, and the
exciting forces of the shaft. However, the magnitudes
of the coefficients of the oil film determined in rota-
tional dynamics studies of small turbochargers (TC)
still have great uncertainty. In present paper the linear
coefficients of the film hydrodynamic lubrication in
automotive turbocharger with semi-floating bearings
have been estimated using different methodologies.
These methodologies are based on the resolution of
the film lubrication Reynolds equation using differ-
ent approaches. These approaches are short bearing
and long infinite bearing. Different tests have been
made with various magnitudes with a synchronous
frequency to generate excitation forces on the com-
pressor and turbine wheels. At the end, the input
parameters of the model (linear coefficients of the
lubrication film and synchronous forces) are fitted in
order to predict the measured orbit described by the
shaft tip on the compressor side. The main critical op-
eration points have been identified by a Campbell di-
agram. These points are related with the synchronous
frequencies of the shaft. The obtained results have
been compared with experimental measurements.

Palabras clave: Coeficientes lineales, ecuación de
Reynolds, película de lubricación.

Keywords: Linear coefficients, lubrication film,
Reynolds equation.
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1. Introducción

La tendencia de mejorar la eficiencia, disminuir las
emisiones, incrementar la potencia especifica y dis-
minuir la cilindrada de los MCIA se denomina “down-
sizing” y una de las estrategias que más se ha venido
utilizando para cumplir con esta tendencia es la sobre-
alimentación mediante TC [1]. Los TC que se utilizan
en MCIA tienen un nivel de exigencia muy alto en
su funcionamiento, como un ejemplo se puede citar
la tasa de aceleración rotacional que en turbocompre-
sores pequeños puede llegar hasta los 500 000 rpm/s.
Debido a estas exigencias las características dinámicas
y termofluidodinámicas deben ser estudiadas minu-
ciosamente para aprovechar al máximo la eficiencia
de los TC. En este contexto el estudio de la dinámica
rotacional nos permite tener una visión más detallada
del comportamiento del turbocompresor y permite
identificar las principales fuentes de excitación.

En su mayoría los tipos de apoyos en turbocompre-
sores de MCIA son de lubricación hidrodinámica [2],
hay otros tipos como apoyos de rodamientos, pero son
menos utilizados debido a su mayor costo. El compor-
tamiento de la película de lubricación se puede apro-
ximar alrededor de un punto con un modelo lineal de
muelle y amortiguador, si los movimientos excéntricos
del eje son pequeños. Sin embargo, el comportamiento
de esta película de lubricación es muy poco lineal, más
aún cuando las excentricidades con las que se mueve el
eje son importantes, aún así en la actualidad debido a
su sencillez, se siguen utilizando los coeficientes lineales
en la mayoría de modelos de dinámica rotacional.

Los estudios experimentales para determinar los
coeficientes lineales de la película de lubricación tradi-
cionalmente se han realizado en ejes de mayores di-
mensiones [3], [4] que las de los ejes de TC de MCIA,
debido a la dificultad de instrumentación de los TC
por su pequeño tamaño. También se han estudiado las
películas de lubricación mediante diferentes códigos
de CFD para obtener los coeficientes lineales [5], [6] y
estimar las pérdidas por fricción del lubricante [7].

Los estudios de dinámica rotacional pretenden iden-
tificar los puntos críticos de excitación del movimiento
para poderlos evitar de distintas maneras, como por
ejemplo modificando las características de rigidez o
amortiguación del sistema de apoyo del eje [7]. Sin em-
bargo, en turbocompresores de MCIA debido al rango
tan amplio de regímenes de giro en los cuales funcio-
nan, es difícil evitar estos puntos críticos de excitación,
por lo tanto, se deben identificar para entender las
causas físicas de las excitaciones y poderlas atenuar.
Al disminuir la amplitud de movimiento del eje se po-
dría disminuir la holgura entre los álabes de la rueda
del compresor y la voluta llegando a tener mejoras en
el rendimiento de un compresor [8].

Tradicionalmente, los modelos físicos de dinámica
rotacional resuelven la ecuación (1) en la que se con-
sideran como parámetros de entrada la geométrica y
el material del rotor, los coeficientes lineales de amor-
tiguación y rigidez de la película de lubricación y los
coeficientes de rigidez y amortiguación correspondi-
entes al rotor. También se deben considerar las fuerzas
de excitación que actúan sobre el rotor, como por
ejemplo, en el caso de TC de MCIA pueden estar
relacionadas con el desequilibrio del rotor, fuerzas pul-
santes relacionadas con los gases de escape o del aire
en la admisión o excitaciones estructuras provenientes
del motor.

Mq̈ + (Cs + C)q̇ + (Ks + K)q = f(t) (1)

Donde:

M: Matriz de masas e inercias del rotor.
Cs: Matriz de coeficientes de amortiguación del eje.
C: Matriz de coeficientes de amortiguación de la

película de lubricación.
Ks: Matriz de coeficientes de rigidez del eje.
K: Matriz de coeficientes de rigidez de la película

de lubricación.
q: Vector de vibración del eje.
f : Vector de fuerzas de excitación.

La identificación de los puntos críticos de fun-
cionamiento en TC pueden ser identificados con un
modelo lineal mediante diagramas de Campbell [8], [9],
[10], [11]. Sin embargo, estos se han realizado para TC
con cojinetes flotantes y existen discrepancias entre
los regímenes de giro de los puntos críticos.

Para la validación de los modelos de dinámica rota-
cional se han utilizado diferentes técnicas de medida
como por ejemplo: sensores inductivos [10], [11] y vi-
brómetros de láser Doppler [12]. En este trabajo se ha
utilizado una técnica de medida basada en el efecto
albedo con sensores infrarrojos.

2. Metodología

En los modelos físicos sobre dinámica rotacional exis-
ten algunos parámetros de entrada y para que el mo-
delo pueda reproducir con mayor exactitud la realidad,
se dependerá del conocimiento que se tenga de estos
parámetros. Como se explicó anteriormente según la
ecuación (1) de la dinámica rotacional, son necesarios
algunos parámetros de entrada. Para estimar los pará-
metros de entrada al modelo se han realizado estudios
teóricos y experimentales.

Primero se lleva a cabo un preproceso. Se realiza
la geometría del rotor mediante un software de CAD
y con valores medidos de las masas y densidad de los
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materiales experimentalmente. Con esta información
se pueden establecer las masas e inercias correspondi-
entes al rotor. La geometría es simplificada de 3D a un
modelo axisimétrico 2D, se mantienen las característi-
cas físicas de masas e inercias, esto para disminuir el
tiempo de cálculo con el modelo de elementos finitos
utilizado. Con esta geometría simplificada se hace un
mallado del rotor en estudio para poder calcular con
el modelo de elementos finitos.

Después se hacen estudios para determinar de ma-
nera preliminar los parámetros de entrada el mo-
delo:

a) Se modela la película de lubricación de un TC con
cojinetes semiflotantes. Esto se realiza para apro-
ximar los valores preliminares de los coeficientes
correspondientes a la película de lubricación. Se
resuelve la ecuación de Reynolds bajo diferentes
hipótesis.

b) Se estudia las fuerzas de excitación del eje. Se ha
considerado solo una fuerza de excitación síncrona
con el movimiento del eje y para determinar el
rango preliminar de las fuerzas que pueden actuar
sobre el eje se han realizado ensayos de vibración
del eje con distintos niveles de desequilibrio en un
banco de equilibrado de ejes.

Con el estudio preliminar se hace un ajuste final
de los parámetros de entrada. Para esto se realiza un
ajuste de los coeficientes de la película de lubricación
y de las fuerzas de excitación mediante un estudio de
disminución de errores. El estudio de disminución de
errores consiste en minimizar el error entre los pará-
metros de la medida experimental de la órbita en la
punta del eje del compresor y la órbita en el compresor
que reproduce el modelo.

Al final con los coeficientes ajustados se predicen
los puntos críticos que puede tener el rotor de un
TC con cojinetes semiflotantes bajo las suposiciones
del estudio realizado y se compara los resultados del
modelo con los resultados experimentales obtenidos
con el mismo TC.

2.1. Preproceso

Primero se realizó la geometría en 3D con álabes y
con la mayoría de detalles del rotor como se puede ver
en la Figura 1 (izquierda). Para que los elementos del
rotor tengan mayor exactitud con las inercias reales
se ha realizado una medida de las densidades de los
materiales de cada una de las partes del rotor, estas
densidades se han asignado a cada elemento correspon-
dientemente en el programa de CAD utilizado para
realizar la geometría. Esta geometría 3D ha sido sim-
plificada en un sólido en rotación, Figura 1 (derecha),
manteniendo las características físicas del eje como la

masa, su centro de gravedad y las principales inercias,
el error entre las inercias de la geometría inicial y la
geometría simplificada es despreciable. En la Tabla 1,
se puede ver una comparación de las características
del rotor con álabes a la izquierda y sin álabes a la
derecha (sólido en rotación).

Figura 1. Geometría del rotor 3D y geometría del sólido
en rotación.

Tabla 1. Características físicas del rotor con álabes y
simplificado.

Modelo con Modelo sin
álabes álabes

Masa (g) 125 125
Volumen (mm3) 22513 22513
Centro de masas (mm)
x 0.065 0.065
y 0 0
z 0 0
Momentos de inercia (g/mm2)
Id 10961 10961
Itry 106917 106916
Itrz 106917 106917

2.2. Parámetros de entrada en el modelo

Los parámetros de entrada del modelo están divididos
en dos grupos: primero, coeficientes de amortiguación
y rigidez de la película de lubricación y segundo, las
fuerzas de desequilibrio que actúan sobre el eje. Para
determinar el primer parámetro de entrada (los coe-
ficientes de rigidez y amortiguación de la película de
lubricación) se realizaron varios cálculos analíticos me-
diante la resolución de la ecuación de Reynolds. Para el
segundo parámetro de entrada se han realizado varios
ensayos para determinar el orden de magnitud de las
fuerzas de desequilibrio que actúan sobre el rotor de
un turbocompresor.

2.2.1. Cálculo de los coeficientes de rigidez y
amortiguación de la película de
lubricación

Como se mencionó en la introducción, otros investi-
gadores han realizado diferentes estudios teóricos y
experimentales sobre la identificación de coeficientes
de amortiguación y rigidez en cojinetes radiales, pero
en su mayoría en máquinas de gran tamaño. También
se han desarrollado comparaciones de las diferentes
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soluciones de la ecuación de Reynolds, llegando a la
conclusión de que para valores pequeños de excentri-
cidad todas las soluciones tienen errores que no son
significativos [5]. Sin embargo, para valores de excen-
tricidad más elevados las diferencias entre soluciones
son más relevantes.

Los primeros cálculos para estimar los coeficientes
de la película de lubricación se realizaron con la apro-
ximación de cojinete infinito y cojinete corto para la
solución de la ecuación de Reynolds y con una zona en
la que se considera cavitación manteniendo un valor
constante de la presión en esa zona, esto se basa en
la aproximación de la película de lubricación según
Gümbel [13].

Las características geométricas del eje y del cojinete
semiflotante del turbocompresor Honeywell-GT14 han
sido utilizadas para el cálculo de la presión. En la
Figura 2 se pueden ver las medidas del apoyo del eje
(izquierda) y el cojinete (derecha), estas fotografías se
realizaron con una lupa microscópica, con el objetivo
de aumentar la precisión y la exactitud en la medida.

La holgura de lubricación con un eje totalmente
centrado es de 0.042 mm, para esta geometría.

Figura 2. Fotografía en microscopía del eje y cojinete.

En la Figura 3 se observa un esquema de las fuerzas
de la película de lubricación sobre el eje. Estas fuerzas
son el resultado de la integración de la distribución de
presión alrededor del eje y esta distribución de presión
puede ser estimada con la resolución de la ecuación de
Reynolds bajo diferentes hipótesis como de cojinete
corto, cojinete infinito o cojinete finito [13]. En este
trabajo se estima la distribución de presión con las
hipótesis de cojinete corto y cojinete infinito, como
primera aproximación para encontrar los valores de los
coeficientes de la película de lubricación.

Las fuerzas sobre el cojinete pueden ser represen-
tadas en coordenadas cartesianas según las ecuacio-
nes (2) y (3). En estas ecuaciones se ven que las fuerzas
Fxcoj y Fycoj que dependen de la excentricidad k,
la velocidad de variación de dicha excentricidad k̇, la
posición angular del eje θ, la velocidad de la órbita
que describe el eje θ̇ (denominada whirl velocity) y la
velocidad rotacional del eje ω.

Figura 3. Fuerzas en cojinete.

Fxcoj = Fr sin θ + Ftg cos θ ≡ f1(k, k̇, θ, θ̇, ω) (2)

Fycoj = −Fr cos θ+Ftg sin θ ≡ f2(k, k̇, θ, θ̇, ω) (3)

Las ecuaciones (2) y (3) de las fuerzas del cojinete
pueden ser linealizadas con las series de Taylor como
se explica en la referencia [14], quedando las fuerzas en
función de coeficientes, posiciones y velocidades como
se ve en las ecuaciones (4) y (5).

Fxcoj ≈
(
∂f1

∂x
x+ ∂f1

∂y
y + ∂f1

∂x
ẋ+ ∂f1

∂y
ẏ

)
(4)

Fycoj ≈
(
∂f2

∂x
x+ ∂f2

∂y
y + ∂f2

∂x
ẋ+ ∂f2

∂y
ẏ

)
(5)

Donde:

∂fi

∂q es la variación de la fuerza con respecto a la
posición. A este ratio se lo denomina coeficientes de
rigidez (i = 1, 2. q = x, y).

∂fi

∂q̇ es la variación de la fuerza con respecto a la
velocidad. A este ratio se lo denomina coeficientes de
rigidez (i = 1, 2. q = x, y).

Estos coeficientes pueden ser expresados de forma
más general como la ecuación (6).

kiq =
(
∂fi

∂q

)
ciq =

(
∂fi

∂q̇

)
(6)

Donde, trabajando en coordenadas cartesianas:
i = x, y& q = x, y; siendo i la dirección de la fuerza y
q la dirección del desplazamiento o velocidad.

En este trabajo el cálculo de los coeficientes se re-
aliza con una excentricidad de hasta k = 0.21 en la
que las fuerzas resultantes de la película de lubricación
tienen un comportamiento lineal, este cálculo se realiza
con la suposición de cojinete corto y cojinete largo.

También se estiman los coeficientes a partir de una
órbita experimental medida en la punta del eje en el
compresor y la órbita en el interior de los cojinetes es
estimada, con la suposición de eje rígido (es decir, sin
deformaciones) y movimiento cónico. En este caso la
excentricidad se encuentra entre k = 0.10 y k = 0.38.
La suposición de una zona lineal de movimiento en
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Tabla 2. Coeficientes de la película de lubricación bajo diferentes suposiciones.

Cojinetes semiflotantes (150 krpm)
Cojinete largo Cojinete largo Error Cojinete corto Error

Kxx (N/m) -5.92E5 -5.43E5 0.08 -5.98E5 0.01
Kxy (N/m) 2.29E6 4.84E6 1.11 2.66E6 0.16
Kyy (N/m) -2.33E6 -4.82E6 1.07 -2.69E6 0.15
Kyx (N/m) -6.11E5 -5.45E5 0.11 -6.13E6 0.00
Cxx (Ns/m) 229
Cxy (Ns/m) 111
Cyy (Ns/m) -79
Cyx (Ns/m) 259

los cojinetes o de eje rígido para el cálculo de los coe-
ficientes es una estrategia utilizada con anterioridad
por otros autores [2], [15].

En la Tabla 2 se presentan los resultados de los
cálculos de los coeficientes bajo las suposiciones reali-
zadas.

2.2.2. Determinación de las fuerzas de
excitación

Para determinar las fuerzas de excitación se han es-
tudiando experimentalmente las fuerzas que pueden
tener de desequilibrio y que actúan sobre el rotor. Para
esto se utilizó un equipo de equilibrado de ejes para
medir las vibraciones que tiene el eje. La metodología
utilizada es llegar al límite de vibración estable que per-
mite el eje con distintas masas acopladas, para medir
esta vibración se probó con distintas masas desde 0,02
g hasta 0,2 g sobre diferentes posiciones de las ruedas
del compresor y la turbina. Los resultados indican que
el límite de desequilibrio para un incremento súbito de
las vibraciones para el caso del rotor del turbocompre-
sor en estudio puede ser de 2.7 g/mm, en la Figura 4
se pueden ver los resultados de estas medidas.

2.3. Ajuste de la órbita modelada y medida
experimentalmente

En los apartados anteriores se han estimado los coe-
ficientes de rigidez y amortiguación bajo algunas su-
posiciones y con diferentes métodos y se ha visto que
las estimaciones están dentro de lo esperado según
la bibliografía consultada, también se obtuvo experi-
mentalmente un rango de valores para las fuerzas de
excitación que pueden actuar sobre el rotor en estudio.
En este apartado se presenta un ajuste de la órbita
modelada con la experimental partiendo como referen-
cia de los coeficientes de rigidez (los coeficientes de
amortiguación se mantienen constantes) y del rango de
fuerzas estimados anteriormente. Se realizó un estudio
de errores para ajustar la órbita del modelo con la
órbita experimental tratando de minimizar los errores

entre tres parámetros que definen a la elipse: el semieje
mayor, el semieje menor y el ángulo de inclinación del
semieje mayor. Según el estudio realizado el ajuste
óptimo de la órbita modelada a la experimental es
con un desequilibrio de 0.25 g/mm para el compresor
(F1) y 0.25 g/mm para la turbina (F2), y la posición
de las fuerzas son: 0.020 m (D1) para la fuerza en el
compresor y 0.101 m (D2) para la fuerza en el lado de
la turbina. Los coeficientes de rigidez y amortiguación
para el ajuste óptimo se ven en la Tabla 3.

Figura 4. Límites de desequilibrio experimentales.

Tabla 3. Coeficientes con ajuste óptimo.

Coeficientes finales con
ajuste óptimo

kxx (N/m) -1.78E6
kxy (N/m) -6.87E6
kyy (N/m) 7.00E6
kyx (N/m) -1.83E6
cxx (Ns/m) 229
cxy (Ns/m) 111
cyy (Ns/m) -71
cyx (Ns/m) 259

En la Figura 5 se observan las órbitas correspondi-
entes a la órbita ajusta con el estudio de errores y la
órbita medida experimentalmente, las dos son a 150
krpm. Los errores de los parámetros entre la órbita
medida y modelada son semieje mayor 0,2%, semieje
menor 7% y ángulo de inclinación 2%.
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Figura 5. Órbita experimental y modelada a 150 krpm.

3. Resultados y discusión

Para la identificación de los puntos críticos mediante
el modelo lineal y el diagrama de Campbell se utilizan
los coeficientes con los que se ajustó la órbita en el
apartado anterior.

En el diagrama de la Figura 6 se observa un dia-
grama de Campbell en el cual se identifican los puntos
críticos para el rotor del TC Honeywell-GT14. En este
diagrama están representados los modos propios de
vibración del rotor (líneas horizontales y línea incli-
nada con distintos nombres en la leyenda) y la ex-
citación debida al desequilibrio del eje con una fre-
cuencia síncrona (línea color negro 1X). En los pun-
tos en los que se cruzan las líneas correspondientes
a los modos propios y la línea correspondiente a la
excitación se dan las resonancias o puntos críticos de
movimiento. A 50 krpm aprox. se observa el primer
punto crítico con un movimiento de giro Forward, a
55 krpm aprox. un movimiento Backward, a 85 krpm
aprox. un movimiento Backward, a 100 krpm aprox.
un movimiento Forward, y el último punto crítico es un
Backward a 150 krpm aprox. Estos modos de vibración
son para excitaciones con frecuencias armónicas al ré-
gimen de giro del rotor.

Figura 6. Diagrama de Campbell TC Honeywell-GT14.

Los puntos críticos calculados con diferentes valo-
res de coeficientes de rigidez bajo las diferentes suposi-

ciones de cálculo (cojinete corto, cojinete largo y eje
rígido) pueden generar diferencias en los regímenes de
giro críticos del diagrama de Campbell de hasta un
11%.

En la Figura 7 se pueden ver las medidas experi-
mentales con el mismo TC del modelo, estas medidas
son en estacionarios desde 20 krpm hasta 150 krpm con
incrementos de 10 krpm entre medidas; el ensayo es en
condiciones de funcionamiento normal (temperatura y
presión de aceite correspondientes a la de motor en el
que se encuentra el TC). Estas medidas de movimiento
se han realizado con sensores infrarrojos en la punta
del eje en el lado del compresor. Existe una buena
concordancia con el modelo lineal en los regímenes de
giro de los puntos críticos. Se pueden ver los picos de
mayor amplitud de movimiento experimental en los
regímenes de giro de: 20, 50, 80, 110 y 150 krpm. Estos
regímenes de giro se corresponden con los estimados
en el modelo a partir del diagrama de Campbell.

Figura 7. Órbitas experimentales TC Honeywell-GT14.

4. Conclusiones

Los modelos lineales para la estimación de los coefi-
cientes de la película de lubricación en TC todavía
tienen un rango muy amplio de magnitudes, según
lo calculado y revisado en la bibliografía, estas incer-
tidumbres se deben a que la medida del movimiento del
eje en la zona de los cojinetes es muy difícil de realizar
y por lo tanto se hacen algunas suposiciones para esti-
mar las zonas de movimiento del eje en el interior del
cojinete. Sin embargo, y pese a estas diferencias en los
coeficientes lineales el modelo de dinámica rotacional
tiene errores en los regímenes correspondientes a los
puntos críticos del 11%.

Mediante el diagrama de Campbell se identificaron
puntos críticos que presentan puntos estables e inesta-
bilidades. El comportamiento no-lineal de la película
de lubricación en TC permite que el turbocompresor
pueda trabajar en estos puntos inestables sin proble-
mas en condiciones normales de funcionamiento. Sin
embargo, en condiciones extremas de funcionamiento,
como por ejemplo, bajas presiones de aceite, los TC
pueden presentar problemas de desgaste o anomalías en
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su funcionamiento en estos puntos críticos de régimen
de giro.

Los modelos lineales, como el presentado en este
trabajo, permiten hacer una primera identificación de
los regímenes en los cuales el rotor puede tener excita-
ciones en sus movimientos. Sin embargo, se observa
que los picos pueden tener diferentes amplitudes y
además el rango de régimen de giro en el que se dan
están excitaciones pueden estar relacionadas no solo
con excitaciones a una frecuencia síncrona del eje si
no con excitaciones no lineales con diferentes frecuen-
cias como por ejemplo, fuerzas pulsantes en las ruedas
del compresor y turbina o vibraciones estructurales
procedentes del motor.
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