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Resumo

A determinacéo dos limites da cava final de qual-
quer projeto de mineracéo € um dos maiores desafios de
um projeto de mineracéo. Tais limites precisam ser defini-
dos ja no inicio dos trabalhos de planejamento de lavra e
devem ser reconsiderados, novamente e rotineiramente,
durante toda a vida 0til da mina. Um dos propdsitos do
plano de exaustdo de minas a céu aberto é determinar a
cava final 6tima, baseando-se em um modelo econémico
sujeito a restri¢Oes técnicas e visando & maximizagdo do
valor atual liquido do projeto. O primeiro algoritmo es-
pecifico relacionado ao tema foi publicado por Lerchs e
Grossmann (1965). O algoritmo de Lerchs e Grossmann
tem sido aceito como padréo de teste em comparacao
com outros algoritmos equivalentes, que tém sido pro-
postos, porque ele resolve o problema correspondente,
segundo a teoria dos grafos, ao corte minimo e fluxo ma-
ximo. Outros algoritmos de otimizacao de cavas finais de
minas a céu aberto também sdo apresentados nesse tra-
balho. Além disto, um programa académico para a otimi-
zacdo de cavas foi desenvolvido pelos autores sendo
que os fundamentos deste sdo apresentados no presen-
te artigo.

Palavras-chaves: planejamento, lavra, otimizacao, cava.

Abstract

The determination of the final pit limits of any
mining project is one of the most important challenges
in a mining project. Such limits need to be defined at the
beginning of the mine planning and should be
reconsidered, again and routinely, during all the useful
life of a mine. One of the purposes of the open pit mine
exhaustion plan is the determination of the optimal final
pit, based on an economic model subject to technical
restrictions and aimed to maximize the net present value.
LERCHS e GROSSMANN (1965) published the first
specific algorithm related to the theme. This algorithm
has been accepted as standard in comparison to other
equivalent algorithms which have been proposed,
because it solves the corresponding problem, according
to the graph theory, of the minimum cut and maximum
flow. Other final pit optimization algorithms are
presented in this study too. The authors developed an
academic program for pit optimization and the
principles of this program are presented in this article.

Keywords: planning, mining, optimization, open pit.
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Otimizacdo econdmica de explotagdes a céu aberto

1. Introducao

Os limites finais da cava definem o
tamanho e a forma de uma mina a céu
aberto no final de sua vida util, buscan-
do a maximizacdo da riqueza futura. Es-
ses contornos finais definem a extensdo
da reserva lavravel e a quantidade de
material estéril a ser retirado. Normalmen-
te, marcam a fronteira-limite, além da qual
a explotagdo ndo serd mais econdmica.
Os limites finais da cava delimitam uma
fronteira, dentro da qual as estruturas
de superficie da mina, tais como plantas
de beneficiamento e escritdrios, ndo de-
vem ser posicionadas.

2. Metodologia de
calculos

2.1 Apresentacao do problema

Até a década de setenta, a otimiza-
¢do de cavas finais, na mineragdo, era
feita pelo método manual, de tentativas.
Segundo tal método, procurava-se che-
gar a uma cava que fosse econémica e,
caso houvesse estéril dentro dessa cava
além do admissivel, a mesma deveria ser
redesenhada, para se obter, se possivel,
mais minério e menos estéril. Na medida
do possivel, a cava deveria ser ampliada
“em nova(s) tentativa(s) e, assim, suces-
sivamente, até se alcangar uma cava fi-
nal satisfatoria” (Valente, 1982).

Lerchs e Grossmann (1965) apre-
sentaram um algoritmo matematico que
permite “projetar o contorno de uma ex-
plotagdo a céu aberto de tal forma que
se maximize a diferenca entre o valor
total do minério explotado e o custo
total da extragdo do minério e do esté-
ril”. A metodologia de célculo desse al-
goritmo tem sido explicada através da
teoria matematica dos grafos.

Matematicamente, o problema da
cava 6tima pode ser representado por
um grafo G = (V,A), definido como a
reunido de um conjunto V de elemen-
tos Vj (j = 1,2,...,n) chamados de nds de
G, com um conjunto A de pares de
elementos de x, chamados de arcos ou
ramos do grafo.

A cada bloco i corresponde um no
e acadand é atribuido um “peso” bi que
representa o valor individual do bloco.
Dados os valores dos blocos e os arcos
estruturais, o algoritmo comeca a cons-
truir um grafo a partir da base da explota-
¢ao. Esse grafo assemelha-se a uma ar-
vore com diversos ramos. Os ramos s&o
denominados fortes, se o valor total dos
blocos incluidos no ramo é positivo; ou
fracos, em caso contrario. Os ramos vao
sendo criados a partir do fundo da cava,
unindo-se ou separando-se, segundo as
caracteristicas dos arcos estruturais, até
atingirem a superficie e definindo o con-
torno 6timo da cava. Isto quer dizer que
o fluxo maximo possivel seria a soma dos
valores de todos os blocos de minério,
mas nao é possivel a retirada somente
de blocos de minério. A retirada dos blo-
cos de minério é restringida por condici-
onantes, como a estabilidade geral dos
taludes, e, também, a sequéncia dessa
retirada deve ser obedecida.

Do ponto de vista da Engenharia
de Minas, fechamento é simplesmente
um subgrafo T, composto por nos e ra-
mos, que gere uma cava tecnologicamen-
te possivel. Cada uma dessas cavas pos-
siveis (subgrafos) tem um peso total as-
sociado (valor). O grande desafio para o
engenheiro de minas é encontrar aquela
cava Unica (subgrafo), entre as diversas
possiveis, que conduza ao peso maximo
ou ao valor méaximo. Esse ajuste é cha-
mado fechamento maximo em G. Formal-
mente, o problema de fechamento maxi-
mo de um grafo e o problema de abertura
de cavas de minas sdo 0 mesmo. Do pon-
to de vista da Engenharia de Minas, o
fechamento maximo corresponde ao fe-
chamento de um dado conjunto de blo-
cos que conduza a maior soma possivel,
considerando o peso dos blocos indivi-
duais, entre todas as alternativas tecni-
camente possiveis (Hustrulid & Kuchta,
1995).

3. Discussao e exemplo

O uso da programacdo dinamica
para o projeto de cavas de mineragdo foi
discutido pela primeira vez por Lerchse
Grossmann (1965). O problema da otimi-

zagdo de uma cava final (a duas ou trés
dimensdes) ndo tem, na pratica, uma so-
lucéo analitica facil. Tal dificuldade tem
resultado no surgimento de diversos al-
goritmos heuristicos e variados métodos
de resolucdo. A seguir apresentam-se 0s
procedimentos basicos do método ma-
nual de otimizac&o aplicando o algorit-
mo de Lerchs e Grossmann a uma jazida
discretizada em blocos tecnol6gicos de
lavra. A Figura 1 mostra uma sec¢ao verti-
cal de um modelo de blocos com os va-
lores econdmicos dos blocos, m,. Os
passos fundamentais do algoritmo sdo
mostrados relacionando-se as equacdes
pertinentes aos blocos de lavra e exem-
plificando com ilustracOes e dados nu-
méricos.

1) Uma vez discretizada a jazida em blo-
cos tecnolégicos de lavra apropriada-
mente avaliados, para cada bloco (i,j),
define-se a quantidade m;, = v, - ¢,

Na verdade, trata-se do beneficio de

cada bloco, ou seja, receitas (v) me-

nos custos (c).

2) Calcula-se o valor M, acumulado para
cada coluna considerada, ou seja:

i
M;; = zmkj
k=1

3)Procura-se o caminho 6timo que re-
presente o contorno da cava para a
sec¢do considerada, sendo que, na pro-
cura desse caminho, usam-se 0s pro-
cedimentos e as relagdes abaixo:

P, =0 — adiciona-se uma primeira linha
ao conjunto de blocos, sendo esta
composta apenas por zeros.

Pij = |\/|ij + maXK {(Pi+k,j-1

k=-1,0,+1no caso do talude 1:1 (45°).

)} com

P ax = r‘naXKPik.

m

A otimizagdo serd, assim, garanti-
da, sendo preciso notar que:

i) P, representa a contribuicdo maxima
possivel das colunas 1 a j, para qual-
quer pit viavel que contenha o elemen-
to (i,]).

i) Caso 0 valor méximo de P, na primeira
linha, seja positivo, entdo a cava oti-
ma é obtida seguindo-se os arcos da
direita para esquerda.
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iii) Com pequenos ajustes manuais é possivel obter a cava
final 6timaa 3D.

Pode-se acompanhar um exemplo de otimizagdo de uma
secdo bidimensional pela Figura 1. Consideraram-se os valo-
res monetarios de (-4) unidades para blocos de estéril e de 12
unidades para blocos de minério.

A otimizagdo é iniciada fazendo-se a soma dos valores em
cada uma das colunas. Exemplificando, para o bloco da linha 4
ecoluna7(M,,), tem-se:

4
M7 =ka7 =My; +My; + Mgy +My; =124+12+12+12 =48
k=1

Uma nova se¢do, entdo, é formada, com os valores de
M, podendo ser vista na Figura 1c.

O proximo passo é escolher o bloco a esquerda de maxi-
mo valor, que serd somado com o bloco original, obtendo-se 0
P..

1]

O processo de otimizagéo esta condicionado, logicamen-
te, a escolha dos angulos de talude da cava. Mudangas nos
angulos de talude requerem modificagdes no nimero de com-
binagdes para sele¢édo dos blocos. Exemplificando, para o caso
em que a relagdo vertical/horizontal seja de 1:1, com o
“caminho”a ser percorrido da esquerda para a direita, tem-se a
seguinte relacéo:

Pi_1ja

I:’iJrl,j—l

Sendo os valoresde P, M e Mij definidos como anterior-
mente.

Ouso do angulo de talude de 45° (1:1) é uma simplifica-
cdo. E evidente que o(s) angulo(s) de talude seré(do)
determinado(s) por condicionamentos geomecéanicos e de pro-
jeto.

O modelo de programag&o dindmica mais completo e que
leva em consideragdo multiplos angulos de talude pode ser
representado pelas seguintes relacoes:

i
M; = Zmnj
n=0

Py=M;+Max{P_ .}
Comj=1.2,.er=-na,-na+1,..,nb
Onde:

M;, m; e P, como foram definidos anteriormente.
r = limite do talude da coluna vizinha.

na, nb = O nimero maximo de blocos acima e abaixo do bloco
(i,J) que serdo lavrados juntos.

4 |4 Ba2(12 (12 5414 [4 [4 |4 |44
4 | -4 [4812 (12 124 [4 |4 |4 [4]-4
-4 | -4 | -4 12012 |12 |>-4|-4 | -4 | -4 [ -4 | -4
-4 | -4 | -4 12 |12 124 |4 |4 | -4 | -4
4 | -4 | -4 | -4 2112 |12 o4 | -4 | -4 | -4 | -4
4 |4 -4 -4 4€42[12 [125]-4 |4 [4 [ -4
4 | -4 | -4 | 4] -4 81212 [ 12 joc4 | -4 | -4 | -4
4 | -4 -4 |-4]|-4|-4%12[12 [124 4 | 4 | 4
-4 | -4 | -4 -4 | -4 2112 ] 12 4 | -4
a) Modelo de blocos com a delimitagdo do corpo de minério.

1 2 3 4 5 8. 7.8 S 3011 12 13 14 15 18 17 18
1[a]2 a]-aNgl12][12Nolaf-alala]a] a]-a] a4
2 4l-4lalaloN12[12]8N 4|-a]a]l-4]4]-4]-4]-4
3 4| 4|44 12 |12 4|-al-a]-4]-af-a
4 4|-4]afoN1212]8eN-ala]4a]a]4
5 444 N\s[12]12 4] 4] 4
6 4| ajoNi2[12 |8 4| 4| 4
7 4| -4\8| 12 12\({ -4
8 4] oN1z2[12]8aY 4
9 4 [Nal12[12 [NO
b) Modelo de blocos com os valores para a otimizacédo.

i] 1 7.8 4 5 6 T B89 16 11 13 13.94 15 18 17 18
ojloJoJoJo|ofoJoJoJoJo|o|lo|loJoJof[o]o|ofo
A EIEFIEIE 12|12 4|44l 4]4|-a]4]-44]4
2[-8]8[-8[-8]-8]a\24]24 8|-8|-8]-8|-8[-8|-B[-8]-8
3 [A2] T12[-42[-12] 4 36| 20 N8| -12]-12[-12]-12]-12]-42] 12
4 -16]-16] 0 |3 48132 | ON\-16]-16]-16]-16]-16[-16
5 -20] -4 | 28|66 44 | 12 [%6]-20]-20]-20]-20
6L =3 m -8| 24|56\ 56 | 24 [ -BN-24]-24]-24
o G 20]52]%a[36] 4 |'R4[-28
8llp =g 16| 48] 64N 48 [ 16 |-18{-32
9 6056 |28 | 492
c) Cava mostrando os valores acumulados M.

0 4 2 3 4 & &6 7 6 9 10 11 12 19 14 156 16 17 18
o[olofofolofloJoJoJoJoJoJoJoJofJoa[oJofoJo
1 41414 |4 20 |44 4| 4] 4|44 4] 4] 4][4]4
2 212l N3efeo| &N s | 8| 8| 8| 8| 8| 8] 8] 8
3 24|24] -8 [@6 72 | 20 12[-12]-12[2[2]2[ 12
4 “40}-24 32 | 0N -16[-16[-16|-16]-16] -1§]

5 -44) 4 1gp[ 44[12 qu -20]-20]-20]-20
6 (] P, ., |20 60\ 56 | 24] -8N-24 |-24]-24

7 Up =M+ max{p,, 32|84 36] 4 [4]-28

5[] P, 64N.48 | 16 -16Y:32

e —— 60[5|28[-4 |-32

d) Escolha do maximo valor P,.

o I 2 3 W4 B B T 8 % 1M 11 12 13 W 15 18 17 1&
0[Of0OLOLOJO[OJOJO]OJOJO[OJOJOJO]JOJO[O]O
1 [abal-ab4la 20] 44 60|, 76],92],96 104 iogho4 104 40086 482
2 [-a|-12f1zkiz 12 [ A\ 32T60] aby 96 100108112 [108[108k00 96 | 92
3 [12]  |-24l-24[24]"8 P67 72[104308116[120/116[116 404496 | B8
4 *40 4-40)-24 k24N 84 J116 2}3‘ 32323123 1161104 ¥e8
5 6014444 LBD H28]148 4411321120400
6 -68 k201 6013660 [162152[140[120[

7 48] 32ir%4 1?$?ﬁ'§64«144
8 ‘o [aeNyT ais;n?‘z

9 ‘60 [s2zo0] [N\
e) Procura do maior P, .

04 2 3 4 B & TB 0 10W 1238 1w e
0 0 oJoJoJoJo]Jo
1 -4 20 | 44 8o |76 | 92 [ 96 [104[30:

2 12| 4%\ 32 | 60 BO\ 96 |100]108[ 11

3 8 72 [104 %8| 18] 12

4 24 84 [116 [12B]132

5 128|148

B 136/ N

7 1

8 N

9 X A

f) Cone gerado a partir da aplicacdo do algoritmo.

Figura 1 - Exemplo de aplicagdo do método manual de otimizacédo
aplicando o algoritmo de Lerchs e Grossmann a uma jazida
discretizada em blocos tecnolégicos de lavra. Fonte: Modificado
de Lerchs e Grossmann (1965).
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Para se obter a cava tridimensional,
a partir dos limites das se¢des bidimen-
sionais, obtidas pela formula de recor-
réncia antes apresentada, é necessaria a
suavizagdo dos limites da cava. Consi-
derando que os limites 6timos, nas se-
¢Oes, tenham sido alcangados, a pratica
de suavizacéo é, entdo, empregada para
adequar as se¢Bes ao modelo de cava
tridimensional. Johnson e Mickle (1970)
e Johnson e Sharp (1971) desenvolve-
ram uma “extensdo” ao algoritmo de pro-
gramacdo dindmica bidimensional de
Lerchs e Grossman, a qual € conhecida
como a primeira tentativa de resolver o
problema de suavizacdo dos limites da
cava final. Essa extensdo, embora fre-
guentemente mencionada como um al-
goritmo de programacéo dinamica tridi-
mensional completo, é intitulada com
mais precisdo como um algoritmo 2%2D.

As vantagens da “extensdo” de
Johnson para o problema dos limites da
cava final sdo, principalmente, a facilida-
de e velocidade de implementacdo em
um computador e sua capacidade para,
pelo menos parcialmente, gerar resulta-
dos tridimensionais. A desvantagem
principal é que a solucéo obtida pode
ndo ser fisicamente possivel (praticavel).
Embora a extensdo de Johnson néo te-
nha sido muito usada, ela pode ser extre-
mamente Util para a modificagdo de um
algoritmo de contorno final. O algoritmo
da extensdo de Johnson é muito pareci-
do com o algoritmo de programacéo di-
namica 2D original, porém apresenta a
vantagem de possibilitar interacdes per-
pendiculares a diregdo de corte trans-
versal. A “extensdo” de Johnson e Sharp
(1971) é, na verdade, uma aplicagao sis-
tematica do algoritmo bidimensional,
antes apresentado. Primeiramente, o al-
goritmo é aplicado a todas as secOes
transversais e, no final, 0 mesmo algorit-
mo ¢ aplicado a se¢Bes que fagam um
angulo reto com as secdes originais.

O algoritmo de contorno que usa a
aproximacéo de programacéao dindmica
2D segue 0s mesmos passos do algo-
ritmo de contorno iterativo, com a exce-
¢do do passo que considera a unido das
cavas das secOes transversais. A “ex-
tensdo” de Johnson é, com efeito, uma

aplicacdo sistemética da formula de recorréncia de Lerchs e Grossmann (1965). Em
adigdo a formula de recorréncia de Lerchs e Grossmann, a notagdo Siq é usada:

Sig=D_M;
ij

onde S, é asoma dos valores econdmicos dos blocos do contorno 6timo da cavaem
uma dada se¢do; M; ja foi definido anteriormente.

Duas observacfes fundamentais devem ser feitas em relacéo aos algoritmos
comentados:

1%) A programagdo dindmica ndo assegura a obtencdo da cava 6tima na secéo.

2%) Atécnica dos cones flutuantes a trés dimensdes possibilita, automaticamente, a
suavizacdo do contorno da cava.

Atécnica do caminho dinamico pode ser, assim, resumida:

1°) Aplicar a formula de recorréncia, em seqiiéncia, através das diversas secoes, ao
mesmo tempo em que se muda a direcdo de andlise atraves das se¢des, quando
da mudanca de uma secéo para a seguinte.

2°) No final do procedimento e ao analisarem-se todos os blocos de todas as se¢des
consecutivas, se formara um “caminho” ao longo do qual os cones minimos de
remogao do material deverdo ser construidos.

3°) A unido dos cones minimos de remocé&o ao longo do caminho dindmico definird
os limites da cava final.

Koesnigsberg (1982) desenvolveu um algoritmo que é considerado, realmente,
de programagdo dinamica tridimensional, para o célculo do limite da cava final (Wri-
ght, 1990). Esse algoritmo usa um otimizador, que é tido como eficaz e rapido, que
atua sobre um conjunto fixo de suposic¢des ou restricdes. Como qualquer algoritmo
de programacéo dinamica, o algoritmo de Koesnigsberg é também ciclico e possui
um grau de conformidade propria muito elevado. Para exemplificar, deve-se atentar
ao fato de que os angulos de talude da cava, em seus diversos setores, devem ser
consistentes entre si e devem relacionar-se a geometria dos blocos.

Diferentemente do caso bidimensional, proposto por Lerchs e Grossmann, que
considera como vizinhos préximos apenas os blocos da coluna na dire¢do anterior
ao bloco em anélise, no caso tridimensional os blocos vizinhos a considerar corres-
pondem a quatro colunas, segundo a formula de recorréncia a seguir, as quais po-
dem exercer influéncia no caminho dindmico a ser percorrido pelo algoritmo:

Psi j-1k
—Peassin it ko1 + Pas i
$BS(Si),j-1,k-1 T FBsi,j-1,k-1
—Fs(Bsi),jk-1 1 FsBsi,j k-1
= Ps(sasi), j+1,k-1 T Pssgsi, j+1,k-1

S, nacoluna (j-1, k) =ao lado de i.

BS, nacoluna (j-1, k-1) = atras do lado de i.

SBS, na coluna (j, k-1) = do lado de tras do lado de i.

SSBS, na coluna (j+1, k-1) = do lado do lado de tras do lado i.

Onde:

P, = Valor 6timo da cava considerando que o bloco by, € o Ultimo bloco a ser
analisado.

320
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My, = valor M; acumulado para cada

coluna considerada.
Pu= Valores dos vizinhos do bloco (i,j,k).

O problema de programacéo dina-
mica tridimensional é equivalente ao
problema de programacéo linear, cujo
objetivo da funcdo Piic é definido por
Pijk =max X mi'j‘k' Xi'j‘k'.

4. Comentarios finais

Existe uma dificuldade, comum a
todos os algoritmos de otimizacéo eco-
ndmica de cavas finais de mineracéo.
Essa dificuldade refere-se ao fato de os
limites finais da cava ndo poderem ser
determinados até que os valores econd-
micos dos blocos sejam conhecidos com
maior precisdo. Entretanto os valores
econdmicos dos blocos ndo podem ser
conhecidos com precisdo, até que a se-
guéncia de lavra seja especificada. Por
sua vez, a seqliéncia de lavra, eventual-
mente, ndo podera ser especificada, até
que os limites da cava sejam definidos.
Trata-se de um problema recorrente que
precisa ser bem equacionado.

Otimizag&o é uma palavra que vem
sendo gradualmente aceita para descre-
ver o conjunto de técnicas que introdu-
zem modelos matematicos analiticos nas
atividades de planejamento de mina. En-
tretanto o significado de otimizar, ou
melhorar, é relativo. E impossivel obter-
se unanimidade sobre o melhor plano de
exaustdo de uma dada mina. Para isto
seria necessario o consenso de opini-
Oes entre profissionais de diversas are-
as. Em termos da modelagem da mina, a
maior atencdo tem-se concentrado em
delinear o limite final da cava, porque
este tem demonstrado ser o problema
menos complexo. Freqlientemente, o pro-
blema mais critico a ser resolvido corres-
ponde ao seqliénciamento da lavra, ou
seja, como programar a produgdo em re-
lacdo ao tempo (Carmo & Curi, 2001).

Um critério comumente adotado no
planejamento de mina é o critério do va-
lor presente liquido (VPL) do fluxo de
caixa. Entretanto mesmo esse critério
pode ser demasiadamente intuitivo de-
pendendo da situacg&o.

A pergunta cléassica que deve ser
feita é: como lidar com esse grupo de
incertezas? Buscando-se atingir a otimi-
zagdo, tém sido propostos modelos onde
¢ adotada, nos calculos, a média ponde-
rada de teores e dos pregos. Entretanto,
tais modelos geram planos de lavra que
sdo limitados e pouco flexiveis a mudan-
¢as. Assim, é imprescindivel que se
contemplem, nesses modelos, as conse-
quiéncias de suposicdes diferentes, como,
por exemplo, mudangas inesperadas de
teor médio e variagdes econdmicas (ana-
lises de sensibilidade). Tais modelos de-
vem ser flexiveis, de tal forma que possi-
bilitem o eventual refazer completo do
plano, em funcg&o de cenarios econdmi-
cos ou tecnolégicos diferentes. Na préa-
tica mineira, entretanto, raramente sdo
empreendidos tais exercicios. Isto é de-
vido a quantidade e, de certa forma, com-
plexidade dos trabalhos envolvidos,
mesmo com todas as ferramentas com-
putacionais disponiveis na atualidade.
Para finalizar, informamos que, como re-
sultado da pesquisa e produto desse tra-
balho, foi desenvolvido um programa
académico, em linguagem Delphi, que
possibilita a otimizagdo de cavas de mi-
neracdo simplificadas, a partir dos valo-
res econdmicos dos blocos e usando 0s
principais algoritmos de otimizacéao. Esse
programa encontra-se disponivel para
consulta na Coordenacdo do Programa
de P6s-Graduagdo em Engenharia Mine-
ral da UFOP e, também, nas bibliotecas
da Escola de Minas da UFOP.
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