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Elementos finitos de casca do
sistema computacional INSANE

Shell finite elements of the INSANE
computational system

Resumo

Esse artigo apresenta os elementos finitos de casca do sistema computaciona
INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment): retangular de quatro n6
e triangular de trés nds, obtidos por combinagdes de esforcos de membrana e flexao
baseadas na Teoria de Kirchhoff; quadrilaterias de quatro, oito e nove nds, que com
binam esfor¢cos de membrana, flexdo e cisalhamento, conforme a Teoria de Reissner
Mindlin. Ap6s resumir as caracteristicas dos elementos, o artigo apresenta resultado
de trés estudos de convergéncia e de duas aplicagdes praticas: uma barragem em arco
um reservatdrio conico-cilindrico. Os resultados sao comparados com solugoes anali
ticas e com aqueles obtidos com o elemento finito de casca do SAP2000.

Palavras-chave: Anilise estrutural, elementos finitos de cascas planos, software livre.

Abstract

This paper presents the shell finite elements of the computer system INSANI
(INteractive Structural ANalysis Environment): four-node rectangular and three
node triangular, obtained by combining membrane and bending efforts, based o1
the Theory of Kirchhoff; a quadrilateral of four, eight and nine nodes that combine
membrane, bending and shear efforts, according to the Reissner-Mindlin Theory
After summarizing the characteristics of the elements, the paper presents results o
three convergence studies and two practical applications: an arch dam and a conical
cylindrical reservoir. The results are compared with analytical solutions and thos
obtained with the shell finite element of SAP2000.

Keywords: Structural analysis, flat shell finite elements, free software.

1. Introducgio

Modelos matematicos para des-
crever 0 comportamento de uma es-
trutura em forma de casca apresentam
grande complexidade. Por esse motivo,
as solugdes analiticas sao desenvolvidas
somente para alguns casos especificos,
dificultando a aplicagio pratica das
mesmas. Modelos discretos do Método
dos Elementos Finitos (MEF) permitem
obter solucdes aproximadas para con-
digdes geométricas, de contorno e de

carregamento genéricas. Entre os mo
delos discretos do MEF, destacam-se
por sua simplicidade, os que s3o obtido
por meio de combinacdes de elemento
finitos de placas e elementos finitos di
estado plano de tensdo. Esses modelo
sdo capazes de representar os esfor¢o
de flexdo, cisalhamento e membrana d:
casca, combinando elementos de pla
ca que consideram somente os efeito
de flexdo, formulados segundo Teori:
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de Kirchhoff, ou os que consideram os
efeitos de flexdo e de cisalhamento, for-
mulados segundo a teoria de Reissner-
Mindlin, com elementos de estado pla-
no de tensao, representando os esforcos

de membrana. Nesse cenario, devido a
grande variedade de elementos finitos
de placas disponiveis na literatura, é
possivel conceber diversas combinagdes
dos mesmos com elementos de estado

2. INSANE, um projeto de software livre

Afinal, o que é software livre? Ri-
chard Stallman, criador do Projeto GNU,
cujo principal objetivo era desenvolver um
sistema operacional que pudesse ser dis-
tribuido livremente, define software livre
como um programa de computador que
satisfaz a quatro liberdades (DiBona et al.,
1999): 1) a liberdade de executa-lo para
qualquer propdsito; 2) a liberdade de mo-
difica-lo para adapté-lo as suas necessida-
des; 3) a liberdade de redistribuir copias,
de forma gratuita ou ndo; 4) a liberdade
de distribuir cépias modificadas, benefi-
ciando a comunidade com as melhorias.

Seguindo essas premissas ideologi-
cas, o projeto INSANE nasceu do dese-
jo de desenvolver um sistema computa-
cional livre, de cddigo aberto, para dar
suporte a pesquisas na area de métodos
numéricos e computacionais aplicados
a engenharia. Perseguindo esse objeti-

vo, desde 2002, o sistema atualmente
retine recursos para modelagem geomé-
trica; geracio de malhas; visualizacdo
de resultados; analise estitica linear, fi-
sicamente ndo-linear e geometricamen-
te ndo-linear; andlise dinidmica linear e
geometricamente ndo-linear. O ambiente
grifico interativo do sistema INSANE é
organizado em trés grandes aplica¢des: o
pré-processador, o processador e o pos-
processador. Todas sio implementadas
em linguagem JAVA segundo o paradig-
ma da Programacao Orientada a Obje-
tos, empregando-se padroes de projeto
de software adequados, e apoiadas em
modernos recursos tecnoldgicos. Essa
metodologia vem propiciando o desen-
volvimento de um ambiente computacio-
nal segmentado, amigdvel a mudancas e
escalavel em complexidade.
Especificamente, os recursos para

3. Elementos finitos de casca do INSANE

Conforme extensa bibliografia so-
bre o tema (Hughes, 2000; Onate, 1995;
Soriano, 2003; Zienkiewicz & Taylor,
2000; entre outras referéncias), simi-
larmente as placas, as teorias de cascas
diferem entre si, basicamente, quanto a
idealizag¢do das deformacdes de esforco
cortante, podendo ser divididas, basica-
mente, em duas teorias: a teoria de Reiss-
ner-Mindlin, aplicadas a cascas espessas,
e a teoria de Kirchhoff, aplicadas a cascas
finas. Para problemas geometricamente
lineares, essas teorias fundamentam-se
em quatro hipoteses (Figuras 1, 2 e 3): (i)
todos os pontos contidos numa reta nor-

u

)

mal ao plano médio tém o mesmo deslo-
camento transversal; (i) a tensao normal
na direcao transversal é desprezivel; e (iii)
retas normais ao plano médio da casca
indeformada permanecem retas, mas
nao necessariamente normais ao plano
médio, apds a deformagio desta, para a
teoria de Reissner-Mindlin; ou (iv) retas
normais ao plano médio da casca inde-
formada permanecem retas e normais ao
plano médio, apds sua deformacao, para
a teoria de Kirchhoff. A partir dessas
hipdteses, pode-se obter os campos de
deslocamentos para cada teoria, como
ilustrados nas Figuras 2 e 3.

Plano médio

plano de tensdes. Esse artigo apresenta
os elementos finitos de casca, baseados
em algumas das referidas combinacdes,
disponiveis no sistema computacional

INSANE.

modelos estruturais de cascas foram in-
seridos no sistema a partir do trabalho de
Ajeje (2009), que combinou as contribui-
¢oes anteriores de Almeida (2005), Saliba
(2007) e Penna (2007). Almeida (2005)
implementou elementos finitos paramé-
tricos no sistema, incluindo ai todos os
elementos planos triangulares e qua-
drilaterais para estado plano de tensio,
fundamentais para as combinagoes que
geram elementos finitos de casca planos.
Os elementos finitos de placa triangula-
res e quadrilaterais, tanto os baseados na
Teoria de Kirchhoff como os baseados
na Teoria de Reisner-Mindlin, também
fundamentais para as referidas combina-
¢oes, foram implementados no sistema a
partir do trabalho de Saliba (2007). Os
recursos graficos interativos, indispensa-
veis para visualizac¢do dos resultados, sao
oriundos do trabalho de Penna (2007).

As Figuras 2 e 3 permitem identi-
ficar dois grupos de combinacdes entre
elementos de membrana (EM) e de placas
(EP), para obtencio de elementos de cas-
ca. O primeiro grupo combina EM com
EP de continuidade C,, tendo, como base,
a Teoria de Kirchhoff, e o segundo grupo
combina EM com EP de continuidade C ,
tendo, como base, a Teoria de Reissner-
Mindlin. Dois elementos do primeiro gru-
po foram implementados no INSANE: o
elemento MZC, que combina EM com o
EP retangular de quatro nos e que foi de-
senvolvido por Melosh (1961), Zienkiewicz
e Cheung (1964), e o elemento CKZ, que

Figura 1
Subdominio plano de uma casca no espago.
Sistemas de coordenadas local e global.



Figura 2
Campo de deslocamentos segundo
a Teoria de Reissner-Mindlin.

Figura 3
Campo de deslocamentos
segundo a Teoria de Kirchhoff.

combina EM com o EP triangular de trés
noés, que foi desenvolvido por Cheung
et al. (1968). Nos elementos do segun-
do grupo, tanto os efeitos de membrana
como os de flexdo sdo aproximados pa-
rametricamente, O que permite a genera-
lizagao da geometria e da implementacao
computacional. Por outro lado, quan-

4. Estudos de convergéncia

Conforme detalhado em Ajeje
(2007), a implementa¢ao dos cinco ele-
mentos foi verificada através do teste da
malha de Irons ou “Patch Test”, como
sugerido por Macneal e Harder (1985).
Para esse teste, uma casca retangular
formada por elementos com geometria
irregular foi submetida a deslocamentos
prescritos em suas bordas, corresponden-
tes a esfor¢os de membrana e de flexdo

Viga em balango

Uma viga de secdo I com vao de
40 uc (unidades de comprimento) e sub-
metida a carga distribuida de 20uf/uc
(unidade de forca por unidade de com-

Figura 4
Resultados de estudo de convergéncia
para uma viga em balanco.
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do os elementos baseados na Teoria de
Reissner-Mindlin s3o usados para cascas
finas, pode ocorrer o efeito de bloqueio da
solucdo e, portanto, alguma técnica para
evitd-lo deve ser adotada. A técnica de
deformagdo de cisalhamento imposta foi
escolhida para os elementos implementa-
dos no INSANE, conforme sugerido por

constantes no dominio da casca. Como
esperado, para os esfor¢cos de membra-
na, todos os elementos atenderam ao
“Patch Test”, uma vez que todos eles,
mesmo quando distorcidos, mantém a
aproximacdo constante para o campo
de tensdes. No caso de flexdo, somente
os elementos de Reissner-Mindlin com
Cortante Imposto (RMCI) passaram
no teste, uma vez que, como sabido, os

primento) foi discretizada utilizando-
se os cinco elementos implementados,
conforme mostra a Figura 4. Os va-
lores do deslocamento transversal do

v=03
t=0,25
L=40uc
b=10uc
h=5uc

E = 10.000.000 uf/uc?

q =20 uf/uc

Plano médio

Onate (1995). Assim, foram disponibili
zados os seguintes elementos baseado
na Teoria de Reissner-Mindlin: quadrila
terais de 4, 8 ¢ 9 n6s (RMQ4, RMQS8
RMQJY, respectivamente) e quadrilaterai
com deformacio de cisalhamento impos
ta correspondentes (RMCIQ4, RMCIQ!
e RMCIQ9).

elementos MZC e CKZ nio atenden
ao critério da conformidade. Entretantc
o insucesso de um elemento nos “Patcl
Tests” ndo invalida sua utilizagdo priti
ca, se esse elemento apresentar um bon
comportamento em estudos de conver
géncia. Detalhes de varios destes estudo
podem ser encontrados em Ajeje (2007)
Alguns resultados de trés desses estudo
sdo aqui apresentados.

ponto 1 na extremidade da viga (W)
obtidos com 4 malhas diferente
(N=2, 4, 8 e 16), também sdo apresen
tados na figura.

-0,0090

-0,0110

& Analitico
+RMCI Q4
¥-RMCI Q8

-0,0130

-0,0150

-0,0170

-0,0190

Deslocamento (w1)

-0,0210

-0,0223 a8 — €
-0,0230

-0,0250

Malha N
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Cobertura em abébada cilindrica

Outro estudo refere-se a cobertura
em abobada cilindrica da Figura 5. A
geometria, as propriedades e o carre-
gamento sdo sugeridos por Macneal e
Harder (1985). A estrutura é simples-
mente apoiada ao longo de sua borda
curva e sua borda reta é livre. O car-

R =25 uc
q =90 uf/uc?

Regiio
discretizada

Casca esférica aberta

Nesse exemplo, conforme a Figura
6, uma estrutura em casca hemisférica é
analisada com um carregamento de qua-
tro cargas pontuais com sentidos alter-
nados: a cada 90° ao longo do equador

R
L | Live R=10uc 7
t=004uc <
0 E-6825x10"ufuc &
Sim.  v=03 2
£
Sim. g
x-]
G -
3
(=}
| F=1
A F=1 Al Y

o | Liwe

Os resultados do exemplo da viga
em balanco (Figura 4) demonstram boa
convergéncia de todos os cinco elementos
para a solugdo analitica (1,=0.0223 uc),
destacando-se os elementos com ordem
de aproximagdo mais alta (RMCIQS e
RMCIQY). Nesse caso, a0 se comparar
os elementos de classe C, com os de classe
C,, observa-se uma coincidéncia dos resul-
tados dos elementos MZC ¢ RMCIQ4,
que se explica pela igual capacidade dos
mesmos (ambos possuem quatro nds) em

5. Aplicagées praticas

Os elementos de casca sdo tteis em
inimeras aplicacoes na engenharia ci-
vil, mecanica, naval, aeronautica, entre

Barragem em arco

O primeiro exemplo é uma bar-
ragem em arco submetida a pressdo em

s
5
®

regamento é de 90 uf/uc?, distribuido
verticalmente ao longo de toda cobertu-
ra. Valendo-se da simetria, apenas 1/4
da estrutura é de fato analisada e uma
malha de 6 x 6 elementos RMCIQ4 é
utilizada. O grafico da Figura 5 mostra
valores do deslocamento vertical (w) ao

0,100

o,osos\,\

0,000

& SAP 2000
<+ Tedrico
# INSANE RMCI Q4
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-0,100
0,150

-0,200

Deslocamento (w)
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0 6,67 13,33 20

Angulo (graus)
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do hemisfério, com intensidade igual a
2 uf. Utilizando simetria, apenas 1/4 da
estrutura é modelada. A casca é aberta
no topo do hemisfério e tanto a borda
superior como a inferior sdo livres. Uma

°
>
&

°
°
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°
)
N

°
=
8
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representar o problema em questdo. No
grifico comparativo da Figura 5, para o
problema da casca cilindrica, o elemento
RMCIQ4 mostra-se mais rigido, revelan-
do deslocamentos pouco menores que o0s
analiticos e os obtidos com o SAP2000.
Conforme manual do programa, o ele-
mento de casca do SAP2000 é o descrito
em Ibrahimbegovic e Wilson (1991). Este
elemento é baseado na Teoria de Reissner-
Mindlin e possui aproximagio quadrati-
ca tanto para os deslocamentos no plano

outras. Duas dessas aplicagdes sao aqui
apresentadas e os resultados obtidos com
o elemento RMCIQ4 do INSANE sio

sua parte convexa. A geometria e pro-
priedades da estrutura foram adotadas

longo da secao central (y = L/2). Os re-
sultados do INSANE s3ao comparados
aos resultados analiticos e ao elemento
“shell-thick” do programa comercial
SAP2000-Versao 11.0.8. Os resultados
analiticos foram obtidos por Scordelis e

Lo (1964).

Figura 5
Resultados de estudo de convergéncia
para uma cobertura em abébada cilindrica.

malha com 8 x 8 elementos RMCIQ4 foi
adotada. O grafico da Figura 6 mostra
valores dos deslocamentos verticais ao

longo da borda inferior (z =0,0) obtidos
com 0 INSANE e com 0 SAP2000.

Figura 6
Resultados de estudo de convergéncia
para uma casca esférica.

(membrana), como para os deslocamentos
fora do plano do elemento (flex3o). Isso ex-
plica 0 melhor desempenho desse elemen-
to em relagio ao elemento RMCIQ4 do
INSANE, onde as referidas aproximacoes
sdo lineares. Entretanto, para o problema
da casca hemisférica (Figura 6), no qual os
deslocamentos sdo satisfatoriamente des-
critos com aproximacio linear, os resulta-
dos obtidos com o elemento do SAP2000
e os obtidos com o elemento RMCIQ4 do
INSANE sao coincidentes.

comparados com os obtidos com o pro-
grama SAP2000.

de acordo com Zienkiewicz e Taylor
(2000). A descricio geométrica e as



caracteristicas do modelo discreto sio
mostradas na Figura 7.

A barragem foi modelada com ele-
mentos RMCIQ4. Cada elemento possui
dimensdes de 6 #c x 6 uc. Os nds coinci-

Figura 7
Modelo de elementos finitos do
INSANE para a barragem em arco.

Figura 8

Esforcos normais na barragem:
a) varia¢do no dominio e

b) valores na linha de centro.

Reservatério conico-cilindrico

O segundo exemplo € o reservatorio
conico-cilindrico, apoiado em vigas e pila-
res, mostrado na Figura 9, uma estrutura
muito utilizada na industria de mineracao,
quimica e de tratamento de esgoto. O re-
servatorio é apoiado em 16 pilares de se-
¢ao circular de diametro igual a 0,5 uc (2
pilares a cada 45°), que elevam a estrutura
3,0 uc acima do nivel de referéncia. O dia-
metro total do reservatério é de 20,0 uc. A

Figura 9
Detalhamento geométrico e modelo
INSANE do reservatério conico-cilindrico.

6. Consideracées finais

Entre os recursos do Método dos
Elementos Finitos disponiveis no INSA-
NE, mostrou-se aqui os elementos fini-
tos de casca planos: MZC e CKZ, ten-
do, como base, a Teoria de Kirchhoff;
RMQ4, RMQ8, e RMQ9Y, tendo, como
base, a Teoria de Reisner-Mindlin; RM-
CIQ4, RMCIQ8 e RMCIQY - adap-

dentes com a linha de fundag¢io da barra-
gem foram engastados e o carregamento
de pressao foi aplicado na dire¢do nor-
mal de cada elemento. A Figura 8 apre-
senta os resultados dos esfor¢os normais.

Fldvio Henrique Ajeje

A distribui¢do desses esfor¢os no domi
nio do problema, obtidos no INSANE,
dada na Figura 8(a). A Figura 8(b) apre
senta um grafico comparativo dos esfor
¢os normais na linha de centro da malha

E =2.500.000 uf/uc?

v=0,15
t=3uc

Elementos: 6uc x 6uc PR / T =

Value: Nix
-130.988  14.874  Min.: -631.085
Max.: 14.874

631085 -464.386

-297.687

altura total do reservatoério é de 4,0 uc (2,5
uc da parte cilindrica e 1,5 uc da parte co-
nica). O reservatdrio é carregado com uma
pressdo que varia linearmente: igual a 0,0
ufluc?, na elevacao 7,0 uc, até 4,0 ufluc?,
na elevagao 3,0 uc. Valendo-se da sime-
tria, apenas 1/4 da estrutura é modelada.
Os detalhes da malha de elementos finitos,
que combina elementos RMCIQ4 com
elementos de portico espacial, também sdo

Espessura 0,35 uc

tacdes de RMQ4, RMQ8 e RMQ9Y,
respectivamente, com deformagao de ci-
salhamento imposta. Os recursos foram
ilustrados para modelos de cascas finas.
Tais resultados foram comparados com
solucdes analiticas e com os resultados
obtidos com o programa SAP2000. As
comparacgdes com as solugdes analiticas

Esfor¢o normal (uf/uc)

R =4325uc

Linha de centro

& INSANE
==SAP 2000

-100,00
200,00
-300,00
-400,00

-500,00

4 12 22 35 51 68 8
Né

mostrados na Figura 9.

A Figura 10 mostra valores das fle
chas para uma das vigas radiais interna
e a Figura 11 apresenta a distribui¢io da
flechas no dominio do problema. Nova
mente, 0 modelo com elementos RMCIQ-
do INSANE mostrou-se mais rigido que
modelo do SAP2000, conforme mostra :
Figura 10, mas os dois resultados sdo bas
tante proximos.

permitem validar as implementacoes ¢
caracterizar as limitagdes de cada um do
elementos quanto ao seu uso. As compa
ragdes com os resultados do SAP200(
mostram que o sistema pode ser satisfa
toriamente utilizado em aplicagdes varia
das. Essas comparagdes também revelan
que os modelos do INSANE parecen
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-2,0E-04|
-4,0E-04
-6,0E-04

-8,0E-04

Deslocamento (w)

-1,0E-03

-1,2E-03

-1,4E-03
16 35 54 73 92 1

-0.001243 -0.000922 -0.000601 -0.000281 0
[ s——— ]

mais rigidos que os do SAP2000, o que
se explica pela diferenca entre as aproxi-
magoes para os deslocamentos, tanto no
plano (membrana), como fora do plano
do elemento (flexdo), dos elementos dos
dois programas. Essa aproximagdo é
quadrdtica, no elemento do SAP2000, e
linear, no elemento RMCIQ4 do INSA-
NE. Outras pequenas varia¢des entre 0s
resultados dos dois programas podem
ter origem na auséncia de informacoes
sobre como 0 SAP2000 procede para ob-
ter esforcos nos nds e para evitar o efeito
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1 130 149 168

& INSANE
= SAP 2000

187 206 225 244 263 282
Né
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