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En este trabajo se analiza el comportamientopiicd de sistemas mauaicos bien conocidos de una y dos dimensiones, como lo es la
cuerda homognea, la membrana cuadrada y la membrana circular. Bajo una configupacticular inicial de la posién y velocidad del
sistema se estudia la evol@nien el tiempo de la superpoginide modos normales de oscilatique estn presentes ség los coeficientes
correspondientes (de Fourier o de Bessel-Fourier). De la oelacitre las diferentes frecuencias temporales de los modos normales presentes,
se decide si el movimiento magico sea perbdico 0 no. Se muestran resultados @uicos de la evoludin temporal de los sistemas,
verificando si existe periodicidad en el movimiento compuesto.

DescriptoresVibraciones y ondas maaicas; modos normales; ondas estacionarias.

In this work, we study the temporal periodic behavior of well-known one and two-dimensional mechanical systems as the vibrating homoge-
nous string, vibrating square membrane and vibrating circular membrane. When an initial configuration of position and velocity of the system
is imposed, the temporal evolution of the superposition of the natural modes of vibration is analyzed according to the non-zero Fourier or
Bessel-Fourier coefficients. The relations between the temporal frequencies of the normal modes are used to verify the periodicity of the
mechanical movement. Numerical results show the temporal evolution of the systems and the periodicity or non-periodicity of the composed
movement is verified.

Keywords:Vibrations and mechanical waves; normal modes; standing waves.

PACS: 46.40.f; 43.20.Ks; 43.25.Gf

1. Introduccion De manera general, los sistemas arecos oscilatorios

) o ) n ) comparten caractisticas tales como:
El estudio de oscilaciones en sistemesicbs tiene una tra-

yectoria robusta en libros desfca kasica [1]. Su importancia a) poseen una estructura continua y uniforme,
se basa principalmente en dos hechos:
b) existen ciertas condiciones a la frontera que determi-

a) el ca@cter pactico y cotidiano del movimiento vibra- nan el valor de la oscilagi,

torio, y
b) la introduccbn de manera natural a las funciones es- c) estén controlados por fuerzas restauradoras que son
peciales como solugh a la ecuaéin de onda (aspecto proporcionales a la separanide la posidn de equi-
maten@tico). librio (para sistemas lineales) [2].
Tambien es bien conocido el principio de superpdsicso- En tales sistemas es la ecuatide onda, correspondiente

bre sistemas linealesiasomo el aspecto pdrilico del mo- a la simetia del sistema y caracisticas fsicas tales como
vimiento oscilatorio (periodo de la osciléci). Sin embargo, masa y dimens$in, la que rige el comportamiento dimico
cuando se consideran estos ditsmos conceptos de mane- del sistema. Al resolver dicha ecuagise obtienen solucio-

ra simulinea, es decir, cuandcaside una vibrabn se en- nes cominmente denominadas modos normales de osoiaci
cuentra presente en el sistema, se debe tener en cuenta sidamodos naturales de vibraci del sistema. Si la ecuéci de
diferentes frecuencias son 0 no conmensurables énffste  onda es lineal, la superposici de dichos modos es a su vez
criterio es fundamental para el presente trabajo. En particulasplucibn. Las condiciones en la frontera y la ecéacile on-

se analizan sistemas oscilatorios @m@cos bien conocidos, da determinan la rela@n de dispergin. Sin embargo,&o
como son la cuerda homegea, la membrana rectangular, y en sistemas unidimensionales dicha rélagiesulta relativa-

la membrana circular. Se revisa eréqeasos es posible ob- mente simple, pero para los sistemas de dos y tres dimensio-
tener una superpos@ de modos pebdica y en cuales es- nes, sus relaciones son néritamente complicadas. Es por
trictamente no. Se presentan simulaciones émicas de las ello que vale la pena indagar sobre la periodicidad de la su-
membranas con el fin de ilustrar estos conceptos. perposicbn de modos en sistemas de dos dimensiones. Se
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comenzai con el caso de la cuerda hordoga en una di-
menson, luego se tratarel caso de la membrana cuadrada y
enseguida la membrana circular en dos dimensiones.

2. Los modos normales en la cuerda ho-
mogenea

Cuando se estudian las oscilaciones de una cuerda ho
mogenea tensada sujeta por sus extremos, es posible demo:
trar que la soludn general que se obtiene al superponer los
modos normales de oscilaci es [3,4]

Y(x,t) = Z Ay, sin(knx) cos(wnt), (1)
n=1
para cuando la velocidad inicial de la cuerda es cerd'GURA 1. De izquierda a derecha, de arriba hacia abajo, se mues-
() (, t=0)=0). tra la evolucbn temporal de la cuerda con la configugacinicial

en forma de té@ngulo; cada toma presentadadestparada por in-

De acuerdo a las condiciones a la frontera y a la ebunaci tervalos de tiempos iguales y de valST'=T; /14.

de onda, se obtiene la relaoide dispersin

Wn 70 dondeh es la altura del téngulo. Haciendo el dfisis de
—=v=,/—, 2 . . .
kn 00 Fourier correspondiente, se teadjue la forma que adopta la

con o la tensén de la cuerda yy la densidad de masa por CU€rda paratiempos posterioresaesda por

unidad de longitud. Dadas las condiciones a la frontera, el

nimero de onda,, esé cuantizado de acuerdo a V()= S (—1)“52 8h _ sin(knz) cos(wat), (6)
k, = nm (3) n=1,3,5... (mr)
L
dondeL es la longitud de la cuerdasy un nimero entero.  tomando tamlin la velocidad inicial nula(z, t=0)=0. De
Por tanto, la frecuencia de oscilanidel modo: es esto, el modo ras bajo ¢=1) determina el periodo de la os-
o — knﬁ _ m\/ﬁ —_ @ cilacion completa de la Ec. (6) de acuerdo a:
po LV po o
Esto es, las frecuencias normales sémeros irraciona- T = o L\/?S' @)

les proporcionales a la frecuencia. Como es claro, la fun-
cion ¢ (x,t) de la Ec. (1) es una funmn perbdica, con un
periodo igual al del modo de frecuenciasbaja.

Sedin el ardlisis de Fourier, los coeficiente$, de la
Ec. (1) se pueden determinar para cualquier fomdfi(x)

La evolucbn mostrada en la Fig. 1, revela que el perfil
inicial se modifica hacia un trapecio quefeesu altura y des-
pués de un tiempo igual @, se reconfigura el perfil inicial
continua por partes y nula en la frontera de la cuerdzPrOpue.St.oi Tamlan para un tiempo |gualﬁ%/2, s€ obtleng
F(z=0)=0y f(z=L)=0. eI_perfll |n|CJaI pero mygrndo respecto a lméa de .equm-

A manera de ejemplo se toman dos configuraciones inibr'o' En el @lculo r?unenco,'elaborado eMathemat@a 6.0
ciales en particular: y mostrado en la Flg. _1, se mcluyerqn los primerosé&toni-

nos de la superposimn (6). Resulta interesantefsgar que
a) la cuerdaen forma de &mgulo idsceles con base igual aun al sumar los tres primeros modos, es posible intuir el
alalongitudL y alturah; y comportamiento de la cuerda mostrado. Esto sugiere que la

b) la cuerda en forma de &mngulo escaleno de bade implementadn experimental es posible.

alturah y con proyecdn del \értice superior et /4.
Ambas con velocidades iniciales nulas. 2.2. Cuerda con perfil inicial de triangulo escaleno

2.1. Cuerda con perfil inicial de triangulo isbsceles De manera similar, se puede estudiar el caso en el qéetel v

. i _ Ce no se encuentre exactamente en el centro, por ejemplo a un
Supongamos que se tiene la cuerda sometida a una Conf'gél]arto de la longitud de la cuerda:

racion inicial en forma triangular dada por

%x, si0<x<L/2 %z, si0<ax < L/4;
Y(z,t=0)= ®) Y(z,t=0)= (8)
2h(L-z), siL/2<z<L, h(1-2), siL/A<z<L.

Rev. Mex. Fs. E55 (1) (2009) 8—14
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cidad inicial nula [5]:

l’y? ZZA’ILTI’L

n=1m=1

x sin(kp,x) sin(k,y) cos(wn,mt). (10)

En este caso, la reldoi de dispergin junto con la cuantiza-
cion dek,, y k,, dice que

e
\/ \/\ wn’m _ (kQ +k2)1/2
V po

9 971/2
— [(W) N (mﬂ . (1)
a b
FIGURA 2. De izquierda a derecha, de arriba hacia abajo, se mues- pMas din, con el fin de simplificar en lo posible la relawi

tra la evolucbn temporal de la cuerda con la configuéaciini- de dispersin (11), consideramos el caso de la membrana cua-
cial en forma de téngulo con wertice aL/4; cada toma presen- dradaa—b; con esto se tiene que

tada esi separada por intervalos de tiempos iguales y de valor
AT=T1/14. T0 /2 T 1/2
Wnm = /; (k2 +K2)"" = =X (m?+02)'”, (12)
En este caso, la serie de Fourier que determina los modos 0
presentes y desta la evolu@n temporal de la cuerda es y desde luego la frecuencia tempordsrbaja corresponde a

= 2h (4 -
V() = % <m> “

B De la Ec. (12) podemos observar que para los mo-
% sin (@) sin(kn) cos(wnt); (9)  dos siguientes al &s bajo (por ejemplay, »=(v/5v7)/a,

4 wa 2=(2v/2v7) /a, w1 3=(v/10v7)/a) es imposible cumplir
con la condidbn de conmensurabilidad de manera estricta.
Solo algunas frecuencias en particular resaltaser propor-
cionales (por ejemplag o /wy 1=2).

Ahora las frecuencias normales son, como en el caso uni-
dimensional, taml@in irracionales pero no son proporciona-
entre 6 Se espera qu&(z,y,t) de la Ec. (10) no sea
ibdica, como se muestra en los ejemplos siguientes:

Si se considera el atbgo bidimensional de la furim
triangular dada por la Ec. (5) de modo que

2um

(13)

aqu tambén el modo fundamental éspresente y por ende
el periodo del movimiento compuesto es el mismo que pa
ra el caso anteriofly =27 /w1 ). Los #rminos nuréricos que
se consideraron para esta configusadiueron 38 modos no
nulos.

Como se puede observar de los dos casos anteriores, fjr
periodo es el mismo para las dos configuraciones. A pesar
gue la forma de la cuerda no conserva la forma iniésta
evoluciona de tal modo que a medio periodo la forma de la

cuerda se reconstituye (invertida y rotada) y déspde un U(z,y,t =0) =¢(z,t =0)(y,t =0), (14)
tiempo igual al periodo del modoas bajo, se reestructura la
configuracdn inicial. Vale la pena $&lar que debido a la li- Los coeficientes de Fourier y la superpo@icde modos

nealidad que mantienen las eigenfrecuencias de la forma (4Je la Ec. (10) son
es posible concluir que para este caso la superjposide o o 9
modos resultd@ en un movimiento pesilico sin importar la ‘”+’"+2> h 8
x y7 2
mnm
n=1,3,5... m=1,3,5...

configuracdn inicial de la cuerda.

x sin(ky,x) sin(k,y) cos(wn,mt). (15)
3. Los modos normales en la membrana cua- Resulta interesante preguntarse sobre la periodicidad del
drada movimiento de la membrana cuadrada para este caso, es de-

cir, despiés de cierto tiempo, ¢, seposible volver a tener la
De una manera muy parecida a la cuerda ha@meg sujeta configuracbn inicial dada por (14)? Para ello nuevamente se
en los extremos, se tiene el caso de la membrana rectangularplement nunéricamente la soluéh (15) con la ayuda de
bidimensional dlstica, la cual se encuentra fija en sus cuatrain programa elaborado éathematica 6.0Se consideraron
lados, con longitudesy b. Del aralisis adecuado se encuen- los primeros 225&rminos de la doble sumatoria (15). Los re-
tra la solucdbn general a la ecudm de onda superponiendo sultados se muestran en la Fig. 3, y para el comportamiento
los modos normales de oscilaniy considerando una velo- en el tiempo de la membrana en la cual se ha impuesto como

Rev. Mex. is. E55 (1) (2009) 8-14
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FIGURA 3. De izquierda a derecha, de arriba hacia abajo, se muestra la évotaniporal de la membrana cuadrada con la confighmaci
inicial en forma de la funéin (15); cada toma presentadagdestparada por intervalos de tiempos iguales y de ¥eIoeT] 1 /14.

! ' ' ' ' ' ' ' De manera general, se puede decir que la superpogit0),

a pesar de estar constituida por modos normale$dgieds,

no presenta periodicidad en el tiempo como sal@go unidi-
mensional dado por (1). Esto es una consecuencia directa de
la forma funcional no lineal de la reldxzi de dispergin (12).

Se puede estudiar el comportamiento en el tiempo en el

centro de la membrana cuadradg,=a/2, y,,=a/2, que se
encuentra dado por

05 |

Y(Xm:Ym Ty 1)
)

VT1,1

FIGURA 4. Movimiento en el centro de la membrana cuadrada res- 8
pecto al tiempo. Se observa hasta un tiempo igual=a 477 ;. X (
Tambien se muestra el comportamiento del modo de frecuencia
mas bajo en el mismo punto de la membrai@e@ punteada). En la Fig. 4, se han usado los primeros Z3%rinos de la
sumatoria (16). Tambn se muestra el comportamiento, con
condiciones iniciales en el tiempo que la pasitsea aquella  |inea punteada, del modo de frecuencasiajo. Claramente
dada en (14) y la velocidad sea nula. Se muestra el progres@ observa que el comportamiento se aparta de la ogailaci
de ¥(z,y,t) hasta un tiempo igual al periodo del modasn  arnpnica, o nas din, de cualquier movimiento pédico. La
bajo, que en este caso correspondg, a=2m/w1,1, CONw11  altura inicial (agiise muestra normalizada) no se recupera en
dada en la Ec. (13). En cada figura, existe un incremento g intervalo de tiempo mostrado, ni a ningotro.
el tiempo deT 1 /14. Si bien no es pedidica, ¢puede la membrana ser cuasi-
De la Fig. 3 se puede apreciar que la forma inicial de Igperiddica en el sentido de Bohr? En elémglice se da una
membrana no se vuelve a reconstituir en dicho intervalo dereve exposién sobre el concepto de cuasiperiodicidad. En
tiempo, ni en ningn otro tiempo sex posible obtenerlo nue- otros €rminos, ¢es posible que exista un vdlotal que
vamente, ya que los modos no eataen fase como se espera |¥(z, y, t+7)—¥(z,y,t)| < e para toda epsilon? La res-
de la condidbn de conmensurabilidad entre cada frecuenciapuesta a esta pregunta requiere cuidado, ya que la edoluci

2
mn7r2) coS(Wn,mt). (16)

Rev. Mex. is. E55 (1) (2009) 8-14
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de la funcon ¥(x,y,t) a un tiempot+7 no es igual para
diferentes punto$z, y); esto implica que es tambén fun-

cion de la posid@n. Ad que si se desea hacer ladnueda de
esta cota se debe realizar enlalgonjunto continuo de pun-
tos que pertenecen a la membrana. ieglimportante men-

J.S. EREZ-HUERTA, C. MENESES-

FABAN Y G. RODRIGUEZ-ZURITA

dispersbn para este caso es

a’VVL,‘rL 70 v

Wm,n = — = 0mn—

a 0o a
(m=0,1,2,...;n=1,2,...). (29)

cionar que una eledmn cuidadosa de algunos de los modos

normales puede producir una superpd@siccompletamente
periodica, pero esta seleéti es muy restrictiva y no sesu-
ficiente para hacer un desarrollo de Fourier general.

4. Los modos normales en la membrana circu-

lar

Cuando una membranaastica se tensa en un contorno con

forma de circunferencia, como ocurre en un tambor, se en-

cuentra que tambh existen modos normales de oscibeci
para esta simetria cuya superpoaicesi dada por [6, 7]

U(r,0,t) = Z Z (A, sin(mb)

n=1m=1

+Bynn cos(mb)) I (k. nT) cos(wim nt), (17)

dondem=0,1,2,..., J,,(z) es la funcdbn de Bessel de pri-
mera clase de orden entero, y la refawcile cuantizabn para
el vector de onda es

Qm,n

a

(18)

km,n =

Aqui o, ,, es la eesima réz de la funcdbn de Bessel de or-
denm y a es el radio de la membrana circular. La retecde

Para cualquier fundn F'(r, §) continua por partes y nula en

la fronterar=a, la expresbn (17), en virtud de que las fun-
ciones que la componen forman una base ortogonal y com-
pleta, se puede usar para representar dichadar(serie de
Bessel-Fourier). En particular, si la distribaoide desplaza-
mientos es invariable respecto a rotaciorés;, 0)=F(r) y

se sigue quedo los £rminos conn=0 estaan presentes en

la solucbn y por tanto con@&o una serie de Bessel-Fourier
se poda representar a la furam

U(r,t=0)= Z Ao,ndo(ko,nr)

n=1

F(r)

Qo

= gAO’nJO ( a’”r) .

Es bien conocido el procedimiento para determinar los
coeficientesd ,, a partir de las relaciones de ortogonalidad
de las funciones de Bessel. Por ejemplo, continuando con el
caso aalogo a la configuradi triangular dada por la Ec. (5)
para una membrana circular:

(20)

T
F(r)=h (1 — ;) : (21)
tiene como coeficientes de Bessel-Fourier a
2h o
Ap, = / Jo(u)du. 22
O,H (O[O’n)B(Jl(a()’n))Q J 0( ) ( )

FIGURA 5. De izquierda a derecha, de arriba hacia abajo, se muestra la éotaaiporal de la membrana circular con la configunaci
inicial en forma de cono circular; cada toma presentadasegiarada por intervalos de tiempos iguales y de V&IB£T0 1 /14.

Rev. Mex. k5. E55
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Como ya se hdh sdialado, la forma inicial de la mem-
brana se pierde conforme pasa el tiempo y a inngempo
posterior se recupera.

Nuevamente, se puede estudiar el movimiento al centro
de la membrana circular,=0, que se encuentra dado por

Wz, /Ty 1)

U(ro,t) = Aomcos(wont). (25)
n=1

Se muestra tamen en la Fig. 6 corihea punteada la os-
/70, ' cilacion arnbnica del primer modo; ya que tiene el coeficien-
FIGURA 6. Movimiento en el centro de la membrana circular res- te mayor, el mOV|mlent0 esmﬂetermlngdo gn buena_ parte
pecto al tiempo. Se observa hasta un tiempo igual4l, ;. Tam- PO este modo. Sin embargo, las contribuciones adicionales
bién se muestra el comportamiento del modo de frecuenaim m d€ 10s modos superiores modifican este comportamiento y lo
bajo en el mismo punto de la membrariaga punteada). convierten en un movimiento complicado no pelico. En la
Fig. 6 se han usado los primeros 2brhinos de la sumato-
ria (25) y se muestra el movimiento hasta un tiertpd1 1,
' T ' ' T es decir, 4 veces el tiempo mostrado en la Fig. (5), con lo que
2 ST 1 se sigue comprobando el comportamiento noGuico del
N\ movimiento.

I\ ..
, v vv v 5. Comentarios finales

A partir de diferentes sistemas namicos oscilatorios bien
A conocidos en la literatura, se han estudiado las implicaciones
de la superposion de los modos naturales de cada sistema
0 20 40 60 80 100 120 en la periodicidad del movimiento resultante. Para el siste-
ma unidimensional de la cuerdastica, se comprdbque es
FIGURA 7. La funcion h(t)= cos(t) + cos(v/2t) (linea $lida) no  posible obtener nuevamente movimiento peito cuando se
es perbdica, peroses cuasi-pedidica. En este caso se muestra uno considera una configurai inicial particular que involucra a
de los cuefsi-periodos mediante una fémcarndnica con periodo  t5q0s los modos, pero noigsara los casos bidimensiona-
T=24r (Linea punteada). les como la membrana cuadrada y la membrana circular. Esta
B’erdida de la periodicidad se debe principalmente a que la
relacbn de dispergin no es simple y no permite relaciones
simples entre las diferentes frecuencias temporales. Median-
te la implementacin nunerica de estos ejemplos, fue posible
visualizar este tipo de comportamiento no pdito, que de-
fine la naturaleza de estos sistemas oscilatorios y condiciones
El modo de frecuencia as baja de la anterior furtm es  jniciales arbitrarias.
Woi = 0 127 (24) Cqmo trabajo posterior se.b.usca hacer la implemefnmaci
' Ta experimental de la superpogici de modos en sistemas de
y por tanto el periodo de este modo Bg;=27/wg 1. Las  unadimensiny de dos dimensiones (las membranas rectan-
frecuencias de orden superior son proporcionales a las corregulares y circulares) y poder observarla medianétatios
pondientes ri@es de la funéin de Bessel de orden cero. Co- opticos. Por ejemplo, se puede usar como membranas vibra-
mo se sabe, estasicas son Gimeros irracionales que no torias alas pétulas de jabn y en dichos sistemas se dedoer
guardan reladn de proporcionalidad nugnica alguna en- emplearécnicas no invasivas (como lo son lastticas inter-
tre ellas. Por lo tanto, el movimento descrito por (23) [y deferométricas o las de luz estructurada) con el fin de estudiar
manera general, descrito por la Ec. (17)] no presantae- en detalle cuantitativo el movimiento y la topolagle las
riodicidad y la forma inicial¥(r, t=0) de la membrana no superficies [8].
se volvea a presentar (Fig. 5). En libros de texto es Gam Aunque el estudio se enfo@ sistemas ménicos bien
considerar 8lo algunos @jitos de las rces de Bessel con conocidos, las discusiones sobre la periodicidad son de
lo que se puede aproximar los cocientes de las frecuenciascaracter general y se les puede aplicar a otros sistemas oscila-
nimeros racionales [2]. En est&lculo se tomaron los 10 pri- torios importantes, por ejemplo, a los modos electroraign
meros érminos de la sumatoria (23) y se le observa duranteos en una cavidad resonankode-locking o en sistemas
un intrevalo igual &y ;. cuanticos bidimensionales (la panila confinada en el pozo

Con ello, queda perfectamente establecido el movimiento d
la membrana de la siguiente forma

U(r,t) = i Ao nJo (Oéo,n r) cos(wo nt). (23)
n=1

a
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de potencial infinito). Aspues, el presente estudio se puedeSin embargo, la funén h(t)= cos(t)+ cos(v/2t) no es pe-

extender, con las debidas interpretacionesaa oampos de
la fisica.
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Apéndice

La cuasi-periodicidad de una fudcii(t), en el sentido ma-
teméatico se@n Bochner o Bohr (hermano de Niels Bohr),
asegura que para cada> 0, debe existir un cuasi-periodo
T'(e), el cual cumple coti(t + T') — h(t)| < e. En funcio-
nes estrictamente no pédicas, se tiene qUE — oo cuando

e — 0[9].

riodica en el sentido que requiere la congiitde conmen-
surabilidad. No obstante, es posible tratar con este tipo de
superposiciones mediante el concepto de cuasi-periodicidad.
Este tipo de tratamiento resulta extremadamétiteuando

las funciones son asequiblesle mediante mediciones dis-
cretas y finitas, ya que los valores nemcos se conocen has-

a cierto rumero de decimales. Para el ejemplo anterior, el
irracional /2 se puede aproximar a dos decimales median-
te el racional 17/12 (menos del 0.2% de error), si esto es
ad h(t) = cos(t)+ cos([17/12]t), el periodo de esta suma es
mecm(27, 247 /17)=247 [10, 11].

De la Fig. 7 se puede observar que el perfil de la fun-
cibn h(t) a partir del cuasi-periodd'=247 ~ 75.4, es muy
parecido al perfil a partir del origen. Este tipo de comporta-
miento suele presentarse cuando se realiza una roadiel
la superposi@n de dos excitaciones (por ejemplo, raeie
cas, ebctricas), se puede entonces decir que se ha medido el
“periodo”de la perturbadin fisica resultante observada, sin
considerar el aspecto de periodicidad que se ha estado dis-
cutiendo. Por ejemplo, la siguiente aproxingacide /2 se

Para periodos irracionales y no proporcionales, por ejempuede tomar comd77/408 y se debex medir hasta un valor

plo, si consideramos las funcioness(t) y cos(v/2t), se sa-
be que tienen period®, =27 y T,=+/27, respectivamente.

det mayor al cuasi-periodd'=8167 ~ 2563.6 para verificar
esta cuasi-periodicidad.
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