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EQUILIBRIO GENERAL EN ECONOMIAS CON EXTERNALIDADES
Y CONJUNTOS DE PRODUCCION NO CONVEXOS EN UN ESPACIO
DE BIENES DE INFINITAS DIMENSIONES *

Matias N. Fuentes

Resumen

En este trabajo consideramos un modelo de equilibrio general con un espacio
de bienes de dimension infinita, con externalidades que condiciona tanto a los conjuntos
de consumo y produccion como asi también a las preferencias. Estos conjuntos estan
representados por correspondencias, lo mismo que la conducta de los productores que
generaliza a la usada en otros trabajos donde o bien no existen externalidades o bien el
espacio de bienes es de dimension finita. El espacio utilizado es el de las funciones
medibles esencialmente acotadas L.(M, M, p) de modo que nuestros resultados
extienden, entre otros, los trabajos de Bonnisseau (1997) y Bonnisseau-Meddeb (1999).

Clasificacion JEL: D 51
Palabras clave: equilibrio general - externaliades
no convexidades - bienes infinitos - correspondencias
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lada en algunos tramos de la misma, e-mail: matias.fuentes@unsam.edu.ar.
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Abstract

In this paper we consider a general equilibrium model with an infinite
dimensional commodity space, with externalities affecting to the consumer and
producer sets and the preferences relations. All of these sets are represented by
correspondences as well as the producers behavior which extends those used in others
papers where there is no externalities or the commodity space is finite dimensional.
The space actually used is the one of measurable functions essentially bounded L.,(M,
M, p) such that our results generalize, between others, the works of Bonnisseau (1997)
and Bonnisseau-Meddeb (1999).

JEL Classification: D 51
Keywords: general equilibrium - externalities - non convexities
infinitely many commodities - set valued mappings

INTRODUCCION

El proposito del presente trabajo es probar la existencia de equilibrio
general para una economia con un espacio de bienes de dimension infinita, con
conjuntos de produccion no necesariamente convexos y con la presencia de
externalidades que afectan tanto a productores como a consumidores. No debe
extrafiar esta asociacion entre externalidades y no convexidades ya que
comunmente las primeras son causas de las ultimas. A modo de ejemplo,
citamos un caso tradicional en el que la polucion inducida por una firma que
tiene un efecto negativo en los consumidores y atin en los planes de produccion
de las otras firmas que utilizan al agua como un insumo. De modo mas general,
un efecto externo esta definido por el hecho de que la produccion de cada
productor depende de las producciones de los otros productores asi como del
consumo de las familias. Con relacion al efecto de las externalidades en el
consumo de un agente, diremos que este depende de las producciones llevadas
a cabo por las empresas y de la corriente de consumo de cada individuo.

Para el caso descrito anteriormente pero con espacio de bienes de
dimensién finita, Bonnisseau (1997) y Bonnisseau y Médecin (2001) han
obtenido importantes resultados. En el primero de ellos el autor trabaja con una
correspondencia de tipo general que define el comportamiento de los
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productores. A dicha correspondencia se le asignan una serie de supuestos que
permiten arribar a un vector de precios de equilibrio en la economia. Por su
parte el trabajo de Bonnisseau y Médecin (2001) particulariza a la
correspondencia general de Bonnisseau (1997) al considerar un concepto
extendido del cono normal de Clarke ( 1983) en el que se incluyen las
externalidades. La ventaja de mencionada particularizacion es que
prescindimos de los supuestos relativos a la correspondencia que define a la
conducta de los productores. En ambos trabajos, y como es comn en la teoria
del equilibrio general, la existencia de equilibrio es deducida a partir de la
existencia de un punto fijo. También cada trabajo generaliza a otros en donde
si bien se consideraron tecnologias no convexas, no se incorporaron al analisis
las externalidades, asi Bonnisseau (1997) extiende el estudio hecho por
Bonnisseau-Cornet (1988), en tanto que Bonnisseau y Médecin (2001)
generalizan a Bonnisseau y Cornet (1990).

Respecto del espacio de dimension infinita para los bienes, Bonnisseau
y Meddeb (1999) han extendido el trabajo de Bewley (1972) al permitir que los
conjuntos sean no convexos. También aqui los autores consideran una
correspondencia de tipo general que describe la conducta de los productores y
han necesitado supuestos adicionales. Posteriormente Bonnisseau (2000) ha
definido al “cono normal grande” en reemplazo de aquella correspondencia lo
cual si bien redund6 en una menor generalizacion, permitié excluir los
supuestos asociados a dicha correspondencia. Ambos trabajos, aunque siguen
la aproximacion de Bewley de redes de economias finitas, requieren un
tratamiento distinto ya que por las caracteristicas de la economia original no se
deduce un equilibrio en cada economia truncada (Bonnisseau y Meddeb, 1999)
o bien este equilibrio existe pero a partir de un espacio de dimension finita lo
suficientemente grande (Bonnisseau, 2000).

El propdsito de este trabajo es generalizar los trabajos de Bonnisseau
(1997) y Bonnisseau y Meddeb (1999) y tener asi un equilibrio, como ya se
senald, para una economia en la cual el espacio de bienes es de dimension
infinita, los conjuntos no son convexos y existen externalidades'. Esta
generalizacion no es directa ni rutinaria, sino que la extension de tales teoremas
exige nuevos pasos y esquemas de demostracion. Asimismo, a fin de ser
consecuentes con la literatura, en caso de que el espacio sea de dimension
finita, nuestro modelo ha de derivar en el de Bonnisseau (1997) y si no existen

! Obviamente, este modelo no solo extiende a Bonnisseau (1997) y a Bonnisseau y Meddeb (1999)
sino a todos aquellos a los cuales estos también generalizan como, por ejemplo, Arrow y Debreu
(1954) y Bewley (1972) respectivamente.
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externalidades en Bonnisseau y Meddeb (1999). Aqui también seguimos la
aproximacion de Bewley, sin embargo en cada subeconomia de dimension
finita no tendremos necesariamente un equilibrio sino solo a partir de una cierta
dimension (finita) lo suficientemente grande. El hecho de que los conjuntos no
sean convexos y que existan externalidades, no permite una aplicacion directa
de los teoremas de existencia de equilibrio para ciertas dimensiones finitas.

El trabajo esta organizado como sigue: En primer lugar describimos
las caracteristicas de la economia; el espacio de bienes, las externalidades, los
precios, los conjuntos de consumo y de produccion, la conducta de los
productores y la definicion de equilibrio general. En segundo término
introducimos los supuestos en dicha economia que son suficientes para la
existencia de equilibrio. Como la estrategia de demostracion pasa por truncar
las economias, eso lo hacemos en la seccion III. Luego exponemos el teorema
de existencia de equilibrio (teorema 4.1) y dos lemas (4.1 y 4.2) relacionados
con la existencia de equilibrio en la economia auxiliar de dimension finita. La
seccion V consiste en la demostracion del teorema 4.1. Finalmente tenemos los
apéndices: el apéndice A consiste en la demostracion de los lemas 4.1 y 4.2,
con lo que se completa la demostracion de que a partir de una cierta dimension
finita cada economia auxiliar cumple con todas las condiciones de existencia de
equilibrio de Bonnisseau (1997). Luego, en el apéndice B estudiamos los casos
particulares a fin de ser consecuentes con la literatura sobre el tema y poner de
manifiesto que el teorema 4.1 generaliza a varios otros en lo concerniente a la
existencia de equilibrio; en efecto analizamos qué ocurre con nuestro modelo si
(1) el espacio de bienes es de dimension finita, (ii) si no existen externalidades o
bien estas son fijas y (iii) si los conjuntos de producciéon son convexos. En el
apéndice C exponemos algunas definiciones y resultados matematicos
utilizados en el presente trabajo.

I. MODELO DE LA ECONOMIA CON EXTERNALIDADES

Consideramos una economia con un espacio de bienes infinito
dimensional y con una cantidad finita de agentes. Representaremos a dicho
espacio por un espacio medida (M, M, 1) o—finito y positivo. De esta manera
el flujo de bienes esta definido por funciones medibles de valores reales
esencialmente acotadas en (M, M, p). Con estas prescripciones tenemos que el
espacio de bienes esta dado por L.(M, M, p). La conveniencia de considerar
este espacio tanto desde el punto de vista econémico como matematico pueden
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consultarse en Bewley (1972) y Mas-Colell y Zame (1991). En particular
seflalemos que el cono positivo de L. (M, M, p) tiene interior no vacio, de
manera que los conjuntos de consumo, si este es el espacio de bienes, gozaran
de la misma propiedad®. Tanto la definicion y el analisis del espacio L.(M, M,
) como asi también otros topicos matematicos utilizados en el presente trabajo
estan expuestos, sucintamente, en el apéndice C. En adelante escribiremos a
LM, M, p) simplemente como L.

Una externalidad se representa por toda accion de los agentes
econdmicos, relacionados a actividades de consumo o de produccion, que
afecta o puede afectar el (buen) comportamiento del resto de los agentes por
una via directa, es decir sin mediar necesariamente los precios (véase, por caso
Mas-Colell et al, 1995, pp. 352). En ese sentido, en el presente trabajo
consideramos como externalidad al vector que define cualquier corriente de
consumo de los m consumidores y la produccion llevada a cabo por los n
productores.

2= ()] ) e

j=1

Este vector define, en la terminologia de Debreu (1959), un estado de
la economia. Pero tiene una connotacion inmediata con el concepto de
externalidad, pues cada actor se ve afectado por las decisiones del resto. Asi

tenemos que la externalidad o el ambiente que afecta al i-ésimo consumidor
viene dado por:

_ n m+n—1
z,= ((xl,xz, e X 5 X ...,xm), (yj)_ )EL

Por su parte la externalidad o estado que condiciona el j-ésimo productor es

R (€9 S (R TH DI | =9 A

% En el caso de que los conjuntos de produccién fueren convexos también estos tendrian un interior
no vacio. Todo ello redunda en la existencia de un funcional lineal distinto de cero que permite
aplicar uno o varios teoremas de separacion (Dunford y Schwarz, 1954, pp. 417-18)
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Con esto, decimos que las posibilidades de produccion de un productor
estan representadas por una correspondencia’ ¥; : L™ — 2°\{@}. Y/(z,) es el
conjunto de produccién del j-ésimo productor cuando los planes de produccion
de los otros productores son yi, ¥, ..., ¥j-1, Vj+1» ---» V» Y l0s planes de consumo
SON X1, X2,...Y Xy

Del mismo modo las posibilidades de consumo que tiene el i-ésimo
consumidor la formalizamos con una funcién de conjunto X; de L™ en L.
Xi(z.) es el conjunto de consumo para el ambiente z;. Los gustos de los
consumidores se describen por una relacion de preferencias completa, reflexiva,

transitiva y binaria, * ;. en el conjunto Xi(z,;). Sea x; € Xi(z), el conjunto de
los elementos de Xi(z.;) estrictamente preferidos a x; es

P’ (xl.) = {xi'e Xi(z_i):xl.'>-. , xl.}

i i,z_;

No asumimos que un individuo pueda comparar dos corrientes de
consumos Xx;y x; si pertenecen a estados z; y z; respectivamente y ambos son
distintos.

Los  precios los ubicamos en el conjunto S =
{Tceba+(M,9\/l,u):Tt(XM)=1} ‘ donde y) es la funcion de valor

constante 1 para toda m en M. La riqueza del consumidor i la definimos por
medio de la funciéon compuesta

n n n .
rof : SxL'—> R, con f|m, (yf)j:1 = n(col.), Tt(yj)j:1 . Es decir,
se trata de la composicion de dos funciones f: SxL"—> R""y r: R™" — R. La
funcion de riqueza es dicha composicion. Esta captura la idea de la
participacion de los m consumidores en los dividendos de las empresas como
asi también incorpora la nociéon de economia de propiedad privada de Debreu
(1959).

* En lo que sigue hablaremos de correspondencias, funciones multivocas y funciones de conjunto
como sindnimos.

* ba(M, M, pn) que es el dual topoldgico de L,(M, M, ) = L lo escribiremos también L". El
conjunto S es una manera estandar de normalizacion de precios en espacios de dimension infinita y
puede verse, entre otros trabajos, en los de Bewley (1972), Bonnisseau y Meddeb (1999),
Bonnisseau (2000) y Noguchi (1998)
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Definimos un estado débilmente eficiente’ de la economia por medio
del siguiente vector de L""" :

zZ= {zeL"”" Vix eX,(z,),Vjy €d,Y, (zfj)}

La conducta del productor viene dada por una correspondencia
o} :Z+ S .° Dado un ambiente z € Z y una produccion débilmente

eficiente y ;€ 600Yj (Z_ j), TE Li es un nivel de precios aceptable para el

productor j en y; siy solo si m € @{z). Notemos que esta correspondencia deja
abierta la posibilidad a que ciertos productores sean precio aceptantes en tanto
que otros sean formadores. Esto ultimo es particularmente cierto en empresas
monopolicas que presenten rendimientos crecientes a escala. En el caso de que
el conjunto de produccioén sea convexo tendremos, como caso particular, la
conducta maximizadora de beneficios 02) =

{neS:n(yj)Zn(y'),‘v’y' € Y].(zfj)}.

. . . +n-1
Las correspondencias X; e ¥; fueron definidas sobre el espacio L™ ™.

Pero puede ocurrir que ciertos planes x; e y; no sean posibles al mismo tiempo
dado que esas acciones no son compatibles entre si. Por este motivo definimos
al conjunto de asignaciones compatibles débilmente eficientes como aquellos
en donde la oferta agregada mas la dotacion inicial de bienes de cada
consumidor alcanza para cubrir la demanda de todos ellos. Tenemos que dicho
conjunto dado una dotacién agregada inicial ¥; ;= w € L" es

Aw)={zeZ: X" x, <2y, +o}

Finalmente los conjuntos de produccion de equilibrio (PE) y de
produccion de equilibrio  factible débilmente eficiente (APE) son
respectivamente

* Bajo el supuesto P que veremos mas adelante, el conjunto de producciones débilmente eficientes
del productor j para cada externalidad z;, esta en la 3-frontera de Y{(z,).

® La consideracién de funcion multivoca para expresar el comportamiento del productor es un tema
desarrollado en Cornet (1988).
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PE= {(n,z) eSxZ:neﬂj_:l(pj (z)}

APE = {(n, z)eSxA(w):ne ﬂ; 0, (z)}

I. 1. Definicién de equilibrio

m —\” —
(E, ﬁ) —((x; )i:l 5 (y, )j=1 > TC) € ZxS es un equilibrio de la economia ¢ =

1. Vi, x. es un elemento maximal en el

conjumo{x,.ex,,(z_i) :T_t(xi)Sri(ﬁ((oi), (ﬁ(?,»)j_l))}
2. € ﬂj.:l(l)j (z)

3. 20X, =Zj’:1)—)j+0‘)

II. SUPUESTOS DEL MODELO

En primer lugar consideramos a la topologia o(Z, L ) que es la
topologia mas débil sobre L para la cual todos los elementos de L* son
continuos. Dicha topologia hace que el espacio topolégico (L, o(L, L") ) sea de
Hausdorff (Ash, 1972, pp. 144). En el mismo sentido la topologia o(L", L)
sobre L es la topologia menos fina (también llamada topologia débil estrella o
topologia débil *) respecto a la cual todos los elementos de L son continuos
(aqui los elementos de L se interpretan como funciones de valor real sobre L")
(Zame y Mas-Colell, 1990, pp. 1839). Con esta topologia el espacio topologico
(L, o(L", L)) es también de Hausdorff.
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Enunciamos los supuestos que van a utilizarse:
Supuesto C: Sobre los consumidores

() V i, X; : L™ — 2\{@D} es una correspondencia o(L" ™", L™"")-cerrada,
valorada convexa y conteniendo al 0.

(ii) V i sea B un conjunto no vacio de L tal que X;(z.,)NB # & entonces existe un
o(L™™!, L™ Y-entorno de z;, U(z,) tal que Xi(z')NB # & para todo z’ € Ul(z.
i)-

(iii) Para toda z; € L™ y x; en X{(z.,), el conjunto {x;’ € Xi(z.,) : x; Sz X'}
es convexo. Para todo entorno de x;, V(x;), en la topologia débil, P,(x;)NV(x;) #

@ donde P(x,) = {x/ € Xdz.) : x; <@ 2 X/} es o( L™, L™ ")-abierto.
Este ultimo es el supuesto de no saciedad local (NS).

(iv) Sea la funcion de conjunto T': L™ =2\ (@ definida por I'(z.;) = {( x;,

’ ’ . - * -
x) € )7(,-(2_1»)2 :x; R4 ziy x'}. Esta correspondencia es o( L™, L” "")-
cerrada’.

(v) La funcién r; es continua y estrictamente creciente. Ademds %; r(mn(w,),
(n()=1") = m(w) + Zm(y,) y siz € A(w) entonces r{m(w,), (n(¥)-1")) > 0.

Supuesto P: Sobre los productores

() ¥Jj, ¥, : L™ — 2'\{D} es una correspondencia (L™ "', L""""")-cerrada.
(ii) V' j sea B un conjunto no vacio de L tal que Yj(z;)NB # & entonces existe un
oL, L™ "Y-entorno de z,, U(z,) tal que Y{(z)"B # & para todo z* € Ul(z.

-

(iii) Existeny ¢ € R tal que paratodaz;e L™ tyy e Y(z,)y & Yi(z,)

7 Sea, para cada z;, el conjunto T'*( z,) ={( X, X;") € Xiz.)*: Xi > ¢, 2 X} ). (2 x5, x7) e L™

1 (x, %) e T'(z".) } pertenece a un conjunto (L™, L™*"")-abierto de L""*'.
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(iv) Y(z;) - Ly = Y(z;) paratodaz, e L™ (libre disponibilidad).
Supuesto B

El conjunto A(w):={z € Z:%;x; <%y, + ©'} donde > o es acotado en
norma.

Notemos que en ausencia de externalidades, los supuestos C(i) y
C(iii)-(iv) son practicamente similares al supuesto C de Bonnisseau y Meddeb
(1999). Para cada ambiente fijo z; € L™™", X(z) es cerrada en la topologia
débil (Joseph, 1978, pp. 509-510). El supuesto C(iv) es la extension natural del
supuesto de preferencias continuas al caso presente en que trabajamos con
correspondencias de consumo en lugar de conjuntos. Por supuesto, ello implica
continuidad débil dado un ambiente fijo o ausencia de externalidades®. En C(v)
se tiene que si la riqueza global es positiva entonces el ingreso de cada
individuo es positivo. A menudo también se ha argumentado que este supuesto
revela que existe un mecanismo institucional por el cual las pérdidas de las
firmas con tecnologias no convexas son compensadas. El supuesto C(ii)
merece una consideracion aparte: obsérvese que se trata de un supuesto mas
fuerte que el de hemicontinuidad débil ya que aquel vale para todo subconjunto
B tal que Xi(z;)N\B # J, mientras que en el caso de la hemicontinuidad se exige
que B sea abierto. Si tal es el caso de B, entonces las condiciones supuestas
implican la hemicontinuidad inferior. Mas aun este supuesto tiene como caso
particular que si x € Xj(z,;) entonces vale decir que {x} < X{(z;) y por lo tanto
existe un o-entorno de z,;, U(z.), tal que x € X(U(z;)). Es decir dada una
externalidad que define un conjunto de consumo, si un bien o servicio se
encuentra en dicho conjunto se encontrara también en otro conjunto de
consumo condicionado por una externalidad “cercana” a aquella. De no haber
externalidades o bien si estas son fijas ambos conceptos coincidirian. Asi el
teorema que aqui desarrollamos generaliza el trabajo, entre otros, de Bewley
(1972), Bonnisseau (1997), Bonnisscau y Cornet(1988) y Bonnisseau y
Meddeb (1999).

Respecto del supuesto P, acontece lo mismo que lo comentado en el
caso de la correspondencia X; en los supuestos C(i)-(iv)’, tanto si no existen

¥ Pues tendriamos un conjunto convexo en donde la topologia débil coincide con la topologia
Mackey o topologia fuerte entre las localmente convexas y de Hausdorff. Para una definicion
precisa de la topologia Mackey véase Nowak, M. (1989), teoremas 2 y 5. Respecto de la
equivalencia de topologias puede consultarse Shcaefer (1971).

° Excepto, claro est, en lo relacionado a la valoracion convexa.
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externalidades como si estas son fijas. En efecto, en cualquiera de estos dos
casos tendriamos que Y; es un conjunto débilmente cerrado. La asuncion de
libre disponibilidad 1mphca que dada una externalidad z; € L") las
producciones débilmente eficientes se encuentran en la frontera de Yj(z;) para la
topologia inducida por la norma. El supuesto P(iii) no esta contemplado en el
trabajo de Bonnisseau y Meddeb (1999) pero guarda relacion con Bonnisseau
(1997) y ha de usarse cuando trunquemos la economia original en
subeconomias de dimension finita. Notemos que el supuesto P(iii) al afirmar
que 7 € Y{(z;) paratoda z; € L™ es mas débil que suponer que - L, Yi(z.
;). ya el nuestro seria un caso particular de este ultimo. También asumir que
tixu & Y{z;) es menos restrictivo que asumir la imposibilidad de produccion
libre (Debreu, 1959). Obviamente lo que estos supuestos quieren hacer notar es
que no se puede incrementar la produccion sin hacer lo propio con los inputs
dado un ambiente o externalidad.

El supuesto B aqui es similar a Bonnisseau y Meddeb (1999) con la
terminologia de Bonnisseau (1997). Por otra parte, el supuesto B asume la
acotacion dada para toda ©> ® y no solamente para . Ello es asi puesto que
si supusiéramos solo para @ Bonnisseau-Cornet (1988) han dado un ejemplo de
que el equilibrio puede no existir debido a las posibilidades de pérdida estricta
(pp. 146, remark 5.1).

Supuesto BL (pérdida acotada)

Para todo productor j = 1, ..., n; existe un numero real o tal que, para todo z €
Zy paratodo m; € @)(2), T(y;) = o

Supuesto WSA (supuesto de supervivencia débil)

Para todo (7, z, A) € PExR, siz € A(w+Ay,,) entonces m(Z; y; + @ +Ay) > 0

Notemos que si z € A(w+ Ayy,) entonces %; y; + o + Ay > 0y por lo tanto (X,
yi+ o+ Ayy) >0 para todo nt € L".. Asi, lo que el supuesto WSA dice es que
el nivel comun de precios de la economia dado por la regla de asignacion de
precios de cada productor permite obtener un nivel de riqueza global que esta
por encima del minimo absoluto. Como se sabe, este supuesto es un
debilitamiento del supuesto de supervivencia SA donde A = 0. (Kamiya, 1988,

pp- 263).
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III. SUBECONOMIAS DE DIMENSION FINITA
III.1. Definiciones y propiedades basicas

Consideremos una red ¥ de subespacios de dimension finita de L
dirigida por inclusion y conteniendo tanto a (®;) como a 7y, Paracada FF e ¥
tenemos que F~ es su dual; ademas F hereda el producto interior de L, y como
F.n(-F,) = {0} entonces F, es un cono propio. Notemos que en la topologia
inducida intF, = FnintL, que es no vacio ya que y,, esta en intL.. De ahi que

para todo F € ¥ y para todo n € N tenemos que F con dim(F) = n es

equivalente al espacio euclideo n dimensional R" (Dunford y Schwartz, 1958,
pp. 245)'°. Con estos preceptos podemos asignar a F una estructura euclidea''

tal que xu " ={&" € F: & () =0}, s 'OF- = {0} y [l 1| = 1.
A continuaciéon truncaremos la economia de dimension infinita en
subeconomias finitas. A tales fines consideraremos las siguientes
correspondencias
X5 (LoFy" S 2 O @y,
Y}F: (Lva)ern—l_) zLﬁF\{g}.
Definidas, respectivamente, por
X5 ZF—i) = )(i(ZF-i)mF .
Y/ (&) = Y )AF.
Asimismo tenemos que SNF'y = 8" = {n € F'.: n(yy) = 1}, F, =
FNL, e intF, = FnintL,. Veamos a continuacién algunas cuestiones

importantes relacionadas con el funcionamiento de estas economias truncadas o
subeconomias. En primer lugar notemos que para todo F € F, X{(z")NF # &

' En realidad F es equivalente a E", el espacio lineal de n-tuplas ordenadas. Dado que nosotros
estamos considerando el campo de escalares reales es que hemos tomado R".

" Aqui la estructura euclidea sobre F no es la misma que la de R”, pero sera suficiente con
remplazar el vector e = (1, 1, ..., 1) en Bonnisseau (1997) por y.
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ya que por C(i) 0 € X(z;) y como F es un subespacio de L, 0 € F. También
para todo F € F Yj(zF HNF # & ya que por el supuesto P(ii) ¢y Yj(zF 2y
como £ es un subespacio que contiene a s, Ly € F.

En segundo término veamos que cualquiera sea F € F 9(Y{(z",))NF) c
6ij(zF_j), para ello baste con probar que 8(Yj(zF_j)r\F) = Gij(zF_j)mF . En efecto
siy; € 0.Y(Z")NF es evidente que y; € d(Y{z",))NF). A la inversa sea y; €
a(Yj(zF_j)r\F) entonces y; € Yj(zF_j) e y; € F. Por P(iii) existe ¢; € R tal que £y
¢ Y(z"). Sea t">max{z,|ly;1].}, de ahi tenemos que ¢y > £iun £ s> y; ¥
por P(iv) ¢y & Y,»(zF _j)lz. Como F es un subespacio ¢y, esta en F, lo mismo
que el funcional ay; + (1-0)t 4 para todo o en [0, 1]. Si o = 1 este funcional
esta en Yj(zF ;) y si a =0 entonces estard en L\Yj(zF ;). De ahi que para algiin o
€ (0, 1] ay; + (1-0)t s € 0,.Y(z" )NF. Notemos que el tinico caso que puede
darse es o = 1. En efecto si o < 1 entonces tendriamos que oy; + (1-o)t "y €
600Yj(zF HNF < 6(Yj(zF )NF) por lo que se probod en la primera parte, pero ay; +
(1-0)t x> ¥; u-c.t.p. lo cual contradice que y; G(Y,-(ZF )NF). Luego y; €
0.Y(Z" )NF.

Tercero, notemos que el conjunto que designa los estados truncados de
la economia débilmente eficientes esta dado por Z* = {z" € (LnF)"™":Vix/ e
X )FyVj y,-F € G(Yj(zF )NF)} el cual estd contenido en el conjunto Z.

En cuarto lugar definimos la correspondencia (p,F  ZF =25 (i
expresada como (p,-F )= (p,—(zF YNF",. Veamos que esta funcion multivoca esta

bien definida ya que si &t € (p,-(zF ) < S, entonces n: L. — R y en particular © esta

definida en F, o sea nt|z: L.NF —R, por lo que n|r € F*.. Como Y € F,
| () = m(xy) por lo que (p,—(zF YNF", = S*. En otras palabras (p,—F es la
restriccion de todo elemento de @; a F o lo que es lo mismo, para todo elemento
de ¢/ existe una extension a L que estd en el conjunto @;.

En quinto término, veamos algunas cuestiones consideradas con la
externalidad o ambiente y la inclusion. Consideremos por tanto un espacio de

bienes de dimension 7, F,. Notemos que F, C F.;, k €N. En consecuencia z'";
e " (LAF)XIT- " (LAF,) < " (LAF, )T "(LNF,.;).  Ahora bien,

Seac=1"-1>0,de modo que ¢y - cxu = Lm. Sisuponemos que ¢y € Yi(z",) entonces por
el supuesto de libre disponibilidad también ¢, - ¢y , 1o cual contradice que £y & Yi(z").

93



ESTUDIOS ECONOMICOS

sean 2", y z™,; en T"(LNF,)x T1,"(LNF,); dado que los conjuntos de
consumo no necesariamente son los mismos cuando cambia el ambiente, no
podemos comparar dos corrientes de consumos que pertenecen a externalidades
diferentes, por ello X{"(z".) no es necesariamente igual a X/"(z*".). Como
consecuencia tendremos que a diferencia de lo que ocurre en los trabajos donde
se sigue la aproximacion por economias finitas sin externalidades aqui X;"(z"")
no tiene por que estar incluido en X;/"*(z**,)"*. Es decir aunque la familia F
esté dirigida por inclusion no sucederd directamente lo mismo con los
conjuntos de consumo y produccion ya que, formalmente, z'; y z/"*, son
elementos de (LNF,)"™" y por tanto se pueden considerar como ambientes
distintos. Matematicamente decimos que es dable tener X" )F, <« X"
INFap @ X2 )OF

Asi, los conjuntos de asignaciones débilmente eficientes y factibles, de
equilibrio 'y de equilibrio factible en dimension finita estan dados
respectivamente por
A= eZ 1 2x <%y "+ o lcd(o)

PEF = {(pF ,ZF ) e Stxzl pF S ﬁj:I”((PjF(ZF)mF\O)}
APE" = {(p",2") € 8" x A" (0): p" € 0 "(0/ ()0}

Por su parte las preferencias <F > 2 - es el preorden inducido sobre
X(Z" )nFpor 34,2",

En *ﬁltimo término recordemos que las topologias o(L, L") y o(L", L)
sobre L y L respectivamente son, en esos espacios, las topologias mas débiles
que ademas hacen que dichos espacios sean de Hausdorff (Dunford y Schwarz,
1958, pp. 68). Al restringir La F'y L"a F’, tenemos los subespacios (F, o(L, L"
V) y (F, o(L", L)) siendo o(L, L )r y o(L’, L) las topologias relativas.
Debemos tener presente que la restriccion de o(L, L") (o(L’, L)) a F (F)
coincide con la restriccion de la topologia 3 (37)'"° a F (F") (Zame, 1987, pp.
1095). Por este motivo, una red en F (F) o(L, L")-converge (o(L’, L)-

1327 esta en (LOF )" ™! completando con ceros en las dimensiones k.

' Notemos que, como hemos dicho, esto contraste con el caso en donde no se consideran
externalidades. Alli X/ = X/"™* siempre. Estamos hablando de aquellos trabajos que siguen la
metodologia de Bewley (1972).

'S Recordemos que I y I son, respectivamente, las topologias métricas (inducidas por la norma) de
LyL".
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converge) si y solo si J-converge (3 -converge). Por otra parte el hecho de
que la topologia inducida o(L, L")z coincida con la topologia de la norma 3
en dimensién finita significa que el subespacio topologico (F, o(L, L")s) es
metrizable, de ahi que podamos tratar en lugar de redes directamente con
sucesiones en cada subeconomia'®.

IV. TEOREMA DE EXISTENCIA, LEMAS Y SUPUESTOS ADICIONALES

Antes de pasar al teorema central de este capitulo exponemos un
supuesto y dos lemas

Supuesto PR (sobre la conducta de los productores)

(i) La correspondencia ¢;: Z— 2% es valorada no vacia y convexa.
(ii) Para cada F' € Fla correspondencia (ij tiene un grafo cerrado
(iii) Sea (2", n"”) € ZxS una subred tal que se verifican:

(@, 7" (2", n") en la topologia producto débil
Vel VieeT
_ ") converge

entonces suponemos que (a) /im ©"°(y ) > '(y"), y si lim 700 ) = 7' (")
entonces (b) yj* € 8001@(2*_1-) yn' e (pj(z*) paratodoj=1, ..., n.

En el caso de que no hubiere externalidades o bien que estas sean fijas,
este supuesto se traduce automaticamente en el supuesto PR de Bonnisseau y
Meddeb (1999), por lo que asi presentado es una generalizacion del de estos
autores. Mas aun, el hecho de exigir que la subred (z”, 1) pertenezca a ZxS
es mas débil que el en el caso de los autores mencionados. Por otro lado, esta
correspondencia extiende a ¢; en Bonnisseau (1997) al espacio de bienes de
infinitas dimensiones. Cuando Yj(z7_,~) es un conjunto convexo entonces el
supuesto PR se cumple directamente'”.

'® Lo mismo puede decirse del subespacio (F', 6(L", L))
'7 Este tema lo desarrollamos en el apartado sobre Casos Particulares.
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La economia " satisface los supuestos (P), (B), (BL), (WSA), (PR),
(R) y (C) (excepto NS) del trabajo de Bonnisseau (1997) para todo F € . Sin
embargo, como veremos en el apéndice A, no en todas las subeconomias de
dimension finita se satisfacen los supuestos (NS) y (SA) de Bonnisseau (1997).
Concretamente es a partir de un cierto Fy € F que ambas condiciones tienen
lugar, como reza el lema siguiente.

Lema 4.1. Bajo los supuestos (C), (P), (B), (BL), (WSA) y (PR) y teniendo en
cuenta lo expresado en la seccion 3, existe un subespacio Fy, € F tal que para

todo F € F con F > Fy la economia " = (X, 5F( i ZF_,-), e, (Y/-F, (ij)j:I”,

®)r < ¢ Satisface:

(NSP): Sea ((x/)—1™, 3)=") € A"(w) entonces para todo J-entorno de x|,
Vx"), y para todo i tenemos que P (x" )NV (x{") = @.

(WSAF): Sea (p", 25, 1) € PE" xR, si 2" € A" (w+\y,) entonces pF(ijj + o
thxum) > 0

Demostracion: en el apéndice A.

Lema 4.2. Bajo los supuestos (C), (P), (B), (BL), (WSA) y (PR) y teniendo en
cuenta lo expresado en la seccion 3, existe un subespacio Fy € F tal que para
todo F € F con F > Fy la economia €" tiene un equilibrio (z", p) = ((x)i",
0" p") e ZF xS".

Demostracion: en el apéndice A.

Teorema 4.1. La economia € = (X, 2 s zap, 1)i=1"s (Y (@)1, ©) tiene un
equilibrio si satisface los supuestos (C), (P), (B), (BL), (WSA) y (PR).

La demostracion la brindamos en la seccion siguiente.
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V. PASO DE LA ECONOMIA DE DIMENSION FINITA,
POR LIMITE, A LA DE DIMENSION INFINITA.

Sea ((x/")=", (ij )-1" (»")) un equilibrio de la economia &” para cada
F € Ftal que F > F,. Probaremos la existencia de un vector ((x; )", (; )-1",
() € L""xS", el cual es un equilibrio de la economia. La demostracion
consta de los siguientes 9 pasos:

Paso 1. Extension de p* (p": LnF—R,) an" (n": L—R.)en S.
Demostracion

La demostracion no es sino una aplicacion del teorema de Hahn-
Banach (Kolmogorov y Fomin, 1957, pp. 86). Existe una extension n° de p” a

L. Como p" € 8, que es un conjunto compacto, || p” || < co. En virtud del

teorema mencionado |||« = || p* || < . Como " (ya) = p"(xn) = 1,
entonces paratoda F e & n’ € S.

Observacion. Notemos que en virtud de lo que expusimos en la
seccion 3 acerca de la correspondencia (ij sabemos que para cada p” € (ij "
existira una extension ij € (pj(zF). Es decir pj|FF= p". No obstante no tenemos
ningn argumento para afirmar ni que ij es igual para toda j (aunque si lo sea
su restriccion a F), ni que para alguna j ij =n’.

Paso 2. Existe una subred ((x,/ )", 0/")~1", 7, (0 "))icqr ») que
converge en la topologia producto débil a ((x";)", (y*j)jzl", T, (pj*)). Del
mismo modo (7" (") e 57 = 1, oo 1y (WO X)) 1z ), 1 =1, ...m sON
redes convergentes.

Demostracion

m

En primer lugar probamos que la red ((xiF -1 (y_,«F )=1")F e # €std en un
conjunto débilmente” compacto. En efecto ((x)", (_ij)j:]n)F cr € A(®) que
segun B es un conjunto acotado en la norma, en consecuencia por ¢l teorema de
Banach-Alaoglu (Ash, 1972, pp. 162) ((x")~1", (/)~1")r< # estd en un conjunto
débilmente” compacto. Asi existe una _subred g(xiF Nty Nt ier o)
convergente en la topologia producto a ((x; )i=1", (v; )=1").

97



ESTUDIOS ECONOMICOS

Analogamente, del paso 1 tenemos que las redes (1) c ¢ y ((ij Nree
estan en el conjunto S, y nuevamente por el teorema de Banach-Alaoglu, este es
débilmente” compacto. Existen entonces las subredes (1’ (t))te(T, 5y ((p]»F (t))),e(T,
seon w0 sty pfOY 5 p paraj=1,2, ..., n. Entonces la red ((x/”).",
0N 7T, (0 ))ieqr, ) converge en la topologia débil a ((x")i-", (v ))-1"s

T, ().

Por un analisis similar tendriamos que ©"(y/) € R" = R y [x"(»/")|
<" ||n” ||ba.|\(y]»F )|zo <o0. Analogo a lo que expusimos arriba podemos afirmar
que la subred (1"(y ™)) ,c(r. » converge para toda j. La demostracion para
(%) ez 5y, i =1, ...m es idéntica m.

Observacion 1. El paso anterior es equivalente a decir que las redes
(P_iF(t)(ij(t))) e spj =1, ,ny (p_,-F(t)( x ) 1e(, > | =1, ...m, son convergentes
puesto que restringidas a F(¢), para todo ¢ € T, p”, p/” y 7" coinciden.
Observemos también que la convergencia aqui es en la topologia inducida por
la norma.

Observacion 2. Notemos que ((x;" )i, 01", P")ie(z, ) es un subconjunto
del conjunto de equilibrios ((x/)1", (")~1", ®"))r < & por lo que para cada €
T con t mayor que un cierto z, € T (/)" 0", ")) es un
equilibrio de &

Paso 3. Paratodoj=1, ..., n, = p,-*-
Demostracion.

La prueba es similar a la dada por Bonnisseau y Meddeb (1999), pp.
297.

Paso 4. ((x)i=t”, 0, )=1") € T "Xz )X " Y2 ) y Zim™ % ="y +
o.

'8 Esta desigualdad es ampliamente conocida y puede consultarse en Vulikh, B. (1963) pp. 219.
Y'Y esto en virtud del lema 4.2, pues para fy € T, podemos hacer F(ty) = Fj.
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Demostracion.

Del paso 2 observacién 2 ((x/)”, ")) € 2" < " X",
DXL "0, Y(2")) < T " X" )< " Y(z"")) para todo ¢ > £y, t € T. Como
2" " 7", y las correspondencias X; e Y; son débilmente cerradas entonces
()" (y,/*)j:ln) ell izlmf\/i(z*»i)xn,/:lnY/(Z*f/)o Por otra parte 3 " x; " = ¥
1y A0 4+ @ a partir de un cierto f, € 7. Luego en virtud de las o(L, L')-

convergencias de x” y de y/” tenemos que ¥, x," =X " ¥ + o.

*
Paso 5. © #0.
Demostracion.

20 el Ve T, 1 %)=1. Entonces 1 = lim " (y,) = 1" (u).
Luego n*:pj*i ovj=1,..,n

Paso 6. Si:x; Z(;, 24X entonces T (x;) > (7 (), lim(r (3 )))

Demostracion.

Sean x; x; € X{(z') con x; Z (i z*_,») x; y sea yj* € awy,-(z*_,). Por el
supuesto de no saciedad local tenemos a x;" € Pi(x;))NV(x;), donde F(x;) es un
o(L, L*)—entorno de x;. Ahora bien, x;" estd en algiin F € Fy existe ¢, € T tal
que para todo ¢ >ty F < F(f), de modo que x;" € P{x;))NV(x)NF(f) V t > t,. Es
evidente que x;” € Xz )NF(t: t > to)"P{x)NV(x;) y por C(ii) existe t; € T tal
que para todo ¢ > #,x;” € X" "7V )AF(t: t > t))"P{x;)"V(x;). Entonces para
todo ¢ € T con ¢ > max.{to, t;} x;’ € Xi(Z" " )F(H)NPx)"V(x;). Por otro lado
x5 x"y x 0 e Xi(2"")NF(1) para todo ¢ € T. Asi en particular, existe £,
e T tal que para todo ¢ > t, x/' ¥ e X(Z"")NF(H)nU(x;"), donde U(x;) es un
entorno de x; . De igual manera y teniendo en cuenta P(ii) se sigue que existe
i’ e Y,-(z*__,-) y t; € T tal que para todo ¢t > 13y, € Yj(ZF @ )AF(f). Entonces para
todo ¢ > max{ty, t1, b, t;}, t € T, consideramos la economia & @ De ahi por la

F F
(t)(l_’ 7 (t)_l_

continuidad de las preferencias x; > )x,»F @ de modo que®

» Tengamos presente que estamos considerando el hecho de que ((x/ )", (yf ‘(’)),-:1”, () eqr. > s

F(0 F(1)
(i

un equilibrio en £y que x; > ;, 27 x/? (véase la nota al pie de pagina anterior).
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TEF(t)(xi') > TCF(t)(xiF(t)) =7 i(TEF(t)(mi): (EF(t)( ij(t)))) 27 i(TcF(t)(U)i)a (WF(t)( J’j')))
Tomando limites

w(c) 2 lim 700 = rr (), Im@ ") 2 rr ), 7))

(M

Esta desigualdad vale para x; arbitrariamente cerca de x,, de modo que
la continuidad de n” y de , aseguran que 7 (x;) > r(n (o), lim(z"( " )))

(1)
Paso 7.7 (y;) = limn™ (") y n'(x) = lim(x"(x,"")
En (1°) sustituimos x; por x; y en (1) y,»' por y_,«*, de modo que tenemos

Tf*(xi*) 2 limTCF(t)(xiF(t)) = ”i(Tf*(fDi)a Hm(ﬁm)()’_im)))) 2 ”i(Tf*(fDi)a (n*(yj*)))

2

Veamos que 7t (x; ) = r(1 (©;), (1'( yj*))) para todo i. Supongamos que
no, entonces existe i’ tal que 7 (x;) > r(n (o;), (x'( y))). Entonces Y. ,"

) > (@) 2" ) .(3)

Por otro lado, hemos probado que Y " x; = 2" y/* + o, lo que
implica que ¥, n'(x,) = n(0) + ¥ " ©'( »/). De modo que es una
contradiccién con (3). Luego m'(x;) = ri(n (o)), (n*(y_,-*))) paratodoi=1, ..., m.
Entonces, de la desigualdad (2) se deduce que r{(m'(e;), lim(n"( y_,«F @y)) =
(@), (n'( y,-*))) para todo i. Dado que r(.) es estrictamente creciente,
limr"( /) = n°(»"). La demostracion de que n'(x;") = lim(n"“(x,"")) es
similar .

Notemos que con lo expuesto en este paso y considerando lo que
probamos en el paso 4 junto al supuesto PR(iii) (b) tenemos que en definitiva

((xi*)izlma (yj*)jzln) =7"e A(w).

. * . . .
Paso 8. Para todo i =1, ..., m, x; es maximal en el conjunto presupuestario {x;

e Xiz") () < r(m (@), (T )M}
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Demostracion:

Tenemos que probar que para cada agente i, i x; >, z*_,-) x,-* entonces n*(x[) >
(). Supongamos que (') = n (x;). Por los supuestos WSA y C(v)
sabemos que T (x;) = r(m (o)), (n*(yj*)jzl")) > (0. Para todo t € (0, 1)
tendremos que 7' (fx;") < © (x;') = ©'(x;). Sea asimismo ¢ lo suficientemente
cercano a 1 tal que #x;” € Xi(z",). Por la continuidad de las preferencias #x;’ > (0>
z*_i) x; y porel paso 7w (tx;) = 7' (x; ). Tenemos asi una contradiccion.

Paso 9. € (pj(z*)
Demostracion:

De los pasos 1 y 2 tenemos que para todo ¢ € ijF(’) € gz £y Por
los pasos 2 y 3 tenemos que p;"” " 1" e S para todo j y p/ (") =
(1 ”) converge. Por su parte en el paso 7 dedujimos que /im "“(y?") =

n'(y,"), entonces por PR(iii) b) n° € M) ",(2).

APENDICE A

Incumplimiento de los supuestos (WSA) y (NS) en subeconomias de dimension
finita

En primer lugar notemos que el supuesto (WSA) no se cumple en
cualquier subeconomia finita. Sean (p”, z, 1) € PE" xR, y z" € A" (o+hyu)

entonces en virtud de que Z" < Z tenemos que en realidad (p”, 2, 1) € PExR.
y z¥ € A(w+hyy). Del punto 5 paso 1 tenemos que existe p,F € q)_,«(zF ) tal que
pir = mp"=p". Pero si bien es cierto que (p") € IT-,"¢, (") ya hemos visto
que la extension de ij a L no ha de ser necesariamente la misma para todo j, de
modo que lo que en definitiva tendremos es que (p;) € H_,«zl”(pj(zF ) por lo que no

podriamos hacer uso del supuesto (WSA).

El caso del supuesto de no saciedad local (NS) ocurre que si (z')
A" (o) entonces (z) € A(w). Por (NS) sabemos que en cualquier G-entorno de
x/ habra un x;” tal que x;” > (> 2 - x/. Sin embargo no podemos afirmar que
esté en el subespacio F, de ahi que no podamos sugerir que se satisfaga la
condicion (NS) en cualquier subeconomia &
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En el siguiente paso demostramos que estos supuestos se cumplen para
economia finitas a partir de una cierta dimension.

Demostracion del lema 4.1
(WSA")

En primer lugar probamos que para todo F o F, la economia &"
satisface el supuesto (WSA"). Lo demostramos por reduccion al absurdo. En
efecto si suponemos que no, entonces para todo F € F existe F', F’ D F, tal
quesi ' ,Z",h) € PEF xR, yZ"" e 4" (0+Ay) entonces pF'(ijj + o Ay
= 0. Esta demostracion es similar a la de Bonnisseau (2000), sin embargo alli A
estd en un intervalo cerrado de R,, en tanto que aqui A € R. y la hemos
adaptado al hecho de que estamos trabaj ando con correspondencias. Del paso 1
en la seccion V tenemos que existe pj € (pj(z ) tal que pjr - F= =T F=pf
Sabemos que la red ((z" ), n° (p/ ), (pj (y/ ))rF- < resta contenido en un

conjunto débilmente compacto. Entonces existe una subred ((z" ), n* ), (ij

'(t))’ (ij '(t)(ij '(t)))) e(T.%) convergente a ((Z*), TC*, (pj*), 1im(ij '(t)(ij '(t)))).

Como z"' € A" (w+hyy) para todo F’ e F deducimos que ¥ ;" y/"

o+ =2 >0, y como L, es débilmente cerrado 2 " y/* + o+
M > X " x> 0. Ademas tengamos presente que m = p; para todo j
(seccién V paso 3). Como 1t > 0, 2" n*(y/—*) + 7' (w)+ A > 0. Por otra parte,
dado que p” '(Z/ i+ o +Ayy) = 0 para todo F” € & entonces deducimos que
Yo" lim Q0" ) + n'(w) + & = 0. Por el supuesto PR (iii) a), 0 < X "
T)+ net A < X" lim " 99" )+ n'(@) + L =0, de donde se
deduce que

z ) + (@)t A = 0
(1)
y

YT =2 lim " Oy ), 0 sea n'(y,) = lim V(3 ) para toda ;.

Tengamos presente lo siguiente: en primer lugar n=p Yy O =
e @ para todo j. En segundo término, dado que z* e Z" para todo F’ € ¢,
entonces y/ ¥ € 0¥ V) Vi t,yx'© e X Y) Vit Como la
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correspondencias X; e ¥; son cerradas (ambas en la topologia débil) y como
m'(y,) = lim 7" ¥/ ) para toda j, entonces por el supuesto PR(iii) b) " €
goj(z*) paratodoj=1,..,nyz € Z

De ahi que (', z°, &) PExR, y z* € A(w+\yy,) entonces por el supuesto WSA
2" n*(yj*) + 7 (0)+ A >0, lo cual es una contradiccion con (1). Luego existe
F, € F tal que para todo F € Fcon F S F, la economia & satisface (WSA®)

(NS)

A continuacion probamos que se satisface también (NS”) a partir de un
cierto Fy € ¥ La demostracion dada es similar a la desarrollada por
Bonnisseau (2000), sin embargo en nuestro caso esta se ha extendido al
considerar externalidades y correspondencias.

Supongamos que no existe tal Fy € F, entonces para todo F' € F existe
F F O F, tal que si (" )1 " (yj )j ") € A" (o) y para cualquler -entorno
de X'V, i=1, ; entonces hay algun i, iy, donde Py (xi )NV (xi") =
. De B y de los pasos 2, 4 y 7 de la seccion V sabemos que existe una subred
(" D™, 0F D" 1 e @ convergente a ((x;)—1", ()" € A(w). Del
supuesto C(iii) sabemos que existe ; € Pi(x; )NV(x; ) paratodo i =1, ..., m,y
todo o-entorno, ¥(x;),de x;". De nuevo, por C(iii) PAC)NW(G) # .

Sea ;" € P(C)NWC), & € F < F(t) para todo ¢ > ¢, entonces
PAC)NV(E)NF(f) # @. Para todo i tenemos entonces claramente que Xi(z -
INPC)NV(E)NF(f) # & entonces por C(ii) existe 1, tal que si ¢ > £, Xz .
INPC)NV(E)NF() # & o bien para todo ¢ > max{ty, t;} X .
INPAE)INE) # 2.

Por otra parte, sabemos que para todo t € T, x/ @ e X, 0" )y
como la red (x/ ), . (. » es débilmente convergente, existe ¢, tal que si ¢ > 1,
x' 0 e x;F OO )UK donde U(x;") es un o-entorno de x;". Entonces
para todo ¢ > max{ty, t, 6} Gy x/ @ pertenecen a X/ (") y, por la

continuidad de las preferencias, para cualquieri =1, ..., m, C;’ > m(i, zF r(’)_,-) x5

O 21 Ahora bien, {F'(f) : t € T} es un subconjunto del conjunto {F: F € F}
por lo que la preferencia estricta de arriba contradice que para cualquier F* € ¥

2! Aqui & no es necesariamente el mismo vector que en el parrafo anterior.
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existe un consumidor i, tal que no se tiene que ;’ > (> zF ) xo con Co €
X" (z" ). Luego, la condicion (NS”) se cumple a partir de un cierto Fyy € F. .

APENDICE B
Casos Particulares

En este apartado veremos tres casos particulares: 1) El espacio de
bienes es de dimension finita, 2) No existen externalidades o bien estas son
fijas y 3) Los conjuntos de produccion son convexos. El propdsito de esta
seccion es mostrar como el teorema de existencia 4.1 extiende a los de otros
trabajos en donde se dan una o varias de las circunstancias expuestas a
continuacion.

1) Economias con espacio de bienes de dimension finita

Este caso ya lo hemos analizado implicitamente en la seccion dedicada
al estudio de las subeconomias o economias truncadas. Alli observamos la
validacion de los conjuntos X;", YjF L ZE Af (o) y (ij entre otros. En el apéndice
B probamos que cuando el espacio de bienes es a partir de una cierta dimension
—finita- se cumplen todos los supuestos de Bonnisseau (1997), ademas es
posible seguir la misma argumentacion en la prueba de demostracion que lleva
adelante este autor, adaptandola a cualquier espacio de dimension finita como
€s nuestro caso.

2) No existen externalidades o bien estas son fijas

En caso de que no contemplemos las externalidades esta claro que se
cumplen tanto el supuesto (C) como el (P) en Bonnisseau y Meddeb (1999). El
caso de la funcion de beneficios es similar al de dichos autores e incluso mas
abstracto ya que consideramos una funcion —compuesta- de tipo general. Lo
mismo ocurre con los supuestos (BL), (WSA), (R) y (PR).

Por todas estas cuestiones observamos que si las externalidades fueren
fijas o bien si estas no existiesen entonces nuestro modelo en este caso
redundaria, sin mas, en el modelo de Bonnissecau y Meddeb (1999), por lo que
existiria un equilibrio tal como estos autores prueban.
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3) Los conjuntos de produccion son convexos

En este caso, cualquiera sea z; € Lo(M, M, p)""" ! tendremos que el
conjunto Y(z;) es convexo. A partir de alli la conducta de los productores
queda definida por el principio maximizador PM,(z) = {m € S: n(y;)) =2 n(y) V y
€ Y{(z,)}. En este caso observamos que se cumple el supuesto PR(i).

A continuacién mostramos que PM tiene un grafo cerrado. En efecto
sean dos sucesiones, (z') y (p") en Z" y S” respectivamente, tal que para todo n

e N p" e PM/(z"). Consideremos ademés que z'—z y p"—p. De la definicion
de PM,—F tenemos que p"()/") > p”(yj') V y" € Y(Z")). Probemos que p(y,) > p(y)
V y € Y/(z,). En efecto sea y € ¥/(z;), como esta ultima es una
correspondencia hemicontinua inferiormente en un espacio de dimension finita

entonces existe una sucesion )" convergente a y tal que )" € Yi(z")) V n e N;

sabemos que p"(y/") > p"()") para cada n € N de manera que tomando limites
p(») = p(y). Como esto vale para cualquier y € Y,-F (z,7) entonces hemos probado
quep e PM,—F (2), luego PM,-F es cerrada.

A continuaciéon veamos que se cumple el supuesto PR(iii).
Comencemos con el punto a), de modo que dadas las condiciones explicitadas
3 ) > ") ¥ y € Y(z"",). Queremos probar que limn"(y"?) > n’(y")
Vy e Yj(z*f,-). Supongamos que no, entonces existe algiin y” € Yj(z*f,-) tal que
limn" (’)(y "0y < 7'(y"). En lo que sigue de esta demostraciéon llamaremos v, a
limr™ (). Siv; <n'()") entonces existe & > 0 tal que v; + & < '(y") de
donde se tiene que v; + €/2<m "(v") - €/2. Entonces como 1" (t)(y ) tiende a v,
existe un p € Ttal que V ¢t > 1, t € T, i °(") € B(v;; &/2) con " €
0,.Y(z"",). Sea /2, asu turno como "’ 1" entonces existe #, € T tal que V
> 1, te T, 1" € B(n'(y'); e/4) y por P(ii) existe un t, € T'tal que V £ > £,
Yz Fo DNB(Y'; e/d) # @*. Consideremos ahora #; > max.{fy, t, &} en tal caso
tenemos que para ' € Y(Z"P)NB(; e/4) y i P0) € B(r'(); e/4) se

22 Observemos que si en lugar de elegir el entorno B(y’; €/4) que corresponde a la topologia de la
norma, hubiésemos escogido el entorno U(y) = { y € L |f(y) - f(y) < &4 Vi e I}
correspondiente a la topologia débil* habriamos arribado al mismo resultado ya que del anterior
entorno se deduce que y-eldyu< y' <y + ey
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deduce que n"V(y"") € B(n'(v); &/2) y "3/ € B(v;; £/2). De todo ello
tenemos las siguientes desigualdades

TcF(t3)(ij(t3)) < v +el2< n*(y') _e < 7TF(z3)(y,,)

; 3Noternos que J;F (’3; < 6‘”%{ @y ey e ¥(") y como n? e
PM(z"®) entonces n"®(y/ ™) > n"®(3"") 1o cual es una contradiccion con la
desigualdad de arriba. Luego limn™”(y/”) > n'(y") ¥V 3" € Y{(z',), de modo

que, en particular, limn"(y/ ) > °(y") cony” € ¥(z")).

Para probar que se cumple el supuesto PR(iii) (b) Supongamos que
limr™(y/”) = n"(y") entonces n°(»") = 7'(»") V ¥ € ¥{(z',) de modo que 1" €
PMj(z*) c S. Como Yj(z*,j) es convexo y dado el supuesto de libre
disponibilidad y* € 0,¥(z",).

APENDICE C

Rudimentos matematicos utilizados en el trabajo:

(1) Una c-algebra M de subconjuntos de un conjunto M es una clase de
subconjuntos de M que contienen tanto a & como a M y que es cerrado bajo las
operaciones de complementacion, union numerable e interseccion finita. Al par
(M, M) se lo llama espacio medible.

(2) Sea (X, T) un espacio topologico. La c—algebra de Borel en X, denotada por
B(X), es la c—algebra generada por los conjuntos T-abiertos de X.

(3) Dados dos espacios medibles (M, M) y (M’, M) una funcion f: M— M’ se
dice medible si f'(E) = {® € M : fiw)e E}c M paracada E € M".

(4) Sea (M, M) un espacio medible. Una medida p en M es una funcion de M
en el intervalo [0, o) tal que (i) W(@) =0y (i) WU, " E;) = T =" w(E;) donde
ENE;=J paraizi’. Al espacio (M, M, p) se lo llama espacio medida.

(5) Si W(F) < w para todo £ € M, entonces el espacio es 6—finito.
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(6) Llamamos a L.,(M, M, p) espacio de funciones en M, M —medibles [f(E) =

{w € M : lw)e E}e M para cada E € B(R)] y p—esencialmente acotadas [| | /
I, = sup.{o. 20 : u{m € M: fim) > a}> 0}< o0]. Restringiremos el espacio al
caso de las funciones de valor real.

(7) Si f'y g son dos funciones que pertenecen a L..(M, M, p) tal que ambas son
iguales en todo el dominio M excepto en un conjunto de medida nula, entonces
decimos que /= g p-a.e (traducido: casi en toda parte o c.t.p.) o bien que /'y g
son p—equivalentes. Con ello definimos a L. (M, M, p) como al espacio de
clases de equivalencia (de p—equivalencia) de L(M, M, p). Por otra parte
L, (M, M, n) = {fe L, (M M,p):fim)>0 p-ae}. Todo lo anterior en este
punto vale también para L(M, M, p).

(8) El espacio L,(M, M, ) con la norma [11]., es un espacio normado. Por su
parte (L.(M, M, p), 3J) es el espacio topoldgico donde I es la topologia
inducida por la norma I11],. Asimismo L.(M, M, ) es un espacio de Banach
ya que en si es un reticulado de Banach.

(9) Si X es un espacio vectorial topoldgico, el dual topologico de X, X', es el
conjunto de funcionales lineales continuos en X.

(10) Dado un par (X, W) existe una topologia, la menos fina, en X tal que W =
X'. A esta se la denota por 6(X, W) y es la topologia de la convergencia punto a
punto en W, es decir, si x" es una red en X, entonces x" tiende a x si y solo si
w.x" tiende a w.x para todo w en W. Llamamos a o(X, W) la topologia débil en
X, ya que es menos fina que la topologia original. En adelante escribiremos
directamente (X, X) yo( X, X).

(1 1) Analogamente tendremos que o(X', X) es la topologla débil en X', tal que
si p”es unared en X', entonces p’ tiende a p si'y solo si p"(x) tiende a p(x) para
todox en X. Se llama a o(X", X) topologia débil* o topologia débil estrella.

(12) Dado un par (X, W) existe una topologia, la mas fina, en X tal que W =X".
A esta se la denota por t(X, W) y es definida como la topologia de la
convergencia uniforme, es decir, si x” es una red en X, entonces x” tiende a x si
y solo si w. x" tiende a w.x uniformemente para todo w en cualquier
subconjunto o(X, W)-compacto de . En adelante escribiremos directamente
(X, X)y (X, X). Similarmente t(X", X) es la topologia tal que si p" es una red
en X, entonces p’ tiende a p si y solo si p"(x) tiende a p(x) uniformemente para
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todo x en un subconjunto o( X, X)-compacto de X. Llamamos a t topologia
Mackey.

(13) Sea L (M, M, ), su dual topoldgico es ba(M, M, p), el espacio de las
funciones de conjunto en (M, M) acotadas, aditivas y absolutamente continuas.
La topologia o(L., L) es la topologia débil* (L., dual de L;). Junto a la
topologia Mackey t(L.., L;) son, respectivamente, la topologia menos fina y la
mas fina para la cual el dual topoldgico de L..(M, M, n) es Li(M, M, p). Por su
parte o(L.,, ba) y o(ba, L) son las topologias débiles respectivas de L.,(M, M,
Wy ba(M, M, p).

(14) Sea (X, T) un espacio topologico, si x” es una red en X 7T-convergente a x lo
. T )% .
escribiremos x” © — x. Los casos x” "— x y x" "' — x son los respectivos a (X,

o(X, X))y (X, o( X, X))

(15) Sea 4 un conjunto, definiremos al conjunto de partes de A como 2. Sea
(X, T) un espacio topoldgico y sea A — X, entonces cl4 denota la T -clausura de
A, intA el T -interior de 4 y 04 la T -frontera de 4. Si X es de dimension
infinita escribimos la frontera como 0.

(16) Sea x € X, (X, T) espacio topologico. Entonces U es un T -entorno de x si
x € intU.

(17) Sea la correspondencia C: (X, T)—2%, donde (X, T) y (X', T ') son
espacios topoldgicos, entonces C es T - hemicontinua superior en x € X, si C(x)
# J y paratodo T "-entorno U de C(x), existe un T -entorno V de x, tal que C(z)
c Uparatodo z en V. La correspondencia es T - hemicontinua superior si es T
- hemicontinua superior en todo x € X.

(18) Sea la correspondencia C: (X, T)—2*, donde (X, T) y (X', T ') son
espacios topologicos, entonces C es T - hemicontinua inferior en x € X, si C(x)
# (J y para todo conjunto T ’-abierto G tal que C(x)NG # O, existe un T -
entorno ¥ de x, tal que C(z)NG # O para todo z en V. La correspondencia es T
- hemicontinua inferior si es T - hemicontinua inferior en todo x € X.

(19) Sea la correspondencia C: (X, T)—2", donde (X, T) y (X', T ’) son
espacios topologicos, entonces C es T - cerrada si x” y x”" son redes en X y X
respectivamente con x” ' —xenX yx T '—x"en X', y x” € C(x") para todo v,
entonces x” € C(x).
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