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REDES OPTIMAS CON COSTOS ACUMULATIVOS
Y COMUNICACION BIDIRECCIONAL

Juan M.C. Larrosa”
Fernando A. Tohmé=

Resumen

Este trabajo es una extension al enfoque de Larrosa y Tohmé (2003) en el cual se modifica la funcién
de pagos al permitir que la informacién fluya en ambos sentidos. Los costos siguen siendo pagados por quién
inicia la conexion por lo que esta asimetria revela cambios en la topologia final de equilibrio. Encontramos que
diversas topologias éptimas persisten como redes de Nash pero que una red estricta de Nash se corresponde con
la red de linea secuencial con nodos activos intermedios, es decir, los agentes se colocan en una linea y, agente
de por medio, se van conectando con el agente predecesor y con el agente posterior. De ese modo se interrumpe
la acumulacion de costos y los beneficios son maximizados.

Clasificacion JEL: C72, L13, L20

Palabras clave: juegos de formacion de redes — comunicacién bidireccional — red de linea

Abstract

This work is an extension of Larrosa y Tohmé (2003)‘s approach only differing in the agents’ payoff
function. This modification allows that information flows in both ways. Costs still are paid for who initiates
the connection and this asymmetry reveals changes in the equilibrium topology. We find several optimal
topologies as Nash equilibrium but only the sequential linear network with intermediate activation nodes as
strict Nash equilibrium, i.e., agents are set in line and every intermediate agent connect with her two immedi-
ate neighbors. This way, cost acummulation is interrupted and profits are maximized.

JEL Classification System: C72, L13, L20

Keywords: Network formation games - two-way flow communication - linear network

INTRODUCION

La interaccion entre agentes puede ser representada en diversas formas. Una manera
de representar los intercambios directos que ha atraido mucho interés en los Gltimos afios es a
través de las redes. Dado que es facil de entender, esta herramienta de analisis fue primera-
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mente adoptada en la sociologia y antropologia. Para los expertos de esas areas constituye una
forma pictorica de entender la influencia de los vecindarios de agentes sobre las conductas
individuales. Enfocados en las redes sociales reales, los socidlogos y antropdlogos han acu-
mulado una vasta cantidad de evidencia que ayuda a entender como el comportamiento hu-
mano es moldeado por el comportamiento de otros agentes.

En términos matematicos, una red es un grafo, donde los nodos representan agentes
individuales y los arcos o enlaces representan el bien de utilidad (por ejemplo, informacién,
prestigio personal, etc.) que es intercambiado. La literatura econémica introdujo recientemen-
te herramientas de teoria de juegos en este marco de analisis. En vez de estar interesados en
solo los aspectos descriptivos, algunos teéricos de la economia han encarado el estudio de
cémo las redes se forman, en primer término, y qué las hace estables o eficientes (Jackson y
Wolinsky 1996, Bala y Goyal 2000, Dutta y Jackson 2000). El enfoque de redes basado en
teoria de juegos exhibe dos corrientes principales: una basada en juegos cooperativos y otra
con fuerte sentido estratégico. El analisis basado en juegos cooperativos, como es usual en
este enfoque, estudia el problema de formacion de coaliciones entre agentes. El duro supuesto
de transferencia de utilidad entre agentes es dificil de justificar en muchos casos, asi como
muchas veces computacionalmente costoso (Qin 1996, Dutta y otros 1998, Slikker y van den
Nouweland 2001).

El enfoque estratégico o no cooperativo, a su vez, solo requiere la definicion de estra-
tegias disponibles para los agentes asi como la caracterizacion de las correspondientes funcio-
nes de pagos. Dado cierto protocolo o regla de interaccion, los agentes deciden si se conectan
o0 no la red, evaluando los beneficios de conexion (o desconexidn) con otros agentes. Las de-
cisiones racionales de los agentes llevan a equilibrios de Nash, las cuales sostienen las redes
que son el foco de este esquema de analisis. Esto es, precisamente, el enfoque adoptado por
este trabajo.

Este trabajo sigue la linea de Larrosa y Tohmé (2003) aunque ampliando ahora la po-
sibilidad de circulacién de la informacién. Consideramos que la informacion fluye bidireccio-
nalmente mientras que los enlaces son sostenidos por quienes inician los enlaces. Bajo este
esquema de pagos, la funcién de costos es acumulativa. A medida que la informacion pasa por
mas agentes se hace mas cara ¢Qué topologia 6ptima de comunicacion soporta estas condi-
ciones? Encontramos que un tipo de red lineal secuencial es la que permite el minimo de co-
nexiones con el maximo flujo de informacion.

En la seccidn | comienza el analisis con la definicion de grafos de flujo bidireccional.
La seccion Il se observa la presentacion del modelo. En la seccion 111 se desarrolla la arquitec-
tura de equilibrio asi como la forma en que equilibrios verifican algunos criterios de estabili-
dad y optimalidad. La seccion IV discute las analogias y diferencias con el caso monodirec-
cional y concluye el trabajo.

| .EL CASO DE FLUJO DE INFORMACION BIDIRECCIONAL

Se modelaran las redes como grafos dirigidos con flujos bidireccionales. El agelnte es-
tableciendo enlaces con otros agentes puede tener su informacién pero los otros acceden a la
informacioén poseida por ella automaticamente. Quién inicia el enlace es quién debe pagarlo.



Esta asimetria modificara las estructuras optimas respecto al caso considerado cuando el flujo
de informacion es monodireccional (Larrosa y Tohmé, 2003).
1.1 Definiciones

A continuacion se definen conceptos y herramientas comunes al desarrollo de toda la
argumentacion del presente trabajo. Sea N =(L...,n) un conjunto de agentes. Para evitar re-

sultados triviales siempre vamos a suponer que n>3. Si iy j son dos miembros tipicos de N,
un enlace entre ellos, sin intermediarios, originado en i y finalizado en j sera representado
como ij. La interpretacion de ij es que i establece un contacto con j que permite a i tener acce-
so a la informacion de j asi como a su red de contactos.

Cada agente i e N tiene alguna informacion de su propiedad, v, € Z, (es decir, repre-

sentado como un entero positivo). Por convencion inicialmente supondremos que la informa-
cién de cada agente es lo suficientemente valiosa como para que valga la pena establecer un
enlace con ellal, es decir que v, >1. Como se menciond i puede acceder a mas informacion

formando enlaces con otros agentes. Los agentes trataran de maximizar la utilidad de la in-
formacion disponible para ellos asi como minimizar el costo de conexidn con otros agentes.
Para lograr ello, ellos estardn dotados con un conjunto de estrategias. Cada estrategia para

ieN esunvector g, = <9i,1,---’ Oiiar Giisar oo gi1n> de (n - 1) dimensiones donde cada g; ; para
j#1i vale 0 o 1. Esto es interpretado como que i establece un enlace directo con jsi g; ; =1
mientras que si g; ; =0 dicho enlace no existe. El conjunto de todas las estrategias se anota
como G,;. El andlisis se restringe solo a los casos de estrategias puras, lo cual implica que

|G|=2"".  Finalmente, G=G, x...xG, denota el conjunto de perfiles de estrategia en la
interaccion entre los agentes de N.

Se entiende existe un sendero desde j hacia i de acuerdo al g €G si existe una se-
cuencia de agentes diferentes (para evitar que existan ciclos) j,,..., J,, (con i=J, y j=],)

H ; H 9o
tal que g; ; =..=9; ; =1.En palabras, dada una estrategia conjunta g, tal que J, e N™,
]
j, €N . j,eN%= . Un sendero desde j=j hacia i= j,, denotada como j—>i, tiene

una longitud, la cardinalidad de la secuencia j,, J,,..., J..1: J» €S decir m, el cual indica el

namero de enlaces intermedios entre j e i. Notese que un enlace dirigido es un sendero de lon-
gitud 1.

Otros supuestos del modelo son:
M El valor vi no cambia a medida que mas jugadores conozcan dicha informacion;
(i) El valor de vi no cambia a medida que un individuo en particular conozca mas in-

formacion, y

1 Con este supuesto descartamos la posibilidad de la aparicién de la red vacia (es decir, los agentes permanecen
todos aislados) como estructura de equilibrio en nuestro modelo.
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(iii)  Las informaciones son transmitidas claramente a través de la red (no hay distor-
sion de informacidn ni decaimiento de flujo) tal que el valor de vi para j es el mis-

mo sea que i Yy j estén conectados directa o indirectamente.

A continuacion se analiza el caso en que la informacién fluye en dos direcciones una

vez establecido el contacto.

Il. EL MODELO

En esta seccidén también se considera el caso de grafos dirigidos. Si bien la informa-
cién fluye hacia ambos lados a través de un enlace (comunicacion bidireccional, analoga a la
observada en los grafos no dirigidos), estos grafos son dirigidos porque toman en cuenta el
costo de iniciacion del enlace (gij = 1 implica que i financia el enlace y, por lo tanto, no tiene
la misma interpretacion que g; = 1 tal como lo requiere la definicion de grafo no dirigido).
Aqui lo que se destaca es la simetria en los beneficios de quienes estan conectados (ambos
disfrutan de la misma informacion) y la asimetria de los costos (quién inicia el enlace debe

solventar la conexion).

El problema es determinar cudl estructura puede emerger como equilibrio estratégico
entre los agentes y si ésta es dptima o no. Se encuentra que los equilibrios estrictos de Nash o
equilibrios de Nash con el minimo nimero de enlaces sostienen una red de estrella periféri-

camente solventada, la cual es estable y 6ptima.

Vease un ejemplo analogo al Ejemplo 1 para el caso no dirigido.

Ejemplo 1. Considérese un grupo de cuatro agentes, N = {a,b,c,d} . Una estrategia conjunta

g :<ga, d,, 9., gd> puede ser representada como un perfil de estrategias. Esto se puede ver

en la Tabla 1 (el asterisco indica quién inicio el enlace).

Cada fila es la estrategia elegida por uno de los agentes. Las columnas corresponden a
los agentes. Una entrada 1 en la fila i y columna j significa que la estrategia del agente i pres-

cribe establecer un enlace con el agente j. Las entradas en la diagonal principal estan con cru-



ces dado que los agentes no pueden establecer un enlace con ellos mismos. En la Figura 8
puede verse el grafo dirigido que se corresponde con g.

Tabla 1- Perfil de estrategias para el Ejemplo 1

Estrategiaja|b |C| d
d. X[{1*| 0|0
0 1/ X|1*|0
g 0| 1[X]1*
o} 0101 |X

Figura 1- Red formada por el perfil de estrategias del Ejemplo 1
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Siguiendo a Bala y Goyal (2000: 1190-1191) se denota la clausura de g como
g=cl(g) y definida por gi’jzmax{gi’j,gj'i} para cada i y j en N. Se define

NJ :{k e N|g;, :1} como el conjunto de agentes con quiénes i establece un enlace directo

de acuerdo a su perfil de estrategias g,. Se denota también a N ={h¢ klhe N|gi,h 22}
como el conjunto de agentes con quiénes i establece un enlace indirecto de acuerdo a su perfil

g
de estrategias g,. Considérese N (i;g)z{k € N|i<—>k} como el conjunto de agentes con

quiénes i establece un enlace dirigido bidireccional de acuerdo a su perfil de estrategias g .
Se considera que existe un sendero desde j hacia i de acuerdo al g € G si existe una secuencia
de agentes diferentes (para evitar que existan ciclos) j,,..., J,, (con i=j, y j=],) tal que

9, =-=9; ; =1. En palabras, dada una estrategia conjunta g, tenemos que j, N

B - B - - - - - - g - -
j,eN% ..., j,eN% Un sendero desde j=j_ hacia i= j,, denotada como j<>i, tiene
una longitud, la cardinalidad de la secuencia j,, J,,..., J, 1, ), €S decir m, el cual indica el

numero de enlaces intermedios entre j e i. Notese que un enlace dirigido es un sendero de lon-
gitud 1.

La existencia de un enlace directo ij indica una comunicacion simétrica entre i y j. Es-
to es, g;; =1 indica que i ha establecido una comunicacion con j que le permite acceder a la

informacidn de j y pero también le permite a j acceder a la informacion poseida por i. La asi-
metria surge en los costos. Aqui, i ha iniciado la conexién por lo que es ella quién debe sol-



ventar el costo de la conexidn, mientras que j no incurre en costo alguno. Las estructuras con
esta caracteristica son denominadas redes de flujo bidireccional.

En las redes de flujo bidireccional el perfil de estrategias puede ser representado como
un grafo dirigido g =(gl,...,gn) sobre N. Esto es, en el grafo dirigido bidireccional los ele-

mentos de N son los nodos mientras que cada enlace establecido como g; ; =1 es representa-

do por una linea empezando en j con un circulo blanco sobre la linea a medida que se aproxi-
ma a i (esto es para representar la idea que cuando i fue quien inicio el enlace; la informacién
circula en ambas direcciones).

Se expresa al conjunto de agentes accedidos (directamente o de otro modo) por i como

i g - - - - g - - -
N*"e ={k € N|k—>|}. No se incluye a i a fin de facilitar las derivaciones posteriores del mo-

delo?. Notese que N'"=NJ +N%, acorde con las otras definiciones precedentes.

Sea u G —>{O,...,n><(n—1)} el nimero de enlaces en todos los senderos que finalizan en i,
originados  por  agentes  en N bajo  cualquier  estrategia  conjunta:

Hi (g):

{(j,k)e NxN:g; =1 ydle N " yl—g>i conj,k el—g>iH. Notese que puede haber

mas de un sendero desde j hacia i.

Ejemplo 2. Supéngase N ={1,2,3,4,5} y la estrategia g =(0,,0,,0;,0,,0s) estd dada por la
Tabla 2 (* indica quién inicid la conexion).

Tabla 2- Perfil de estrategias para el Ejemplo 2

Estrategia| 1|2 |3 |4 |5
9, X|1*1 0|0 |1*
g, 0| X |[1*] 0|0
Js 0|0 | X |1*|1*
d, 0|0|0|X]|O0
Js 0/|0|0]0|X

) g . . o _ )
2 Realmente debiera ser N"® = {k € N|k—>|} u{l} .Seincluye ien N"® para indicar que i conoce su propia

valuacion, a pesar del hecho mencionado anteriormente de que i no establece un enlace directo consigo mismo.
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Figura 2 -Red formada por el perfil de estrategias del Ejemplo 2
3
La Figura 2 muestra la red correspondiente. N*¢ ={1,2,3,4,5}, N*¢={1,2,3 4,5},

N*® ={1,2,3,4,5}, N*9={1,2,3/4,5} y N®®={1,2,3,4,5}. Nétese que bajo flujo de infor-
macion monodireccional los resultados serfan: N*¢={1,234,5}, N?**={2,34,5},

1

L]
3] ‘
s

=

ful

ey

N* ={3,4,5}, N* ={4} y N*¢ ={5}. Esto es, bajo informacién monodireccional en g,

el agente 1 accede a la informacién de todos los agentes mientras que 4 y 5 sélo acceden a su
propia informacién. Ahora, con informacion bidireccional se tiene que bajo g todos acceden a
la informacion de todos. Los nimeros de enlaces requeridos para obtener la informacion son

1(9)=5, 1,(9)=3y 1(9)=2, mientras que z,(9)=4(9)=0, la misma no cambia
para el flujo mono o bidireccional.

I1.1 Las conexiones y los beneficios

Para el presente andlisis en particular sera fundamental modelar las formas de cone-
xién que prevaleceran en la determinacién futura de las funciones de pagos y de costos de
cada agente. En el modelo, seré crucial distinguir los enlaces directos del agente de sus enla-
ces indirectos. Los enlaces directos son aquellos enlaces que tienen un sendero de valor uno
mientras que los enlaces indirectos son aquellos que tienen un sendero de valor superior a
uno, como ya de definio en la seccién previamente.

N ={keN]|g,, =1} +{h=k|heN|g,, > 2} (1)

Nuevamente, N"9 es un vector que recolecta todos aquellos agentes que directa o indi-
rectamente esta conectados con i. Aqui también queda discriminado el grado de cercania de
los enlaces. EI primer término de (1) se corresponde a los enlaces directos del agente i mien-
tras que el segundo término refiere a los enlaces indirectos del agente, los cuales ya veremos
también tiene que solventar. Esto es, los pagos de i son la suma de toda la informacion que
puede ser accedida por ella, menos el costo de los senderos (es decir conexiones directas e
indirectas, véase la Figura 3 para una ilustracion al respecto con grafos dirigidos con flujo
monodireccional) que llegan a ella que estan establecidos de acuerdo a g (recuérdese que cada
enlace se supone tiene costo unitario). La intuicion aqui es que i obtiene un pago por acceder
a mayor informacion pero al mismo tiempo ella tiene que pagar un cargo o arancel por cada
uno de los enlaces en los senderos hacia las fuentes de informacion. Esta forma de financiar
las conexiones es, por lo tanto, acumulativa. A medida que la informacion pasa por mas agen-
tes se hace més cara, dado que hay que pagarle a todos los intermediarios. En la Figura 3 se
observa como i se conecta directamente con j1 Yy jz, de los que obtiene informacion directa-
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mente (conjunto de puntos espaciados). Pero también obtiene informacion indirecta dado que
J2 esta conectado con ki, siendo también que ki se conectd con k» y ésta con ks (conjunto de
puntos densos). En definitiva, i accede a la informacion de los dos conjuntos y debe pagar por
los enlaces incluidos dentro de ambos conjuntos. Obsérvese que js, ja Y ka nunca son accedi-
dos por el agente i.

Figura 3 -Esquema de conexiones totales e informacion accedida flujo monodireccional

. . Enlaces directos
1]

La funcion de conexiones estipulada anteriormente sigue vigente para este caso pero
adquiere una dimension mayor dado el supuesto de que la informacidn circula en ambos sen-
tidos. Para ello una ilustracién grafica sera adecuada. En la Figura 3 se observa la funcion de
conexiones expuesta para el caso monodireccional. En aquel caso, los dos conjuntos accedi-
dos daban cuenta de las estructura de costos y de la informacion accedida por la agente i.
Es decir, coincidian los conjuntos punteados en tanto dentro de ellos (las conexiones directas
e indirectas) se encontraban los costos que debia abonar la agente i pero también en su interior
se hallaban los ingresos por acceder a mayor informacion. Sin embargo ahora, la estructura de
costos se mantiene asociada a los mismos conjuntos punteados del caso monodireccional (Fi-
gura 4.a) pero ahora el pago por informacién es la informacion poseida por todos los miem-
bros de la red, dado que cada informacién es accedida solo con la mera existencia de algin
tipo de conexidn entre dos agentes sin importan quién inicie el enlace, como se observa en la
Figura 4.b.

Figura 4 - Estructura de conexiones e informacion accedida con flujo bidireccional

(z] (b)
Enlacas dirsctos R i

o
Enlace= indirsctoz A n



La expresion formal d la funcion de pagos de cada agente. Ella posee una informacion
propia, vi, pero puede acceder a poseer mas informacion si crea una funcion de conexiones y
accede a las informaciones propias y obtenidas por los otros agentes. Por ello, formalizando el
valor de la informacién total accedida por i, li, nos queda:

'i(g):ViJfZ#quq'j(Ni;g)’ (2)

donde I; es el valor de la informacion del agente j que es accedido por i a través del perfil de

estrategias g la que se representa por N"¢. Ello determina la estructura de conexion del agente
i y la informacion diversificada a la que accede.

Para hacer a este esquema un juego tenemos que definir los beneficios de los agentes.
Supondremos IT. :G — R, la funcion de beneficios para el agente i, que sera:

;(9)=1(9)- X cu(9) @)

jENi;g

donde I; representa la informacion poseida y accedida por el agente i segin la estrategia de
conexiones g de la definicion (1), ¢ representa el costo de cada conexion, que para nuestro
caso particular suponemos como ¢ =1y (g), tal como se defini6 en la seccion anterior, la

cantidad de enlaces directos e indirectos que debe solventar la agente i.

Considérese ahora una proposicion importante:

Proposicion 1. Dadas dos estrategias conjuntas gy g’, 11, (g) >T1, (g') siy solo si los

correspondientes grafos N y N son tales que:
l; (g)_ l; (g') 2 L (g)_:ui (g')

Prueba: Trivial.

Este resultado ayuda a comprender la intuicién de que el objetivo del agente racional
es el de obtener tanta informacién como sea posible atravesando la menor cantidad de enlaces
posibles. Dos casos son de particular interés:

- ZjeN“g Ij :ZjeN“g‘ Ij Y 4 (g)ﬁﬂi(gl)’
- 2 jeNi Ij 22 jenis Ij Y 4 (g):ﬂi(gl)-

La primera nos muestra que IT;(g)>IT,(g") si la informacion obtenida a través de g

es la misma que la obtenida por g’ pero el nimero de enlaces requeridos es menor en g que en
g’. El segundo caso muestra que I1;(g)=>1I1;(g") si el nimero de enlaces requeridos para

alcanzar la informacion es la misma en g que en g’ pero el monto de informacion obtenida en
g es mayor que el monto obtenido en g

A continuacion se considera cual es la situacion de equilibrio que los agentes enfren-
tan ahora.



1. EQUILIBRIO Y OPTIMALIDAD

Dada unared geG, sea g, el grafo dirigido obtenido cuando removemos todos los
enlaces directos del agente i. Entonces, g puede ser escrito como ¢ =(gi,gfi), significando
que g esta formada por la union de los enlaces de g, y aquellos de g ;. Una estrategia g, se
dice mejor respuesta del agente ia g _; si

11(9,,9,) =17, (9/,94) 4
paratodo g; €G,.

El conjunto de mejores respuestas a g, es MR (g_i). Unared ¢ =(gl,---, gn) se dice

una red de Nash si para cada i, g, € MR, (g_i ) es decir g (como una estrategia conjunta) es un

equilibrio de Nash. Para determinar la estructura de las redes de Nash daremos algunas defini-
ciones que nos permitiran describir propiedades adicionales de las redes.

Dada una red g, un conjunto C — N es llamado componente de g si para cada par de
agentesiyjen C (i# j)tenemos que jeN"® ynoexisteun C’, C<C', parael cual esto es
cierto. Un componente C se dice minimo si C no es mas componente una vez que g; ; =1 en-

tre dos agentes i y j en C es cortado, es decir si g; ; =0. Vamos a definir tambiéen el concepto

de nodo o jugador activo y pasivo: si i forma un enlace con j entonces i es un vecino activo de
J; si, adicionalmente, j no forma un enlace con i entonces j es un vecino pasivo de i.

Una red se dice conectada si soporta un Gnico componente. Si ese Gnico componente
es minimo g se dice minimamente conectada. Una red no conectada se dice desconectada.
Una instancia particular de las redes minimamente conectadas es la red de linea, g' de ahora
en mas, en la cual los agentes pueden ser etiquetados (por medio de una funcion 1:N — N)

como {1(2),....l(N)} ¥ Gy = Ganie) == Gpap) =L ¥ NO hay otros enlaces. Dado que

el flujo es bidireccional puede ocurrir que dentro de la red de linea los agentes inicien las co-
nexiones de muchas diferentes maneras y aun asi permitan el flujo de informacién a lo largo
de la misma. Es decir, dentro de la red de linea existen distintos grafos de activacion de la
conexidn secuencial que otorgan pagos diferentes a los agentes. La red de linea con nodos de
activacion ordenados® mantiene una configuracion de conexiones que hacen que el primero se
conecte con el segundo, el segundo con el tercero y asi hasta completar la secuencia siendo el
antetltimo que se conecta con el Gltimo y no hay méas conexiones.

Se pueden destacar algunas formas de activacion de la red de linea. Por ejemplo. con-
figuraciones alternativas red de linea con nodos activos impares, g", es una topologia lineal
gue puede ser representada por

9in1)i(n) =1sinespar
G012 = Y@@ = Y@ == Dinsun-g) T in-aime) T =

9y(my(ng) =1 81 N €s impar

3 En algunos trabajos aparece mencionada esta topologia como red en cadena. Por ejemplo, Johnson y Gilles
(2000).
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es decir los nodos impares inician un enlace con sus predecesores y sucesores inmediatos,
mientras que los pares pasivamente aceptan hasta completar la secuencia de conexion. Final-
mente, una estructura analoga es la red de linea con nodos activos pares, g, que es aquella
que cumple con la configuracion

~ Oy(nyi(na) =1 81 N €S par

9200 = Y2 = D@ == Dinapin-2) T Jin-1un-2)

Oy(n-1)i(n) =1 S1 N €8 impar

es decir que los nodos etiquetados como pares inician las conexiones hacia sus nodos inme-
diatamente vecinos mientras que el resto de nodos actan pasivamente (no inician ellos la
conexion). La Figura 5 muestra un ejemplo de cinco agentes para cada uno de los casos des-
criptos en esta seccion.

Figura 5 - Diferentes topologias de redes de linea de conexion secuencial

3.0 Fades d= linza con consxion crdenads

-5

-
-

B

a.2 Red de linea con nodos pares activos

5

¥ laa
LA

a.3 Red de linea con nodos impares activos

-
= T 4 =

i ————®

Entonces, con todos estos elementos en la mano y por la Proposicion 2, se puede esta-
blecer el siguiente resultado (todos los resultados en esta seccion corresponden al juego

(N,G,II), donde IT=T1, x...xIT,):

Lema 1: Dada las funcion de pagos en (4), si g~ es una red estricta de Nash, entonces es
una red de linea de conexion secuencial con nodos pares o impares activos.

Prueba: Sea IT,:G —Z, para cada i e N y un equilibrio de Nash estricto g"G. Entonces,
para cada i y cada gi € G;i, se tiene que:

I, (g7,9%)>11,(9,97) (5)

Se dice que g~ define una red de linea de conexion secuencial. Si es asi debe ser cierto
para todo agente i que:
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I1,(g)=X I;,—2,sii es activo,

ieN

I1,(g)= X I,-1,siiesel Gltimo agente y

| A
ieN

I, (g)=X1;, siiespasivo.

ieN

En palabras: el maximo de informacion que puede ser alcanzado en una red de linea de
conexion no secuencial es la suma de todas las informaciones poseidas por todos los agentes
mientras que el nimero de enlaces que permitirian hacer disponible la informacion a cual-
quiera de ellos es estrictamente positiva pero baja para los nodos activos, casi la mitad de los
conectados, y nula para los nodos pasivos (la otra casi mitad de los conectados). Este se ob-
serva como uno de los resultados mas eficiente en términos sociales mientras que individual-
mente resulta también el corolario 6ptimo.

Sea n par. Se supone por contradiccion que g” no es una red de linea de conexion se-
cuencial®. Esto significa que para al menos un agente i,

I1,(g)# > I, —2,siiesactivo o
ieN

I1,(g)# > I,-1 siiesel Gltimo agente o .
ieN

I, (g)= > I;, siiespasivo.

ieN

1. Considérese primero el caso de un agente activo para quien pudiera existir una estra-
tegia de desvio tal que: TIT, (g*) > v I —2. El acceso a mayor informacion no puede

ser mejorado, dado que actualmente i accede a toda la informacion disponible en la
red, por lo que una estrategia que depare mayor beneficio sélo debiera evaluar la dis-
minucion del ndmero de conexiones. Si i optard por conectarse con sélo la agente
k +1 (predecesora) o s6lo con k —1 (antecesora) anularia la conectividad de la red des-
conectando en dos subredes a la misma. Con ello se accederia a un nivel de informa-

cion menor que > I, habiéndose ahorrado solo una unidad de utilidad en costos de
conexion. Por otro lado, si i decidiera conectarse con otras agentes ubicadas en k + j
tal que 2< j<n- j, entonces dejaria aislados a los agentes intermedios k + £’ con &’

< j. Nuevamente, perderia el acceso a informacién mas valiosa que el beneficio de
disminuir los costos de conexion respectivos. Contradiccion.

2. Seanaliza el caso que i sea el Gltimo agente. Si es asi, la Gnica manera de desviarse se-
ria cortar su unico enlace con el resto de la red. Pero ahorraria una unidad perdiéndolo
excepto su propia informacion. Contradiccion.

3. Considérese ahora el caso de un agente i, tal que i es pasivo. Veamos si existe una es-
trategia g tal que IT,(g")> X, I; - Dado que i accede a toda la informacion incurrir

4 Para la demostracién no importa necesariamente si es una red de nodos activos pares o impares dado que con
modificaciones triviales se obtiene el mismo resultado.
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en costo alguno, no hay accion de i que le permita incrementar el beneficio. Contra-
diccion.

Notese que no toda red de Nash es linealmente secuencial:

Ejemplo 3. Se tiene que N ={1,2,3,4,5} y la estrategia g =(g,,9,,9;,9,,9s) esta dada por
la Tabla 3.

Tabla 4 - Perfil de estrategias para el Ejemplo 3

Estrategia| 1|2 | 3|4 |5
g, X|1*|1*|1*|1*
g, 0|X|0(0]|0
Js 0|0|X|0]|0
d, 0/0|0[X]|O0
Js 0/0|0|0 X

En este caso lo que tenemos es que existe un agente, el 1, que tiene una estrategia g:
gue es conectarse con todos los demas mientras que el resto no realiza ninguna conexion. Este
tipo de estructura de conexion se denomina red de estrella centralmente sostenida y el grafo
de activacion de la red se puede observar en la Figura 6.

Figura 6 - Red de estrella centralmente sostenida

-
-

Pl

-a-—ai.
o4

e

Si se analiza, esta red es una red de Nash. Cualquier desvio implica pérdidas para el
agente que incurra en él. Asimismo es una red eficiente en el sentido de Pareto. Sin embargo
esta red presenta una asimetria enorme: un solo agente activo sostiene toda la red mientras el
resto se comporta pasivamente sin incurrir en costos. El agente central tiene de beneficios

Hl(g)= > —(n—l) mientras que el resto no paga nada y si recibe toda la informacion.
ieN

Cualquier estructura que le brinde la misma cantidad de informacion a menores costos puede
hacer al agente 1 un desvio alentador, acorde con la Proposicion 1.

Falk y Kosfeld (2003) encuentran en experimentos de formacion de redes que para el
caso del modelo de Bala y Goyal (2000), donde los costos no son acumulativos sino que solo
se pagan los costos de enlaces directos, con sujetos de experimento nunca surgia como equili-
brio la topologia de red de estrella centralmente sostenida. Los autores destacan que la alta
asimetria de pagos a la que es sometido el agente central, asi como un problema mas grande
coordinacion general, hace inviable que algin sujeto de experimento asuma dicho rol. Ber-
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ninghaus y otros (2004) definen a esta conducta como aversion a la desigualdad, cuya mode-
lacidn exige considerar ciertos aspectos cualitativos a la hora de formar enlaces. Ellos consi-
deran que los agentes activos poseen mayores privilegios de informacion que los pasivos (es
decir, quien crea un enlace accede al agente y su red de contactos mientras que quien se deja
acceder solo accede al agente). De ese modo, los autores logran quebrar la falta de surgimien-
to de una estructura de equilibrio en experimentos con flujo bidireccional de informacién,
apareciendo en este caso la red periféricamente sostenida como la red equilibrio®. Esa linea de
explicacion es la que sustenta descartar dicha topologia como equilibrio también en nuestro
modelo. Por ello postulamos lo siguiente;

Proposicion 2. g es una red de linea de conexion secuencial con nodos activos pares o

impares si, y solo si, es una red estricta de Nash con el minimo nimero de enlaces.

Prueba: Si g es una red de linea de conexion secuencial, con grafo de activacion con nodos
pares y n par. Para cada i el pago esta dado por (4). Supongamos que no es red de Nash. Esto
es, por al menos un agente i, existe una desviacion g’ € G tal que

I1,(g')= > 1,—2,sii esactivo o
ieN

I1,(g') = > I, -1, si i es el dltimo agente
ieN

I1;(g')= > I, sii es pasivo.

ieN

Pero la Gnica manera de alcanzar esto es reduciendo el nimero de enlaces en los sen-
deros que llevan informacion de todos los otros agentes hacia i. Si i es pasivo no hay estrate-
gia que otorgue mejor pago. Si i es activo puede reducir en uno o en dos los enlaces. Dado

que g” es una red de linea de conexion no secuencial, existe sdlo un agente j tal que g;j =1.
Hay tres posibilidades de desviacion para g, :

- Supdngase que i decide cortar su enlace con la agente j-+1 pero mantiene su conexion
con j—1. Con ello ahorra una conexién pero pierde su conexién con los agentes
(j+2...n).Ello derivaen que /51, -1< X1, 1, —2. Contradiccion.

- Si i decide cortar su enlace con la agente j+1 y establecer, a su vez, un enlace con la
agente j+2, manteniendo ese enlace con j—1. Entonces i deja de acceder a la infor-
macion suministrada por la agente j+1. Pero por definicion v;,, >c, por lo que ob-
tendria mayor pago manteniéndose conectado, 0 sea
(Tl +30,.0 1) —2< 20 1, — 2. Contradiccion.

- Finalmente, en el caso que i opta por desconectarse y reducir sus costos de conexion a

cero. Pero asi solo accede a su propia informacion y no deja de acceder a la informa-
cion de toda la red. Contradiccion. [

S La red periféricamente sostenida es la inversa de la red centralmente sostenida. En esta, todos los agentes me-
nos el propio agente central inician enlaces Unicamente con el agente central. La asimetria comparada con el
caso anterior, se reduce notablemente, dado que hay ahora n —1 agentes activos y s6lo uno pasivo.
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Si g” es un equilibrio de Nash con el minimo nimero de enlaces entonces constituye
un unico componente que incluye todos los agentes en N (de otro modo la informacién de los
agentes que no son accedidos se perdera para al menos algln otro agente, mientras que la re-
duccidn en los costos de los enlaces no seré lo suficiente como para compensar dicha pérdida.

Recuerdese que cada I, es mayor que el costo de un enlace). Como se demostro anteriormen-
te el nimero minimo de enlaces que permite estar conectados a todos los agentes es n. []

111.4 Bienestar social

De acuerdo al Lema 1 y la Proposicion 2, un resultado estable en la interaccion estra-
tégica de agentes es la red lineal secuencial con nodos activos pares o impares. Puede afirmar-
se que ésta es estable porque no hay incentivos, una vez que la estructura de la red circular
surge, para cortar los enlaces o formas nuevos, porque la nueva configuracion pudiera no
otorgar los mismos pagos a los agentes. El argumento hace surgir la pregunta sobre la optima-
lidad del resultado. Esto es, ¢hay otra configuracion que pueda asegurar mejores pagos a los
agentes? Antes de responder negativamente esta pregunta, introduciremos dos nociones dife-
rentes de optimalidad que pudiera ser valioso considerar. Una representa la nocion de bienes-
tar social asegurada por la red. Formalmente, sea W:G—>Z definida como

W(g)=X1LTI1(g) para geG. Una red se dice eficiente si W(g)>W(g') para todo
0'eG.

Por otro lado, tenemos la nocion de optimalidad de Pareto. Una red g se dice Optima
de Pareto si no existe otra red g tal que para cada i e N, I1;(g")>IT;(g) y para al menos un

i, IT,(9")>11;(9).
Se llega entonces el siguiente resultado:

Proposicion 3. Una red de linea secuencial con grafo de activacion de nodos de pares o
impares que es estricta de Nash es tanto eficiente como 6ptima de Pareto.

Prueba. Recuérdese que una red estricta de Nash g” sostiene el maximo pago para cada agen-
te, IT;(g") =i 1; (9) -2 si i es activo, T1;(g") =Xy I; (9) 1 si i es el Gltimo conectado y
I1,(g")=in 1;(g) si i es pasivo. Entonces, T1,(g")=T1;(g) para cada ieN y cada
g eG. De este modo, g° es Optima en el sentido de Pareto. Con el mismo razonamiento,
W(g") =1 (97) 2 Xiw 11 (9) =W (g), paracada g € G. Estoes, g” es eficiente.

Puede observarse la Tabla 5, a continuacion, donde se calcula el beneficio social neto
de diferentes configuraciones de red bajo informacion bidireccional. Todas las redes lineales
en secuencia comparten el maximo beneficio junto con la red de estrella centralmente sosteni-
da. Sin embargo como ya se menciond, dicha configuracion adolece de un criterio de simetria
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que si poseen las configuraciones lineales por lo que creemos que sera la configuracion adop-
tada por los agentes.

Tabla 5 - Célculo de pagos por topologia

Topologia Beneficio social neto (IT;)

(Sig , —(N-2))+(n-1) T, I, = N(Zig ! —1)+1

Centro de estrella Nodos periféricos

1) Red de estrella
centralmente sosteni-
da

2) Redes de linea secuencial

2.2) Red de lineacon | s, I, —(n—i) =
nodos de activacion
ordenados

N

n(25L, 1, +1)—-4n?

n par: N(Ziee |, —1)+1
2.a) Red de linea con (zieg I _1)+(%_1)(zieg I, _2)+%(zieg I )+ -
nodos de activacion

. Nodo inicial Resto de nodos impares Nodos pares
impares - ;
n impar : N(Tiee I, —1)+1
(Zicg i =)+ (5 =1)(Zicg 1 =2)+5(Zic 1) +=
Nodo inicial Resto de nodos impares Nodos pares
npar: N(Tig i —1)+1

3.b)Reddelineacon | (a_1)(S>. . —=2)+2(S | 1=
nodos de activacion (2 )(Z'eg' )+2(2'€9 .)+(Z.€g, )

Nodos pares menos nodo final Nodos impares Nodo final

pares

nimpar: (%2)(Zig 1, =2)+ (%) (Zig )= | n(Zig i —1)+1

Nodos pares Nodos impares

CONCLUSION

Las restricciones que impone a los beneficios la funcion de costos acumulativos res-
tringe enormemente la factibilidad de encontrar una red amplia como red estricta de Nash.
La red optima no puede expandirse demasiado sin incurrir en crecientes costos que afectan los
beneficios de los agentes. Bajo flujo de informacion bidireccional quedan demarcadas algunas
redes de Nash, siendo la menos asimétrica la que los agentes terminaran adoptando. Esta con-
figuracion es la red lineal secuencial con nodos de activacion pares o impares, donde agentes
intermedios realizan conexiones con sus dos vecinos inmediatos cortando la acumulacion de
costos de la funcidn previamente definida. Dicho resultado resulta, también maximizador del
bienestar social.
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Como futuras extensiones al trabajo puede mencionarse la interesante propuesta de
Berninghaus y otros (2004), tomada por Goyal (2004), sugiriendo cualificar los enlaces de
modo de valorar mas la creacidn de enlaces que mantener una actitud pasiva de dejarse conec-
tar. Esta sugerencia, podria brindar una topologia mas amplia como solucion de equilibrio
estricto de Nash para los modelos mono y bidireccional.
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