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Resumen. En este trabajo, se propone una metodologia para favorecer la ensefianza y aprendizaje de
los procedimientos de solucién de problemas sobre ecuaciones diferenciales, a nivel universitario. Los
elementos teéricos y metodolégicos se basan en el proceso de resolucién de problemas desarrollado a
partir del enfoque histérico cultural de Vigotsky y Teoria de la Actividad de Leontiev. En la propuesta
se resaltan dos aspectos fundamentales que garantizan su efectividad en la préctica docente, por
una parte, se propone una clasificacién y caracterizaciéon de los problemas mateméticos (problemas
estructurales y problemas reductivos). Por otra parte, a partir de la caracterizacién desarrollada, se
estructura una estrategia de solucién basada en las tres fases fundamentales asociadas con la Teorfa
de la Actividad: orientacién, ejecucién y control, las cuales permiten evaluar el aprendizaje a lo largo
de todo el proceso.
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Abstract. In this paper, we propose a methodology for problem solving procedures on differential
equations, at the university level. The theoretical and methodological elements are based on problem
solving process from Vygotsky’s cultural historical approach and activity theory developed by Leon-
tiev. Two essential elements that guarantee its effectiveness in teaching are highlighted. On one hand,
we propose a classification and characterization of mathematical problems (structural and reductive).
On the other hand, shows a strategy for problem solving based on the phases of activity theory, which
allow to evaluate the process.

KeyWords: Differential equations, heuristic strategy, methodology, teaching

1 .1 Introduccion

Existen investigaciones como las que sefalan (Polya, 1981; Labarrere, 1988; Rodriguez, 1991; Schoen-
feld, 1991; Campistrous y Rizo, 1996; Sigarreta et al, 2001-2009) que avalan la importancia de la resolu-
cién de problemas como uno de los aspectos fundamentales a los que debe estar orientado el trabajo
del profesor en el proceso ensefianza-aprendizaje.

Por otro lado, no es dificil constatar que el tratamiento de las ecuaciones diferenciales en algunas es-
cuelas de nivel superior, generalmente se limita a la ensefianza de procedimientos sin darle significado
a los conceptos, como se evidencia en diversos trabajos de investigacion (por ejemplo, Rodriguez (1991)
y Sigarreta et al (2008, 2009)). En estos trabajos se hace evidente que, aunado a la creencia arcana de que
las matemadticas se pueden ensefiar con s6lo tener el dominio profundo del contenido, la utilizacién
de libros de texto, de manera mecanica y directa, se hace cémplice de la generacién de deficiencias
en el alumnado, llegando al punto de confundir la resolucién de problemas como un fin en si mismo
y soslayando la forma en que se consigue un determinado resultado. Es necesario transformar este
modo arcaico de ensefianza a uno basado en el descubrimiento, el pensamiento creativo y original,
sustentado en la resolucién de problemas como medio privilegiado de generacién de saber y no como
un fin desarticulado y vacio de significados.

En funcién de lo planteado anteriormente, en este articulo presentamos una estrategia metodolégica

para favorecer los procesos de solucién de problemas relacionados con ecuaciones diferenciales en el
nivel superior, que utilice las potencialidades de la heuristica en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

1.2  Elementos teérico - metodoldgicos.

2.1 Caracterizacion del concepto problema.

Para el andlisis del significado del término “problema”, partamos de su uso en el 1éxico comdn; en su
mds amplia representacién se utiliza para exponer una situacién, de la cual se busca un resultado a
partir de ciertos datos. En el diccionario Aristos (1980), esta asentado: Cuestién o proposicién dudosa que
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se trata de resolver. Proposicion encaminada a averiguar el modo de obtener un resultado cuando se conocen cier-
tos datos. Mientras que en el diccionario Cervantes (1978), encontramos: Cuestion que se trata de resolver
por procedimientos cientificos, Mat: proposicion dirigida a averiguar el modo de obtener un resultado.

Sin embargo, cuando se habla de problemas, para los dedicados a la ensefianza de las matematicas,
su significado se extiende; por tanto, si se pretende realizar un andlisis profundo de la definicién de
problema, hay que investigar la dimensién psicopedagdgica y particularizarlo desde el punto de vista
de la Didéactica de la Matematica. Se hara el andlisis basado en las palabras de Hadamard (1945) cuando
expreso:

"... este asunto envuelve dos disciplinas, Psicologia y Matematica, y requerird ser tratado adecuada-
mente en ese orden, por ambos, tanto por el psicélogo como por el matematico. Por la falta de esta
composicién, el asunto ha sido investigado por los matematicos por un lado y por los psicélogos por
el otro..." (Hadamard, J. 1945, p. 1).

Desde los postulados de la Psicologia se estudiaron dos definiciones trascendentales en este campo, las
dadas por Rubinstein (1966) y Leontiev (1986). Del andlisis de las definiciones establecidas por estos
psicélogos encarnan dos caracteristicas comunes: en todo verdadero problema el sujeto desconoce la
via de solucién y al posicionarse frente al problema mismo adopta un caracter activo. Para Majmutov
(1983) los elementos fundamentales de un problema son lo conocido y lo desconocido (hallar el nexo,
las relaciones entre lo conocido y lo desconocido).

Borasi (1986), relaciona problemas con texto a los textos formulados con precisién, donde apare-
cen todos los datos necesarios para obtener la solucién. También trabaja los problemas para el en-
tretenimiento y las pruebas de conjeturas, refiriéndose a la demostraciéon de teoremas o de una cierta
propiedad. Uno de los inconvenientes es que no queda clara la base para la divisién de los mismos.

Para Kantowski (1981) un problema “es una situacién que difiere de un ejercicio en que el resolutor
de problemas no tiene un proceso algoritmico que lo conducird con certeza a la solucién.” (Kantowski,
M. 1981, p. 111). Otra definicién que aparece como constante en un conjunto de investigaciones sobre
el campo de la resolucién de problemas, es la dada por Palacios y Zambrano (1993) que precisa: “El
problema puede ser definido como cualquier situacién, que produce por un lado un cierto grado de
incertidumbre y, por otro lado, una conducta tendente a la bisqueda de su solucién”. (Palacios, C. y
Zambrano, E. 1993, p. 52). Aunque en la definicién anterior se observa una cierta relacién en el sig-
nificado que se le atribuye a los términos utilizados, se entiende que la dada por estos autores es mas
acabada que las precedentes, pues plantea de una manera mds directa los elementos esenciales de la
definicién. En esa misma direccién Campistrous y Rizo (1996), definen problema como “toda situaciéon
en la que hay un planteamiento inicial y una exigencia que obliga a transformarla. La via de pasar de
la situacion o planteamiento inicial a la nueva situacién exigida tiene que ser desconocida y la persona
debe querer realizar la transformacién” (Campistrous, L. y Rizo, C. 1996, p. IX).

Al analizar estas dos tltimas definiciones encontramos elementos que son de suma importancia para
hacer una caracterizacién del concepto de problema escolar, lo que permite un acceso lingtifstico-
conceptual de mayor precisién en la elaboracién de los problemas y que los profesores reconozcan
cudndo estdn realmente en presencia de ellos. Estos elementos son: a) la via de pasar de la situacion
inicial a la nueva situacion debe ser desconocida; estableciendo diferencias esenciales entre ejercicio y
problema; b) la persona quiere realizar esa transformacion, teniendo bien en claro que lo que consti-
tuye un problema para uno puede no serlo para otro.
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Dicho analisis puede resumirse en el hecho de que, aunque existe una gran diversidad de criterios, los
autores de manera general no se contradicen; en tal sentido, los rasgos fundamentales analizados son:

Existird una situacién inicial o varias situaciones iniciales y una o varias situaciones finales

La via de pasar de la situacién inicial o situaciones iniciales a la situacién final o situaciones
finales debe de ser desconocida o que no se pueda acceder a ellas de forma inmediata

Debe existir la persona que quiera resolverla

e La persona dispone de los elementos necesarios para buscar las relaciones que le permitan trans-
formar la situacioén o situaciones planteadas

2.2 Clasificaciones de los problemas en su relacion con las ecuaciones diferenciales.

Todos los autores parecen estar de acuerdo en que un elemento fundamental para dirigir el proceso de
enseflanza-aprendizaje de la Matemadtica, es que tanto el profesor como el estudiante sepan en pres-
encia de qué clase de problemas se encuentran; en tal direccién han aparecido en los tltimos afios
muchos tipos de clasificaciones. Sobre la base del contenido semantico de problema, Majmutov (1983)
plantea que los problemas se pueden clasificar de acuerdo con diferentes bases. Por ejemplo, partiendo
de la significacién del término "problema", como cuestién que debe ser realizada, y como interrogante
que debe ser resuelta. Los problemas, segiin este autor, por su contenido, es decir, en funcién de la
informacién que transmite el texto o planteamiento del problema, se pueden dividir en: cotidianos,
juridicos, pedagdgicos, entre otros. Es claro que esta clasificaciéon es poco préctica desde el punto de
vista didactico, porque las fronteras entre unos y otros problemas se solapan.

Para adentrarnos en el estudio de las tipologias, es menester plantear que los pasos iniciales, desde
el punto de vista docente, giraban en torno a la naturaleza de la asignatura. Esta clasificacién es la
maés generalizada dentro de los profesores de Matematica en la actualidad, aunque se confirma que
existen problemas de Matemadtica, Fisica, Quimica, etcétera, y otros que no estén dentro de ninguna
asignatura, que son los de razonamiento légico.

Ya en los trabajos de Polya (1945) se diferencia los problemas por resolver y los problemas por de-
mostrar; por su parte Gonzalez (1954) los distingue en particulares y generales. Mientras que en los
trabajos de Bertoglia (1990) aparece una clasificacién que estd méas acabada, ya que se enfatiza no sélo
en el proceso de solucién, sino que ademds pone al descubierto la utilizacién de la 16gica dentro del
proceso; su clasificacion se centra en dos grandes grupos llamados: Problemas Cerrados. En estos, la
solucién se deduce de forma légica a partir de la informacién que aparece en el planteamiento del
problema y que resulta suficiente para encontrar la respuesta correca. Problemas Abiertos. En estos, el
resolutor necesita ir mds alld de la informacién recibida, utilizdndola de manera directa y/o modifi-
cando los significados atribuidos a los elementos del problema.

Al no analizarse las ecuaciones diferenciales como objeto de la resolucién de problemas, sucede que
dentro de las clasificaciones estudiadas, no aparecen las tipologfas en esta direccién. Para el logro de
los objetivos de la ensefianza-aprendizaje de la matematica, en particular los relacionados con la resolu-
cién de problemas, hay que tener presente que los contenidos a tratar deben verse en dos direcciones:
como objeto de apropiacién (aprender ecuaciones diferenciales) y como base para el desarrollo de la
resolucién de problemas. Los educadores matematicos han puesto al descubierto que la resolucién de
problemas debe ser el objetivo instructivo fundamental en la ensefianza de las matemaéticas, aunque no
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la Ginica habilidad a desarrollar.

Las clasificaciones de problemas en la direcciéon antes sefialada no estan dadas de forma explicita, el-
emento examinado anteriormente, pero es prudente aclarar que ya en los trabajos de Zillmer (1981),
se dan pautas para tratar determinados problemas con el objetivo de desarrollar diferentes aspectos
relacionados con la resolucién de problemas.

Las ideas desarrolladas sirvieron de base o sustento para clasificar los diferentes tipos de ecuaciones
diferenciales y delimitar sus caracteristicas. Esta clasificacién encierra dos grandes grupos de proble-
mas con sus respectivos subgrupos y entre ellos forman un sistema para el desarrollo de procedimien-
tos de solucién de las ecuaciones diferenciales. Con esta posicion se tienen en cuenta tres aspectos que
son indispensables al concebir un sistema: elementos que lo integran, relacién que se establece entre
los elementos del sistema y resultado que se genera de esta relacion.

El objetivo de la clasificacién estd dado, en lo fundamental, en organizar la actividad y determinar
el efecto que provoca el sistema de problemas en el desarrollo de un determinado procedimiento de
solucién y viceversa. Esta divisién permitira revelar la estructura interna de los problemas y, ademads,
ayudard a los profesores a estructurarlos en funcién de cada uno de los elementos a desarrollar, de
forma tal que se alcance un proceso 6ptimo de ensefianza-aprendizaje en la resolucién de problemas
para favorecer el proceso de ensefianza aprendizaje de las ecuaciones diferenciales.

Asi pues, la clasificaciéon que se propone estd encaminada al procedimiento que se quiera utilizar,
ademds debe contener en su totalidad todas las posibles situaciones problema que se puedan presentar
en un curso de ecuaciones diferenciales. La clasificacién que proponemos es la siguiente:

1. Problemas estructurales: Son aquellos cuya similitud de estructura y forma, asi como de solucién
nos permiten aplicar alguna de las analogias siguientes:

a) Analogia de estructura: Son aquellos problemas donde se evidencia similitud de cuerpo y
forma, y al aplicar una analogia podemos llevar nuestros problemas a situaciones donde se
pueda evidenciar una solucién en base a un problema que ya se conoce.

b) Analogia de solucién: En este rubro, si un problema tiene semejanzas notables en su proceso
de solucién entonces se estaria en posicién de elaborar una estrategia que lleve a la solucién
deseada.

2. Problemas Reductivos: Son aquellos que tienen solucién en problemas posiblemente de distinto
carécter o dimensién. En donde aplicamos los siguientes principios:

a) Principio de Transformacién: Aquellos problemas que se pueden llevar a otra dimensién
mediante la transformacién de alguno o todos sus componentes, teniendo la seguridad de
que déndole respuesta al nuevo problema se le dara también al anterior.

b) Principio de Reduccién: Son aquellos problemas que se llevan a un rubro distinto donde al
hacer una aplicacién recursiva o inmediata se le encontrara la solucién al problema original.

Las caracteristicas de los problemas por analogia estructural utilizados son:

Problemas con datos insuficientes, donde el estudiante se ve obligado a buscar problemas semejantes
donde se evidencie cudl es el dato faltante.
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Problemas con datos superfluos, aqui el estudiante tendrd que apreciar otros problemas para aclarar los
datos que le son dados.

Problemas donde aparezcan datos contradictorios, de igual forma, al no poder encontrar vias de solu-
cién optard por buscar problemas semejantes de cuerpo y forma, y asi emitir juicios de valor sobre los
datos del problema. Incluso podria analizar cudles deberan ser las caracteristicas de los datos para que
pueda tener una solucién.

Presentacion de soluciones de problemas con errores “sutiles” o dificiles de detectar a priori, esto llevara
eventualmente al estudiante a echar vistazos a ejercicios similares.

Las caracteristicas de los problemas por analogia de solucién utilizados son:

Problemas en los que, dado un conjunto de premisas, se pida obtener un conjunto de tesis, si el estudi-
ante necesita realizar conclusiones de un problema al hacer otro puede aplicar el mismo proceso que
utilizé para resolver el primero.

Presentacion de soluciones de problemas, con una via de solucién correcta y otra incorrecta, el analizar
qué procedimientos pueden llevar o no a la solucién del problema creard una base de dichos proced-
imientos para su futura implementacién en diversos ejercicios.

Presentacion de soluciones diferentes a un mismo problema, el presentar diversas soluciones atraerd al
estudiante a identificar procedimientos més sencillos o0 mas complicados y asi decidir su debida apli-
cacién en otros problemas.

Las caracteristicas de los problemas por principio de transformacién utilizados son:

Problemas que no exijan cdlculo para encontrar su solucién, pero requieran de una sélida fundamentacioén
tedricq, el tener una fundamentacién tedrica de los datos necesarios para resolver el problema llevara
al estudiante a buscar su solucién en situaciones de equivalencia.

Problemas cuya respuesta requiera un andlisis complementario, el tener que efectuar andlisis de los
datos buscados y los encontrados evidenciara las relaciones que existen entre los datos y aquellos que
se utilizaron para su solucién, asi pues, obtendra un marco de conocimientos que se pueden utilizar
para la solucién de otros problemas.

Las caracteristicas de los problemas por principio de reduccion utilizados son:

Problemas cuya resolucion requiera de la resolucion de sub-problemas, el usar sub-problemas como
solucién del original es claramente la aplicacién de una reduccién del problema a otros ya conocidos.

Problemas que exigen para su solucion la bdgqueda de una informacion que él no posee, el buscar infor-
macién que no se tiene de facto puede llevar a encontrar la solucién en la reduccién a conocimientos
nuevos, o a conocimientos que no eran evidentes en un principio.

Problemas que, dado el nivel de conocimiento del estudiante, le sea comodo obtener multiples vias de
soluciones, el obtener diferentes vias de soluciones le dara al estudiante la pauta para llevar a cabo
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procesos de reduccién, que eventualmente buscard con naturalidad en otros problemas.

A modo de ejemplo veamos algunos problemas con las caracteristicas anteriores:

1. Estamos aprendiendo problemas de analogia de estructura en el tema de ecuaciones homogéneas,
para lo cual ya se ha resuelto el problema xy’ = \/x2 — y2 + y. Después se aborda el problema
(xy — y)?> — x*> = y?> — 2x%. Si el estudiante logra encontrar una estructura similar al ejercicio
anterior intentard utilizarlo para resolver este nuevo problema. Este problema estaria enmarcado
en los datos superfluos, ya que hay una cantidad de datos que no se verian relacionados con los
problemas anteriores y el aplicar directamente el método de solucién que se estd ensefiando seria
poco redituable. La solucién del primer problema es de la siguiente manera:

xy' =[x —y> +y

Hacemos y = ux, entonces y' = u’x + u. Sustituimos en la ecuacién original y e y/'.
x(u'x+u) =/x2 — (ux)? + ux

wx? +ux=xvV1—u2+ux
d
V12

dx
du dx

V-2 ox
Entonces arcsenu = In|Cx]|.
Sustituimos u = £, y nos queda arcsen £ = In|Cx|, por lo tanto
y = x sen(In|Cx|)

para valores de x distintos de cero.

En el nuevo problema, tratamos de encontrar una estructura similar a la del problema anterior
haciendo lo siguiente:

(xy' —y)? = =y* = 2
(xy =y =y* —
xy —y=\/y*—x*

en este caso, se considerd el signo positivo para poder establecer la analogia. Entonces,

xy' =\/y* —x* +y.

Observamos entonces que el nuevo problema tiene semejanza de estructura y podemos resolverlo
como se resolvié el anterior. Notese que se estd aplicando un recurso heurfstico de reduccién a un
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problema ya conocido, sin embargo, la bisqueda esta dirigida hacia uno que tenga semejanza de
estructura. Aqui la ganancia principal no es la utilizacién de un método para resolver ecuaciones,
sino la bisqueda de formas para resolverlos.

. Un problema por analogia de solucién podria ser: resolver la siguiente ecuacién diferencial

y

xy/—i—y:xzsenx; o bien y' + p =x senx,x #0.

Hacemos y = u(x)v(x), entonces iy’ = u'(x)v(x) + u(x)v'(x). Y sustituimos en la ecuacion: u'v +
uv’ + %2 = x senx. Al factorizar v nos queda la ecuacion:

o(u' + %) +uv' = x senx.

Buscamos la solucién particular para u + % =0; Z—;‘ =ty =1

Sustituimos u en el resto de la ecuacién:

2 2

/ 1 / /
uv' = Xx senx; —v = x senx; v = x“senx; dv = x“senxdx
X

2 2

Con esto tenemos v = —x“cosx + 2x senx + 2cosx + C. Finalmente tenemos y = uv = %(—x
2xsenx +2cosx + C) o bien y = —x cosx + 2senx + %COSX + %

cosx +

Es claro que resolver un problema desde distintos dngulos, permite analizar con mayor profundi-
dad el método de soluciéon empleado. Noétese que para la solucién del problema anterior, la idea
central radica en suponer como solucién una funcién expresada como el producto de dos fun-
ciones, para poder utilizar la conocida relacién asociada a la derivada del producto de funciones.
En esa misma direccién veamos la siguiente solucion:

xy' +y= x?senx

d _ 2
%(xy) = x“senx

2

d(xy) = x“senxdx

xy = —x?cosx + 2x senx +2cosx + ¢

2 c
Yy = —xcosx + 2senx + - CosX + o

. Un problema reductivo: por principio de transformacién. Resolver la siguiente ecuacién diferen-

. ;4
cial y = xy + 2

Hacemos i’ = p. Entonces y = xp + %, derivando ambas partes de la igualdad dada respecto
. dp 2adp dp 2adp

. I - / = = X— _——— M

de x se tiene que: iy = xdx +p 7 dx Como y p, entonces p xdx +p 3 dx’ luego;


http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/

Revista digital Matematica, Educacion e Internet (http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/). Vol 14, No 2. Marzo — Agosto 2014. 9

. . 2a . 2a s o
Resolviendo la ecuacién x — — = 0 se tiene x = —. Al sustituir el resultado en la ecuacion origi-

2
nal se obtiene y = <P‘;> p+ %. Iremos desarrollando la ecuacién hasta el punto en que podamos
2 3
sustituir el valor de p, en funcién de x: y = P—Z + % = p—g.

. 2a 2a L 3a .
De la ecuacién x = —; tenemos que p> = —. La ecuacién y = —; la elevamos al cubo y se obtiene:
p? x p?

5 _ 2743
pe ,
2a 27a
Al sustituir p® = < " la ecuacién anterior obtenemos y° = E )2.
2a
X

Al hacer la simplificacién se obtiene 4y° = 27ax? que es la solucién implicita de la ecuacién dada.

Resulta atinado plantear que el sistema de problemas, cualesquiera sean las caracteristicas que posea
para incidir en cualquier dimensién, debe estar bien organizado y permitirle al estudiante tener, en un
primer nivel, posibilidades de éxito. La utilizacién del contenido de la informacién que se trate en el
texto del problema es de suma importancia; pensamos que en este sentido la presentacién y estructura
del problema son las vias fundamentales para lograr el entendimiento de los procesos heuristicos im-
plicados en la solucién de los problemas.

1.3 Estrategia para la resolucién de problemas.

Los elementos anteriores sustentan el proceso de resolucién de problemas, pero al ser un fenémeno tan
complejo se necesita un modelo que permita guiar la actividad que en tal sentido realiza el estudiante.
Esta necesidad puntualiza la importancia de profundizar en el estudio de las estrategias de solucién
de problemas, tanto generales como especificas, como via para favorecer el proceso de resolucién de
problemas y aprovechar sus potencialidades para dar una instruccién heuristica asi como la mejora
sustancial de los procesos metacognitivos de los estudiantes.

Si se pretende lograr resultados significativos es preciso ensefiar a los estudiantes estrategias generales
y técnicas de trabajo que permitan ganar seguridad en él mismo, confiando en que las habilidades que
posee son suficientes para abordar el problema.

Son varios los autores dedicados a la biisqueda y obtencién de estrategias heuristicas para la resolu-
cién de problemas. Ratificando la posicién tomada, en el trabajo se considera que no es la falta de
estrategias la causa fundamental por la que los profesores presentan dificultades con la ensefianza de
la resolucién de problemas y los estudiantes con el aprendizaje. Las dificultades principales recaen en
las operaciones propuestas en cada accién del proceso, en como se ensefian (profesor) y en como se
usan (estudiantes). Un peso fundamental recae en las operaciones a realizar, al constituir las mismas
el comportamiento general en la btisqueda de la solucién de problemas y el elemento que permite
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vincular el problema con la esfera afectiva del estudiante y con el medio en que se desarrolla.

Aunque existen multiples estrategias para la resolucién de problemas, por lo general los estudiantes
no trazan un plan de trabajo, no analizan exhaustivamente los datos de que disponen ni tratan de rela-
cionar estos datos y la incégnita con conocimientos previos que enlacen ambas cuestiones. Tampoco
son capaces, en muchas ocasiones, de clasificar el problema a trabajar o de realizar un cambio en el
dominio en el que se presenta el problema para desarrollarlo en un dominio mas sencillo, operar
en éste y posteriormente regresar al dominio original. En tal direccién, en este trabajo vemos la
resolucién de problemas como un elemento dentro de la teoria de la actividad desarrollada por Leon-
tiev (1976), en la que se que se proponen tres etapas fundamentales para la realizacién de las acciones:
orientacion, ejecucién y control.

Las indicaciones para la solucién de problemas son variadas segtin el tipo de problema a resolver. Por
ejemplo, si el problema requerido relacionado con las ecuaciones diferenciales tiene cardcter cuantita-
tivo, es preciso superar la tendencia comtn a encontrar lo més pronto posible un dato, que a menudo
no se sabe interpretar y del que se pueden obtener conclusiones absurdas. Es preciso ayudar a los
alumnos a diferenciar el problema cientifico del matematico, haciendo especial hincapié en la reflexiéon
cualitativa, retrasando lo més posible su cuantificaciéon. Los problemas cualitativos en este tema suelen
tener dificultades de comprensién conceptual, por lo que es preciso establecer relaciones significativas
con los conocimientos previos, Lee (2009).

La reflexion sobre el proceso de aprendizaje y la evaluacién de resultados supone hacer conscientes los
procesos mentales que se han utilizado, asi como el uso de los conocimientos que se han movilizado
y la evolucién que han seguido a través del proceso de aprendizaje. Ello permite una interaccién con
el profesor y los estudiantes y destacar aquellas estrategias que resultaron méas adecuadas. La reflex-
i6n contintia sobre las estrategias que se van usando ante la resolucién de un problema; lo cual es
un proceso imprescindible para adquirir habilidades mentales duraderas, que pueden transferirse a la
solucién de nuevas interrogantes.

Como se mostré en los pdrrafos anteriores, se considera a la resoluciéon de problemas relacionados
con las ecuaciones diferenciales como un elemento dentro de la teoria de la actividad desarrollada por
Leontiev (1976). Cada accién estd dirigida por un conjunto de operaciones que se deberdn realizar en
un principio con la ayuda del profesor, y eventualmente por el estudiante mismo. Las acciones estdn
enmarcadas en las tres acciones de dicha teorfa: Orientacién, Ejecucién y Control. La accién 1 esta
inmersa en la Orientacion, la accion 2 en la Ejecucién, y la accién 3 en la de control.

Accién 1: Orientacion. Operaciones: ;Qué problema vas a enfrentar? ;Has visto alguno formu-
lado de manera parecida? ;Es un problema real? ;Esté relacionado con tu entorno sociocultural?
¢Qué relaciones reales son expresadas en el texto del problema? ;Qué elementos conoces sobre la
actividad abordada en el texto del problema? ;Son familiares para ti todos los términos que inter-
vienen en la formulacién del problema? ;En qué campo de conocimientos se mueve el problema
planteado?

Accidn 2: Ejecucion. Operaciones: Clasifica el problema: estructurales o reductivos, en su debida
subclasificacién. Elabora un esquema, diagrama, tabla, etc. ;Son suficientes los datos? ;Existen
datos contradictorios? Delimita qué conocimientos se relacionan con los elementos del problema.
Realiza transformaciones equivalentes en la premisa y/o la tesis. ;Has resuelto un problema
parecido o relacionado con éste?. Escoge un lenguaje apropiado o una notacién adecuada.
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Accidn 3: Control. Operaciones: ;Todas las soluciones halladas son soluciones del problema?
Explica con tus palabras como arribaste a la solucién. ;Puede ser generalizado el método de
solucién encontrado?

La primera accién de la actividad aparece como elemento esencial para el logro del objetivo, ya que
sirve de elemento inductor, es decir, refuerza los atributos que dentro del problema permiten la apari-
cién del motivo de la actividad. Ademas, el conjunto de preguntas propuesto crea las bases para la
comprensién del fin de la actividad, impulsando con ello la aspiracién de alcanzar tal fin. Las opera-
ciones a realizar favorecen el uso de sus experiencias en la propia practica social como elemento para
la solucién del problema en cuestién. Un elemento imprescindible a tener en cuenta en la primera
accion es que el surgimiento de un problema no aparece de manera directa con la presentacién formal
del mismo, sino que aparece después de ser interiorizado por el estudiante y emerge de manera maés
répida o directa si estd relacionado con el contexto sociocultural en el cual se desarrolla el estudiante,
que son los elementos puntualizados en las operaciones que se proponen.

La segunda accién se relaciona con el componente afectivo-volitivo al contemplar los medios adecua-
dos para lograr el fin, la valoracién de los posibles procedimientos a seguir, entre los que se debe
tomar una posicion de toma de decision al elegir uno de ellos; y a su vez permiten analizar, ademads,
las ventajas o desventajas de un determinado camino. El profesor debe provocar no sélo la reflexiéon
de los componentes externos con que se cuenta para la realizacién de la actividad, sino los posibles
obstdculos internos, creando en los estudiantes una cierta confianza en sus posibilidades. Asimismo,
estas acciones permiten crear un modo de actuacién que sienta las bases para el andlisis critico del
problema matematico y la valoracién de situaciones de conflictos.

La accién ntmero 3 aparece porque la resolucién de problemas mateméticos necesita elevarse al plano
teérico para potenciar las generalizaciones, a partir del resultado obtenido en la actividad realizada.
Ademas, su importancia estd dada en que el hombre, como ser consciente, siempre verifica la satisfac-
cién del motivo que lo impulsé a realizar la actividad y esta verificaciéon no es més que la accion de
control, y, aunque no aparezca declarada, se realiza en todo momento del desarrollo de la estrategia.
Las operaciones propuestas para esta accién tributan, en primer lugar, a la valoracién, al analizar el
proceso seguido para su solucién de manera general, ademas de relacionarse cada uno de los compo-
nentes de la heuristica analizados.

A titulo de ejemplo de la aplicacién de la estrategia heuristica se muestran los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.1

Demostrar que la curva que posee la propiedad de que todas sus normales pasan por un punto
constante es una circunferencia.

(Accion 1).

e Nos preguntamos cudles son las expresiones de mayor valor semdantico: curva, normal,
punto constante, circunferencia.

e Buscamos sinénimos de algunas expresiones: Normal-recta perpendicular a la tangente.
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e Establecemos la incégnita: Una funcion f(x) que cumpla determinadas propiedades.

e Enunciamos el problema con nuestras propias palabras. Buscamos encontrar un proced-
imiento irrefutable que haga ver que la curva es una circunferencia.

(Accién 2).

e Elaboramos un esquema que describa lo mejor posible el problema:

f(z)

Figura 1.1

e Parece que los datos son suficientes.
e Ya que pudimos elaborar un esquema, parece que no hay datos contradictorios.
e Tampoco parece haber datos sobrantes.

e Relacionamos los datos con la incégnita: relacionamos la recta normal con la recta tangente,
y el punto constante con el punto (0,0).

e Transformamos el problema en uno equivalente: el problema lo transformamos en resolver
una ecuacién diferencial, que hipotéticamente deberd ser la ecuacién de una circunferencia.

e El campo de conocimiento donde lo ubicamos es el de la geometria.

e Los conocimientos que se relacionan con los elementos del problema son curva, ecuacién
diferencial, tangente a una curva, normal.

e Recordamos si ya hemos resuelto algiin problema parecido o relacionado, si es asi, nos
damos a la tarea de crear una estrategia de solucién parecida para este problema.

e Al parecer nuestro diagrama es una representacién general de las posibles situaciones, y
entonces procedemos con determinacién a establecer una relacién de los conocimientos
que necesitamos y los datos que tenemos, y asi buscar una solucién.
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e A partir de la grifica que hemos hecho, podemos decir que: Del triangulo rectangulo
formado por el punto (0,0), (x, f(x)), (x,0):

tanf’ =

fx)
X

Ademas, por la definicién de derivada de una funcién tenemos que:
tand = f'(x).

Aqui es importante mirar cudl es la relacién entre las dos tangentes anteriores, ;Cudl es la
relacién entre las tangentes de 2 rectas perpendiculares? Si el estudiante sabe la relaciéon
las cosas fluyen, sin embargo, se puede invitar al estudiante a buscar esa informacién.
Entonces la relacién es:

tanftand’ = —1
1

tanf = ———
tan6

Asi obtenemos la siguiente ecuacion:

frix) - x
La cual es una ecuacién diferencial que trataremos de resolver.

—xdx = ydy

2 2

X .

2 T€=73

—x2+C=1y>
Py =C

Esto es evidentemente una ecuacién de una circunferencia del radio que se quiera v/C.
(Accion 3).

e Escogemos un lenguaje apropiado para expresar la solucién: La curva que tiene la
propiedad que sus normales pasan por un punto constante es un punto constante, efecti-
vamente es una circunferencia.

e Nos preguntamos si puede ser generalizado el método de solucién. Al haber aplicado un
método similar al de un problema anterior, la generalizacién de este proceso para proble-
mas similares estd cobrando fuerza.

e ;Responde realmente al problema? Si, porque a partir de la informacién dada dedujimos
una ecuacién que cumple las propiedades y que ademads, efectivamente es una circunfer-
encia.
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Ejemplo 1.2

Resuelve la siguiente ecuacion

y//+2y/+y:0

(Accién 1).

Nos preguntamos cudles son las expresiones de mayor valor semdntico: funcién, ecuacion.
Establecemos la incégnita: Una funcién f(x) que cumpla determinadas propiedades.

Enunciamos el problema con nuestras propias palabras: buscamos una funcién derivable
respecto de x que cumpla la propiedad que y” + 2y’ +y =0.

e Parece que los datos son suficientes.
e Tampoco parece haber datos sobrantes.
e El campo de conocimiento donde lo ubicamos es el del andlisis.
e Lo clasificamos: le damos la clasificaciéon de estructural por analogfa de estructura.
(Accion 2).
e A partir de recordar si se han resuelto algunos problemas parecidos o relacionados al dado
y en base a la estructura, se propone la tarea de crear una estrategia de solucién.
e De la expresion literal del problema y de lo que se comprende, se establece la siguiente
relacion:
Es una ecuacién lineal homogénea, por lo cual nos remitiremos a la aplicacién de la
analogfa de solucién de los problemas que ya hemos resuelto. De esta ecuacién vemos
cuales son las raices de la ecuacién caracteristica:
A +2A+1=0
Donde A1 = A, = —1
Y la solucién va a ser: y = (C1x + Cz)e™*. Escogemos un lenguaje apropiado para expresar
la solucion: la funcién que es solucion de la ecuacion diferencial dada es y = (C1x + Cp)e™~.
(Accion 3).

Nos preguntamos si puede ser generalizado el método de solucién: Al parecer si un prob-
lema tiene caracteristicas similares, tentativamente podriamos aplicar la via de solucién.
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Ejemplo 1.3

Resuelve la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden

X2y 4+ xy —y=0.

(Accion 1).
e Nos preguntamos cudles son las expresiones de mayor valor semantico: funcién.

e Establecemos la incognita: Una funcién f(x) que satisface las condiciones que exige el
problema.

e Enunciamos el problema con nuestras propias palabras: Buscamos una funcién derivable
respecto a x que cumpla la propiedad que

2y 4+ xy —y=0.

e Parece que los datos son suficientes.
e Tampoco parece haber datos sobrantes.

e relacionamos los datos con la incégnita: relacionamos la estructura.

e transformamos el problema en uno equivalente: el problema lo transformamos a resolver
una ecuacién diferencial, que cumpla las propiedades anteriores.

e El problema se ubica en el campo del analisis.
o Lo clasificamos: Le damos la clasificacién de reductivo por principio de reduccién.
(Accion 2).

e Recordamos si ya hemos resuelto algtin problema parecido o relacionado. Suponiendo que
es nuevo nos damos a la tarea de crear una estrategia de solucién.

e A partir de la expresién del problema y de lo que entendemos, nos trazaremos el objetivo
de convertir la ecuacién en alguna que ya conozcamos su soluciéon: Aqui se idearon dos
formas para desarrollar la solucién al problema.

Primera forma: Hacemos la sustituciéon x = ef, derivando en ambos miembros se obtiene

dx
— ot _ it
dx = e'dt, = e'.
d ¥
Como ' = %, podemos dividir por dt. Asf tenemos y' = % = e*td—};.

Lo mismo hacemos para y":

T odx  dx et

dy' _td? _td

/ Y t&y . =tdy P

u_dl_ﬁ_e dt? dt:e2t(dy_dy>
dat

dx a2 dt

Ahora se sustituye ¥’ e y”, asi como el valor de x en la ecuacién original y se obtiene

d? d d
260 2t (ATY Ay t,—t%Y
e (dtz ar T Y 0)
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d?y
dt?
La cual es una ecuacién homogénea y las raices de su ecuaciéon caracteristica son

—y=0.

1 =1, pp=—1. Asi, y = Cie! + Cpe! y por lo tanto y = Cyx + CZ% es la solucién de la
ecuacioén diferencial dada.

Segunda forma: Hacemos y = x™, entonces y' = mx™ 1, " = m(m — 1)x™~2, al sustituir
en la ecuacién original y simplificar, se obtiene la ecuaciéon x™(m? — 1) = 0 y las soluciones
m=1, m=—1.

Entoncesy =x, y= % Al ser soluciones linealmente independientes, podemos establecer
la solucién general como una combinacién lineal de ambas: y = Cyx + CZ%.
(Accidn 3).
e Escogemos un lenguaje apropiado para expresar la solucién: La solucién a la ecuaciéon
diferencial x?y” + xy’ —y=0esy = Cix + CZ%.

e Nos preguntamos si puede ser generalizado el método de solucién: Al parecer si un prob-
lema tiene caracteristicas similares, tentativamente podrfamos aplicar la via de solucién.

e Las dos vias de solucién nos dan distintas caracteristicas heuristicas, la primera de trans-
formar la ecuacién en homogénea (principio de reduccién) y la segunda fue establecer una
solucion tentativa(método analitico).

o ;Responde realmente al problema? Si, porque la funcién determinada satisface la ecuacién
diferencial.

1 .4 Conclusiones

La concepcién del término “problema” que se asumi6 en la investigacién y los elementos de la teoria
de la actividad, permitieron estructurar la metodologia para los procedimientos de solucién de prob-
lemas sobre ecuaciones diferenciales. Ya que las actividades indicadas en cada una de las acciones,
se favorecieron a partir de indentificar la funcién de cada una de las etapas: orientacién, ejecucién y
control en dichos procedimientos de solucién.

En cada procedimiento de solucién, no sélo se mostré la potencialialidad de la heurfstica, sino que se
fueron identificando los dominios sobre el contenido matemaético que estuvo en juego.

La metodologia que se propone esta orientada tanto al profesor como al alumno del nivel universitario,
con su aplicacién a la resolucién de problemas sobre ecuaciones diferenciales se favorece el proceso de
ensefianza y aprendizaje de éstas.
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