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Resumen: Este articulo es el resultado de una
coinvestigacion enmarcada en la Investigacion
«El proceso de demostracion como instrumento
de aprendizaje en la formacion de profesores»,
desarrollada por el Grupo MESCUD de Ia
Universidad Distrital Francisco José de Caldas. La
investigacién gira en torno al aprendizaje de la
demostracion en los estudiantes para profesor
de matemdticas en un contexto matematico
de continuidad de reales. Se tiene en cuenta la
perspectiva de la demostracion que explica en
dénde los estudiantes emplean representaciones,
ejemplos y argumentaciones propias.

La metodologia empleada consisti6 en un
experimento de ensefianza como una forma
de la investigacion formativa. Se enfoca en el
perfeccionamiento progresivo de un disefo basado
en la puesta en practica del mismo. Este disefio es
constantemente revisado y modificado, por el equipo
deinvestigadores, con el fin de mejorar el aprendizaje.
El andlisis de los datos se sustenta en la técnica de las
vifetas; es decir, informes que integran informacion
de diferentes fuentes de la practica del profesor,
interpretaciones e inferencias del investigador.

Asi, se vincula, desde el quehacer matematico de
los estudiantes, la evidencia de cémo el uso de
diversas estrategias heuristicas en el proceso de
resolucion permite comprender la demostracién.
A su vez, estas estrategias y procedimientos
posibilitan la concepcion de la demostracion como
el objetivo principal de su proceso de resolucién,
déndole sentido a la actividad del estudiante.

Palabras clave: Toma de conciencia, heuristicas,
resolucion de problemas, comunidad de aprendizaje,
metacognicion, objetivacion.

Abstract: This article is a result of a research
framed in the Research study“The demonstration
process as a learning tool in teacher Education”
developed by the Research Group MESCUD at
Universidad Distrital Francisco José de Caldas.
The research is focused on demonstration
learning with pre service mathematics students
in a course of real continuity. It takes into
account the perspective of the experimentation
where students use representations, examples
and arguments from their own.

The methodology consisted of a teaching
experiment as a form of formative research.
They focus on the progressive refinement of a
design based on its implementation. This design
is constantly reviewed and modified by the
research team, in order to enhance learning. The
data analysis technique is based on the bullets,
that is, reports that integrate information from
different sources of the practice teacher’s
interpretations and researcher’s inferences.
Thus the evidence of how the use of various
heuristic strategies in the resolution process
led to the understanding of experimentation
is linked to the students’ mathematical task. In
turn, these strategies and procedures enable
the conception of experimentation as the main
objective of the process of resolution, giving
meaning to student activity.

Keywords: Awareness, heuristics, problem solving,
community learning, metacognition, objectification.
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Introduccion

El aprendizaje de la demostracién ha sido
ampliamente discutido en la comunidad
de investigadores en educacion mate-
matica. Existen, al menos, tres enfoques
claramente diferenciados. El enfoque
constructivista que considera el aprendi-
zaje de la demostracién como un proceso,
mas o menos continuo, mediado por la
interaccién y las normas sociomatemati-
cas instaladas en la clase (Simon, 1996).
En este enfoque se privilegia una forma de
argumentacion en matemdticas basado
en la demostracion que explica Hanna
(1990). La demostracion que explica son
todos aquellos argumentos matematicos
del estudiante soportados en su actividad
de resolucién, es decir, las representacio-
nesy los ejemplos propios.

Por su parte, el enfoque cognitivo tiene
en cuenta los procesos de representacion
involucrados en el proceso de aprendizaje
(Duval, 1991). Aqui, el aprendizaje de la
demostracion se soporta en un analisis fun-
cional de la lengua y los sistemas de repre-
sentacion semidtica. Por ultimo, el enfoque
sociocultural, mas reciente, que involucra
el aprendizaje en la practica; donde se con-
sidera deseable que la tematizacién de la
demostracion se haga de manera explicita y
de manera implicita (Hemmi, 2008).

El aprendizaje de la demostracién en
esta investigacién implicé el uso de heuris-
ticas. Desde una perspectiva sociocultural,
el aprendizaje de la demostracién debe
llevar una practica implicita y una practica
explicita (Hemmi, 2008). Partimos de dos
hipétesis; por un lado, que es deseable que
el conocimiento profesional de los profeso-
res de matemadticas involucre las heuristicas
(Puig, 1996) y por otra parte, que el aprendi-
zaje de las heuristicas también debe tener
una practica implicita.

Asi, en este trabajo pretendemos dis-
cutir, desde la perspectiva sociocultural
del aprendizaje fundamentada en la teoria
cultural la objetivacién, cdmo es el proceso
de toma de conciencia de los estudiantes
para profesor de matematicas de la idea de
heuristica; anclada a procesos de demostra-
ciones que explican.

Elementos Teoricos

Teoria cultural de la objetivacion

Una manera de entender la resolucion de pro-
blemas en el aula de matematicas, es cuando
el objetivo del aprendizaje busca que el estu-
diante imite una practica establecida. Cuando
esto ocurre Radford (2006, p. 114) lodenomina
“aprender a hacer en matematicas” Ahora
bien, cuando la resolucién de problemas no es
el fin, sino el medio para alcanzar la reflexion
cultural en la que se forman las capacidades
humanas de los individuos, Radford (p. 114)
lo denota: “aprender a ser en matematicas”.
De este modo “El aprendizaje no consiste en
construir o reconstruir un conocimiento sino en
dotar de sentido a los objetos conceptuales que
encuentra el alumno en su cultura” (p. 113).

Para desarrollar la idea de aprendizaje,
enmarcada en la teoria cultural de la objeti-
vacion, el pensamiento es la base del apren-
dizaje, pues a través de éste se establece la
relacién entre el sery el mundo. En este enfo-
que se discute que “El proceso real del pensa-
miento queda invisible asi como los conceptos
que éste usa y el material crudo del cual estd
compuesto” (p. 105) y en contraste el pensa-
miento, base del aprendizaje, es completa-
mente dependiente de recursos culturales
para su propia operacion, es decir, una prac-
tica social (algo que se aprende haciendo).
De esta manera, la idea de pensar asume
una realidad ontoldgica (la existencia y la
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naturaleza del objeto). Los objetos matema-
ticos son construidos a lo largo de la historia
producto de la actividad matematica de los
individuos. En otras palabras, “Los objetos
matemdticos son patrones fijos de actividad
reflexiva incrustados en el mundo en cambio
constante de la prdctica social mediatizada
por los artefactos” (p. 111).

De acuerdo con lo anterior, la relaciéon
entre el objeto y el sujeto es concebida
como la re-flexién de este ultimo sobre el
mundo que lo rodea. Sin embargo, cabe
aclarar que esta re-flexién no es un acto
interno y difiere de la reflexién Ilamada a
menudo metacognicién. Pues esta ultima,
“no es otra cosa que la atencién a aquello
que ya estd en nosotros” (p. 123).

A su vez, ser en matematicas exige un
proceso de elaboracion de significados,
para éste la adquisicion del saber se desa-
rrolla por medio del contacto del sujeto
con dos fuentes distintas. Los artefactos y la
interaccién social.

Artefactos. En cuanto al contacto del sujeto
con los artefactos, plano sujeto-objeto (p.
124), los artefactos se caracterizan por
potenciar la cognicién humana. Dado que
llevan depositada en si la sabiduria histérica
de la actividad cognitiva de generaciones
pasadas. Asi, la actividad del sujeto se ve
orientada y moldeada por los artefactos.

Interaccioén social. Alli se resalta la sociabi-
lidad, proceso que permite aprender a estar
con otros, a escuchar y entender otras
voces y otras conciencias. Asi, la interac-
cion social, concebida desde la teoria cul-
tural de la objetivacion, es semejante a los
planteamientos de la Teoria de las comu-
nidades de prdctica expuestos por Wenger
(2001) que en los contextos institucionales
de aprendizaje reciben el nombre de comu-
nidades de aprendizaje.

Comunidades de aprendizaje. Esta teoria
se fundamenta en la interaccién constante
de un grupo de estudiantes en torno a una
empresa. En el contexto escolar, la empresa
puede ser la resolucion de un problema
de matematicas. Asi, para conseguir dicho
objetivo se evidencian procesos de didlogo,
colaboracion, participacion y negociacién
de significados.

Ademas, el aprendizaje aparece como una
estructura social susceptible al cambio pero
que debe tener un caracter de estabilidad. De
este modo, cuando la comunidad se encuen-
tra en desestabilidad, siente la necesidad de
adaptarse a las nuevas condiciones que exige
el aprendizaje. Resultado de éste, se produce
el significado, fruto de las interacciones con
los elementos inmersos en el mundo.

En primer lugar, la participacion se refiere
a una interaccién en comunidades sociales,
dada por la experiencia con los objetos que
se encuentran en la cultura (artefactos). Esta
se entiende de forma individual y colectiva,
dando cuenta de nuestra experiencia social
de vivir en el mundo. Por su parte, la cosifi-
cacion da forma a nuestra experiencia plas-
mando el objeto de aprendizaje en una cosa.
Esto permite comprenderlo mejor y cambia
nuestra relacion con éste, contribuyendo a
dotarlo de significado. Asi, la cosificacién
hace referencia tanto al proceso como al
producto de dicho proceso.

El proceso de objetivacion y toma de con-
ciencia. El proceso de objetivacion hace
referencia a la re-flexién sobre aquellos
objetos que se encuentran en la cultura.
Esta posibilita el encuentro entre el sujeto
y el objeto del saber mediatizados, que se
caracteriza por ser un proceso social y no
individual. Dicha sociabilidad implica el pro-
ceso de formacion de la conciencia, es decir,
un saber comun que se construye a través
de la actividad del individuo.



TEA Tecné, Episteme y Didaxis

No. 29 « Primer semestre de 2011 « pp. 9-31

Esta actividad se convierte en un
movimiento progresivo hacia el objeto,
es decir, en un proceso en el que se evi-
dencia inicialmente que el objeto esta
formado por elementos de naturalezas
diversas, que nos permiten concebirlo
y pensarlo desde diferentes representa-
ciones. Lo anterior, dado que los objetos
han sido expresados de diversas formas
a lo largo de la historia, cada una de las
cuales ofrece un significado distinto.

AuUn asi, dichos elementos o formas de
pensar el objeto apuntan solamente a éste
de acuerdo con las caracteristicas que le han
sido otorgadas desde la cultura. En el pro-
ceso cognitivo, tales elementos o formas de
pensar el objeto son percibidos de manera
gradual y progresiva. Cuando este proceso
se ha desarrollado en su totalidad podemos
decir que el sujeto ha notado el objeto por
medio de su accioén.

En consecuencia, la toma de conciencia
del objeto es un proceso en el que objeto y
sujeto, tan distintos en su naturaleza, dialo-
gan mediados por la interaccién social y los
artefactos. Esto es lo que en Ultimas, desde
esta perspectiva, es aprender. En otras pala-
bras, el aprendizaje es un proceso dialéctico
entre sujeto y objeto, donde el primero por
medio de su accién abstrae la generalidad y
el sentido del segundo, de manera progre-
siva (p. 115).

Resolucion de problemas
y uso de heuristicas

Resolucion de problemas. La resolucién de
problemas es concebida como una forma
de pensar que les permite a los estudiantes
desarrollar habilidades creando y utilizando
diversas estrategias (Santos, 2007). Lo que
no seria posible si éstos no generan cuestio-
namientos sobre la resolucién de problemas

y los elementos inmersos en dicho proceso.

Partiendo de estas ideas el aprendizaje de
las matematicas se fundamenta en la construc-
cion y el desarrollo de relaciones que enfren-
tan al estudiante con las actividades realizadas
por un matematico (p. 17). Alli aparecen ele-
mentos constitutivos de dicha ciencia a los
cuales se enfrenta llevando a cabo acciones
que le permiten dotarlos de sentido.

AsuvezPuig (1996) menciona que el pro-
ceso de resolucion de problemas inicia en el
momento en el que el individuo reconoce
que lo que se tiene alli es un problemay que
debe resolverse. Asi, durante este proceso el
resolutor lleva a cabo actividades mentales
y acciones que le permiten enfrentarse al
problema que se le plantea.

Heuristicas. Segun Puig (1996), lo que es
propio de la heuristica es el estudio de los
modos de comportamiento y los medios
que se utilizan al resolver problemas, esto
no supone garantia de que se obtenga solu-
cién. Este autor clasifico las heuristicas en
tres grupos: herramientas heuristicas, des-
trezas heuristicas y sugerencias heuristicas.
Aunque son de naturaleza distinta en el pro-
ceso de resolucién de problemas estas heuris-
ticas pueden combinarse. El uso de una de
éstas puede conllevar a la utilizacion de otra.

Las herramientas heuristicas son aquellas
que transforman el problema original en
otro diferente. Basicamente, son aquellos
elementos de transformacién, los cuales
son independientes del contenido del pro-
blema. Los estudiantes desarrollan habi-
lidades en el uso de éstas al preguntarse
cada vez que las usan por su utilidad, su fin
y las relaciones entre el problema original
y el transformado desde el punto de vista
del proceso de resolucion. Algunas herra-
mientas heuristicas son: considerar un caso,
analogia aclarada, divisién del problema en
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partes, el paso al contrarreciproco, la intro-
ducciéon de una figura auxiliar, entre otras.

Por su parte las destrezas heuristicas no
son meras formas adecuadas de trabajo,
sino que sirven para descubrir. No tienen
el caracter de transformacion de las herra-
mientas. Estas son examinadas desde su uso
para representar al resolver un problema. Su
potencial heuristico esta dado por la accion
de descubrir ya sean relaciones, diferencias,
semejanzas entre otras y por permitir el
cambio de registro para comprender mejor
el contenido del problema. A su vez, pue-
den ser ensefadas a través de un contenido
matemadtico corriente. Algunos ejemplos de
éstas son: hacer una tabla, un gréfico, utili-
zar una notacioén adecuada, entre otras.

Finalmente, las sugerencias heuristicas
sefalan una direccion de trabajo que per-
mite avanzar en el proceso, sin hacer refe-
rencia a un procedimiento concreto para
ello. Una de sus funciones se basa en des-
encadenar el uso de herramientas heuristi-
cas y busqueda de conocimientos previos
teniendo en cuenta rasgos del problema.
Entre ellas tenemos: buscar un problema
relacionado y las preguntas planteadas
por Polya (1945) en su estudio, relativas al
objeto matematico.

Estrategias metacognitivas. Estan rela-
cionadas con el monitoreo del proceso
llevado a cabo para resolver un problema.
Mediante este proceso el resolutor se hace
consiente de las limitaciones y capacidades
propias. Teniendo en cuenta esto (Schoen-
feld, 1987) identifica tres categorias donde
se presenta la metacognicion.

Primero, el conocimiento y descripcion
acerca de nuestro propio proceso de pensar.
Segundo, el control y la autorregulacion,
hace referencia a qué tan bien es capaz uno
de seguir lo que se hace cuando se resuelve

algun problemay qué tan bien se ajusta uno
al proceso. Alli se incluyen las decisiones
relativas a la ejecucién de un plan, al uso de
la informacién que se tiene para resolver un
problema. Tercero, las creencias e intuicio-
nes desde las ideas acerca de las matemati-
cas implicitas en el trabajo matemético y la
forma en que éstas se relacionan o se identi-
fican con la manera de resolver problemas.

Metodologia

La metodologia consiste en una investi-
gacién en disefio o experimento de ense-
fanza de seis meses. Para ello, se realiza el
disefio de un ambiente de aprendizaje que
contempla los elementos tedricos de la
investigacion. Luego del disefio se pone en
marcha el experimento y se redisefia hacia
un mejorameinto progresivo de un disefo
propio del proceso de instruccién. De esta
forma, es constantemente revisado y modi-
ficado (Collins, et. al. 2004).

Fase de disetio

El disefo se realizé teniendo en cuenta ele-
mentos de la teoria cultural de la objetiva-
cién. Los elementos criticos del disefio fueron
los siguientes. 1) los estudiantes discutian en
pequenos grupos de trabajo o comunidades
de aprendizaje su produccién; 2) los estu-
diantes llevaban un cuaderno del resolutor
donde consignaban su actividad matematica;
3) los libros de texto eran introducidos por el
profesor para buscar un contenido especi-
fico en el momento requerrido; 4) el profesor
discutia con los estudiantes los significados
presentados por la comunidad de aprendices,
teniendo en cuenta los significados atribuidos
por la comunidad de matematicos.

El problema. El problema es parte
fundamental del disefo, pues se trata de
la empresa en torno a la cual trabaja la



TEA Tecné, Episteme y Didaxis

No. 29 « Primer semestre de 2011 « pp. 9-31

comunidad de aprendices. El enunciado
del problema consistié en una afirmacién
matemadtica y los estudiantes debian dis-
cutir alrededor de ella para producir pre-
guntas, conjeturas y justificaciones a las
conjeturas. El enunciado del problema
es el siguiente: «Sea A el conjunto de los
numeros en el intervalo [0,1] cuya expan-
sién decimal es de s6lo 0, 5 y 9».

Fase de implementacion

El experimento de ensefianza tuvo una
duracion de seis meses en el curso Proble-
mas del Continuo que tiene como propoésito
tematizar la demostracién en un contexto de
continuidad de reales. Este curso a su vez hace
parte del Proyecto Curricular de Licenciatura
en Educacién Bésica con Enfasis en Matema-
ticas de la Universidad Distrital Francisco José
de Caldas de la ciudad de Bogota.

Los datos recogidos provienen de las
videograbaciones de clase, las intervencio-
nes en el sistema de aulas virtuales Moodle
y los cuadernos de los estudiantes. Se esco-
gié de manera aleatoria un grupo de cinco
estudianes: Loly, Angela, Katherine, Cindy
y Jonath. Se llevé un registro de todas las
clases y los datos se toman a partir de las
transcripciones de las videograbaciones
tomadas de la actividad matemdtica de los
estudiantes.

Fase de analisis

El andlisis de los datos se llevd a cabo
teniendo en cuenta los planteamientos de
Gavilan, Garcia y Llinares (2007), apoyado
en la elaboracion de vifetas que son infor-
mes que vinculan informacién de diferen-
tesfuentes. En éstas seintegraninferencias
e interpretaciones del investigador que se
asocian a la evidencia de la préctica. Alli,
se incluye el lugar cronolégico en el que
se desarrolla la actividad del estudiante,

las tareas desarrolladas por el mismo, asi
como la organizacién del contenido mate-
matico y las inferencias del investigador. Los
resultados se presentan a continuacion en
tres vifetas.

Resultados

La heuristica como organizadora
del trabajo (herramienta de
negociacion de la empresa)

Los datos de esta vifeta provienen de la
segunda y tercera sesién de clase, el grupo
de estudiantes intenta comprender el
conjunto con el propdsito de plantear un
problema a partir de la situaciéon proporcio-
nada por el profesor. Dicho problema debia
apuntar a alguno de los siguientes concep-
tos: densidad, cardinalidad, convergencia u
orden.

En la segunda sesion que tuvo lugar el
11 de Agosto, los estudiantes a partir de la
lectura de la situacidn, buscan establecer
cdmo se comportan los nimeros que per-
tenecen al conjunto. De esta forma, ejem-
plifican algunos numeros que pertenecen
al conjunto, tratando de encontrar reglas o
patrones generales.

{1} Katherine: Nimeros cuya expansion es
de s6lo 0, 5 0 9 [Leyendo la situacion].

{2} Angela: O seaq, es eso lo que uno dice,
que tiene cero, cinco, o nueve [...] ;Pero
luego no decia, sdlo ceros, sélo cincos, o
s6lo nueves?

{3} Katherine: Pero tu misma dijiste que
pueden estar los tres. [...]

{4} Angela: No, seria 0,05 o 0,059, ;pero
seguidos? ;Podria ser? [...]
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{5} Katherine: Toca es tener en cuenta la
combinacién de los tres nimeros para la
expansion decimal.

{6} Angela: Es que eso depende de cémo
uno los coloque, porque uno puede decir
digamos 0,05090 no sé qué, y ahi vuelve y
serepite.

{7} Katherine: Por eso estoy diciendo lo de
la combinacion. [...]

{8} Cindy: Pero ;ahi estd diciendo que tiene
que ser un numero periédico? [...] Qué tal
queseaun 0,3,un 0,5,un0,9. [...]

{9} Angela: Es decir, el cuento seria si es
periddico o no, que es lo que dice Cindy.

{10} Loly: Yo creo, que toca delimitar, por-
que van a salir millones de millones de
numeros.

{11} Cindy: Si, porque la expansién decimal
puede dar un nimero decimal después de
infinitos.

{12} Loly: Que no sean repetidos [...] Diga-
mos ;cudntos numeros distintos hay en
ese conjunto? Pero que no se repitan, o sea
que no haya un 55 sino un 59, ;me hago
entender? [Escribe en su cuaderno]

{13} Cindy: Pero eso ya seria mds por per-
mutaciones ;no? (corrigiendo) por permu-
taciones no, por combinaciones [...] Claro,
porque se combinarian los digitos.

{14} Jonathan: Pero uno para combinar
ahi ;qué hace?, sabiendo que se puede
tener 0,5555 ta ta ta.

{15} Cindy: Pero no, porque se te estd vol-
viendo de infinitos numeros, entonces
sabemos que pueden haber, los mdximos
por cada decimal ;ves? que pude ser cero,

cinco o nueve, entonces va a ser una com-
binacién entre esos tres, ;no?

Transcripcion 1. Exploracién inicial.

En las primeras lineas de la trascripcion 1
(lineas 1-4) es posible identificar que los
estudiantes a partir de la lectura de la situa-
cion, buscan comprender la expansién
decimal de los numeros pertenecientes
al conjunto dado. Aqui, se evidencia con-
fusién sobre la implicacion de la palabra
«solo» en la definicidn de los elementos que
pertenecen al conjunto (lineas 1-2). Por ello,
el grupo considera dos posibles interpreta-
ciones (lineas 2 y 5). La primera, es que en
la expansién decimal de un elemento del
conjunto solamente aparezca uno de los
tres numeros dados. La segunda es que la
expansion decimal esté compuesta a la vez
por0,5yO9.

El grupo toma algunos ejemplos (linea
4), que lo lleva a considerar un procedi-
miento sistematico para entender cémo
se comportan los ndmeros del conjunto,
la combinatoria. En consecuencia, se cues-
tionan acerca de que la expansion decimal
sea o no periddica. En caso de ser periddica,
el grupo asume que el conjunto se vuelve
infinito. De acuerdo con esta implicacion, se
plantea una condicién que permita restrin-
gir la cantidad de elementos del conjunto,
asociada a la accién de no repetir los nime-
ros en la expansion decimal. Esto los lleva
nuevamente a considerar la combinatoria
como la estrategia éptima para establecer-
los (linea 7).

El grupo de estudiantes se vale conti-
nuamente de casos especificos para aclarar
y dar validez a los planteamientos relativos a
la expansién decimal y a no repetir nimeros
en ésta (lineas 4 y 8). Asi, el grupo empieza
a configurar su empresa, la cual se enfoca
hacia la cantidad de elementos del conjunto
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(linea 12), asumiendo el hecho de que los
numeros que conforman la expansién deci-
mal no pueden repetirse. En la misma sesion
de clase, el profesor interviene al ser bus-
cado por los estudiantes, que se encuentran
confundidos respecto al tema al que debe
apuntar la pregunta. El profesor les men-
ciona los distintos temas que se pretende
abordar en el curso, para que sea posible
centrar el trabajo.

{1} Cindy: Mire profe, deciamos que cudn-
tos posibles decimales habrian dentro de
[0,1] sin que se repitan digitos en un deci-
mal ;me entiende?

{2} Profesor: ;Cudntos? [...]

{3} Cindy: Digamos 0,59, pero nunca puede
haber 0,55, o sea que tengan que tener la
combinacion de estos.

{4} Katherine: Que los tres tengan que estar
presentes en la expansion decimal. |[...]

{5} Profesor: Pues en principio es una pre-
gunta que podria servirles, pero debe ir
apuntada a cuestiones de orden.

{6} Loly: ;O sea a comparar?

{7} Profesor: [...] por ejemplo, hacia cues-
tiones de densidad, ;qué quiere decir den-
sidad? Que entre dos niimeros sin importar
cémo sean, yo puedo encontrar otro, o
cosas asi. Convergencia, hacia donde se
acerca, ;cierto? Eh... cardinalidad, mds
0 menos lo que se estdn preguntando es
decir ;cudntos hay?, lo que pasa es que
no nos interesa tanto cudntos hay en un
numero finito sino cudntos hay de manera
infinita, o algo asi, ;si? [Se retira] [...]

{8} Angela: Cuando uno habla de orden
;de qué estd hablando?

{9} Loly: Cudl es mds grande que.

{10} Angela: Bueno listo, ;qué es conver-
gencia? [...] Ni idea. Es decir, lo tnico que
sabemos es ;qué es orden? Y ;qué es cardi-
nalidad? [...] ;Entonces vamos a comparar
las cantidades, para trabajar algo de orden?

{11} Jonathan: Por eso, pero cuando habla
de expansién decimal es infinito.

{12} Katherine: Pero no necesariamente
vamos a decir cudnto.

{13} Loly: Eso, porque cuando vamos con-
tando entonces estamos encontrando
mds chiquitos. [...]

{14} Katherine: Digamos 0,59 ;el anterior a
ese cual seria? No se podria poner 0,58.

{15} Cindy: 0,50.

{16} Loly: ;0,507 Y por qué no 0,55 y des-
pués 0,50 [seralando]

Transcripcion 2. Intervencion del profesor.

Los estudiantes deciden preguntarle al
profesor acerca de los temas sobre los que
podria plantearse el problema, puesto que
él no considera que la combinatoria de
nuimeros finitos les permita rapidamente
entender asuntos del continuo numérico
(linea 7). De acuerdo con esto, el profesor
plantea a los estudiantes el hecho de que
buscar el nimero de elementos en un caso
finito no contribuye fuertemente al objetivo
del curso. Aunque se podria utilizar inicial-
mente con el fin de trabajar con cuestiones
de orden (linea 5).

Ademas, sugiere otros conceptos claves en
el desarrollo del curso, sobre los cuales podrian
trabajar (linea 7): densidad, cardinalidad y
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orden. Siguiendo las sugerencias hechas por
el profesor, los estudiantes empiezan a cues-
tionarse acerca de estos objetos matematicos
(Iineas 8-10). Sin embargo, deciden apuntar
su trabajo hacia el orden, dado que es una
nocién sobre la cual sienten que tienen mas
dominio (linea 10), asemejandolo a la compa-
raciéon entre nimeros.

No obstante, surge nuevamente el infi-
nito representando una gran dificultad en
el desarrollo de su proceso de resolucién
(lineas 11-13). Finalmente, el grupo hace
uso de un caso particular para empezar a
establecer dicha comparacion. (linea 14). De
esta forma, la densidad y la comparacién se
convierten en temas implicitos en su trabajo
(lineas 14-16). Asi, comparan los niumeros
0,59 y 0,50 y encuentran un tercer nimero
entre los dos 0,55.

En el siguiente fragmento de transcrip-
cién, se evidencia, cémo la comparacién
de los elementos del conjunto se convierte
en una estrategia, con el fin de establecer
una relacion de orden entre ellos. De esta
manera, el grupo de estudiantes valiéndose
de ejemplos, plantea una conjetura sobre
el maximo del conjunto. Para ello, una de
las estudiantes acude a las elaboraciones
realizadas por companeros de semestres
anteriores vinculados al mismo espacio de
formacion, las cuales son tomadas del aula
virtual del curso en el sistema Moodle.

{1} Loly: Mira, en la pdgina de continuo
[refieriéndose al aula virtual de moodle]
habia un ejemplo que decia: ;qué nimero
es mds grande 0,444444 6 0,474747 si tie-
nen los mismos digitos? Entonces ahi decia
que después de la coma el cuatro y el cua-
troeraniguales, y ;cudl es el mds grande el
7 0 el 4? [SeAalando en el cuaderno] [...]

{2} Angela: El 7.

{3} Loly: Entonces, éste era mds grande.
[Sefalando el cuaderno] [...]

{4} Angela: Entonces nosotros habiamos
dicho 0 comay aqui hay 44 y 47, entonces
como 47 es mds grande que 44, enton-
ces éste es el mds grande [...] jcudl es el
numero mds grande que se podria formar
en la expansion decimal?

{5} Jonathan: Si, ;cudl es el nimero mds
grande entre 0,5y 0,005?[...]

{6}Angela: Miressi 0,5 esigual a 0,05 al divi-
dir 0,5 entre 0,05 nos tiene que dar 1. Si no
nosda 1, entonces no es igual. [Lo dice con
euforia]

{7} Profesor: Bueno ;qué criterio tienen
para definir eso? [Refiriéndose a la relacion
de orden establecida]

{8} Loly: Entonces lo que yo decia que
estaba en la pdgina de continuo era: él
[refiriéndose al compahero del curso ante-
rior] miraba después del cero, si estos dos
eran iguales, después de la coma éste es
mds grande que éste, ;cierto?

{9} Profesor: Ajd ;Cémo es el criterio? Si es
el mds grande se compara término a tér-
mino. Si el primero del uno es mds grande
;qué pasa?

{10} Loly: Este es mayor. [...]

{11} Profesor: Entonces, éste es igual a éste
[refiriéndose a los primeros digitos de la
posicién decimal de los nimeros], enton-
ces no tenemos problema, éste es igual a
éste, todavia no, pero éste es mayor que
éste [refiriéndose a los primeros digitos de
la expansién decimal que difieren]. Enton-
ces, ho me importa lo que hay de aqui
para alld, porque éste es el mds grande,
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otra manera es restando ;como seria res-
tando? Y ;que deberia dar?

{12} Loly: Positivo. [...]

{13} Profesor: Entonces hay varios criterios
para ver eso. Entonces esas preguntas van
en relacién ;a qué?

{14} Loly: A ;cudl era mds grande?

{15} Profesor: Cuando ustedes preguntan
;cudl es el mds grande que hay? entonces ahi
hay algo relacionado con el orden. ;Podria
precisar la pregunta? [Pausa muy larga] [...]

{16} Profesor: Y ahi estdn trabajando el
orden de forma natural, entonces la pre-
gunta puede ir encaminada a situacio-
nes relativas al orden, ;qué situaciones
hay relativas al orden?, ;cudl es el mds
pequeno? ;Cudl es el mds grande? ;Cudl es
el infimo? ;Cudl es el supremo?[...]

{17} Loly: ;Serd que el 0,999999 es el
ultimo?

{18} Profesor: Por ejemplo, ;cudl es el mds
grande del conjunto? ahi ya tienen la pre-
gunta. [...]

{19} Cindy: Una pregunta podria ser demues-
tre que el nimero mayor de la expansion
decimal es 0,99999. [Le dice a Angela]

{20} Jonathan: Siel grande lo comenzamos
de aqui para alld, entonces el pequeno
serd de alld para acd, tendria uno que
devolverse. [...]

{21} Cindy: O sea la pregunta podria ser
demuestre que 0,9 periddico es el nimero
mayor de la expansién y encuentra el
numero menor de la misma expansion.

Transcripcion 3. Planteamiento del problema.

Con el propésito de encontrar una estra-
tegia que le permitiera a la comunidad com-
parar dos numeros decimales y establecer
cuial es mayor, Loly se apoya en producciones
de un estudiante de un curso anterior. A partir
de esto, ella identifica una estrategia que con-
siste en comparar cada una de las cifras deci-
males de dos numeros (linea 1). Lo anterior,
le permite establecer una relacién de orden
entre distintos elementos del conjunto.

Asi, surge en el grupo la destreza heuris-
tica, comparacion, que lleva a la consi-
deracion de casos especificos los cuales
inicialmente toman nimeros que no per-
tenecen al conjunto dado (lineas 1-4). Esto
se debe al hecho de que se estd intentando
comprender el procedimiento y darle sen-
tido dentro del proceso de resolucién. A
pesar de que no se trata del mismo con-
junto, Jonathan logra establecer una posi-
ble pregunta a partir de la interacciéon dada
en la comunidad (linea 5).

En este contexto, el grupo inicia una
exploracion sobre el conjunto tomando casos
particulares (lineas 5-6), con el propoésito de
darle mas solidez a la pregunta planteada.
Es posible identificar que los estudiantes
proponen una nueva estrategia, la division,
que les permite establecer relaciones de
orden entre elementos del conjunto (linea
6). Por otro lado, en la linea 11, el profesor les
sugiere a los estudiantes otro criterio para el
establecimiento de la relacion de orden entre
los elementos del conjunto A, de manera que
noten que hay mas de un criterio para com-
parar numeros. A partir de ello, él ayuda a los
estudiantes a reconocer que el orden es la
tematica sobre la que giran las ideas y proce-
dimientos desarrollados (lineas 13-16).

Por tal razon, los estudiantes interactian
construyendo de manera grupal la pregunta
que guiara su proceso de resolucién. Alli es
posible evidenciar que gracias a los criterios
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puestos en juego Loly y Cindy logran reco-
nocer que 0,9 periodico es el nimero mayor
de dicho conjunto (lineas 17-19). Lo que
permitiria afirmar que el grupo ha ganado
comprension sobre el conjunto dado. A su
vez, en la linea 20, se hace patente que Jona-
than logra establecer una analogia, es decir,
un procedimiento aplicable al problema de
encontrar el elemento mas pequeno del
conjunto. A partir de esto Cindy plantea el
problema recogiendo las ideas planteadas
en la interaccion que se llevé a cabo en la
comunidad de aprendizaje (linea 21).

En resumen, es posible afirmar que existen
tres aspectos importantes a la hora de identifi-
car como las heuristicas ayudan en la construc-
cion de una ruta en el abordaje y en el ataque
de la situaciéon en el proceso de resolucion.
En primer lugar, las heuristicas contribuyen a
la comunidad de aprendizaje a familiarizarse
con la situacién puesto que es un elemento
que permite dotar de sentido la empresa. Lo
anterior hace referencia al hecho de que la
situacion propuesta por el profesor, al vincular
aspectos tan diferentes (convergencia, densi-
dad, cardinalidad, orden, entre otros), genera
distintas posibilidades de abordaje.

De esta forma, la comunidad debe nego-
ciar no sélo conceptos, sino ademas proce-
dimientos que la llevan a una interpretacién
compartida de la situacién. Mediante lo
anterior, se empieza a consolidar un queha-
cer comun que permite organizar el trabajo
de la comunidad.

En segundo lugar, el descubrimiento
de nuevos conceptos, procedimientos y
caracteristicas de la situacion. Este descu-
brimiento se hace posible a través de la con-
sideracion de casos, que a su vez permite
encontrar patrones y regularidades que lle-
ven a una generalizacion. Adicionalmente,
el uso de ejemplos de manera sistematica es
un escenario para el surgimiento de nuevos

conceptos que pueden o no ser explicitos
para la comunidad.

Asi, la herramienta heuristica particu-
larizacion ayuda a que el grupo se apropie
de la situacién a partir del reconocimiento
de caracteristicas de ésta que no son
explicitas pero que son importantes en el
proceso de resolucion.

La comunidad a través de la interaccion
social logra vincular diferentes formas de
proceder que le permiten ganar mas solidez
sobre los argumentos puestos en juego. De
manera analoga, la vinculacién de los pro-
cedimientos implica la complejizaciéon de
los objetos, pues permite a la comunidad
de aprendizaje percibir aquellos rasgos
esenciales que los componen. Asi, los estu-
diantes estdn en lugar de reconocer que
los objetos matematicos poseen diversas
maneras de ser expresados de acuerdo con
su contenido conceptual.

Finalmente, las heuristicas permiten no
sélo la consolidacion de la empresa sino
ademads el surgimiento de nuevos conceptos
que influyen en el establecimiento de una
ruta. Estos conceptos son el resultado de
un proceso de negociacion que tiene lugar
dentro de la comunidad de aprendizaje, de
tal forma que la empresa conjunta no es
impuesta. Es posible afirmar que las heuris-
ticas desempenan un papel fundamental
en la delimitacién grupal de la empresa (o
problema) y por ende en la organizacién del
trabajo en el proceso de resolucion.

La heuristica como
reorganizadora del trabajo

De la tercera a la quinta sesion de clase
los estudiantes buscan delimitar el pro-
blema tratando de encontrar el ndmero
mas pequeno del conjunto. De esta forma,
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intentan convertir el problema de encontrar
(encontrar el maximo) en uno por demostrar
(demostrar que 0,9 es el maximo del con-
junto). En este contexto, se enfrentan con
un hecho que les cambia la conjetura inicial
sobre el maximo del conjunto. En la sesién
del 13 de agosto el grupo trata de plan-
tear una conjetura sobre el elemento mas
pequeio del conjunto. En este momento
los estudiantes se encuentran con un hecho
de gran importancia, que hace referencia a
que todo numero natural tiene expansién
decimal infinita de ceros. Sin embargo, no
son conscientes de cémo este hecho afec-
tard su trabajo.

{1} Loly: Bueno, cudl es el mds pequeno del
conjunto 0,000,5.[...]

{2} Cindy: Pues cero, en eso quedamos.

{3} Katherine: Es que no sabemos si es
0,000,5.

{4} Loly: ;Mejor dicho 0,0 es un nimero? o
;esigual a cero? o sea que no tiene expan-
sion decimal, jsi tiene?

{5} Katherine: Pero es cero.

{6} Loly: No, por eso te digo que todos los
numeros naturales tienen expansion deci-
mal infinita de ceros, o sea dos es igual a
2,0 periddico.

{7} Katherine: O sea, estds tomando estos
como iguales y que estos nimeros si exis-
ten [sefialando]

{8} Loly: 0,0 es igual a 0.

{9} Jonathan: Tu no colocas cero.

{10} Angela: [...] Dijimos que todos los

numeros enteros después de la coma tienen
ceros infinitos, entonces digamos 1,0 infinito

esigual a 1y asi entonces 0,0 infinito, bueno
periédico seria cero [escribiendo]

{11} Jonathan: Cero.
Transcripcion 4. Delimitacion de la situacion problema.

El grupo de estudiantes tratando de con-
vertir su pregunta inicial sobre cudl es el
minimo del conjunto, en una conjetura con-
sidera dos casos posibles para éste. Asi, en
las tres primeras lineas de la transcripcion 4
se muestran los casos especificos tomados
por el grupo, 0,0y 0,5. A partir de ello entran
en discusion acerca de si 0,0 es un numero
o no (lineas 4, 5, 8). El grupo establece una
negociacién que les permite notar que todo
nuimero natural tiene expansién infinita de
0, mostrando un ejemplo especifico de este
hecho (linea 6).

Sin embargo, la discusién se retoma
dado que no todos los integrantes del
grupo estan de acuerdo con dicha afirma-
cién (lineas 4 y 7). Lo anterior, cuestionan-
dose siempre sobre los mismos aspectos: la
existencia de 0,0, si éste es un niumero, si es
igual que 0, entre otros. Todo ello mediado
por la consideracién de dos casos especifi-
cos: 1,0y 2,0 (lineas 6 y 10). Aunque Angela
plantea el caso de que 1 tiene expansion
infinita de ceros, el grupo no es consciente
de que éste hecho puede alterar la conje-
tura inicialmente planteada con respecto al
numero mayor del conjunto.

Posteriormente, Angela evidencia el
hecho de que si T tiene expansion decimal
infinita de ceros la conjetura planteada ini-
cialmente puede verse afectada, tomando
consciencia de las implicaciones que esto
tiene sobre el trabajo a desarrollar. Asi, el
grupo con ayuda del profesor se cuestiona
sobre larelacion entre 0,9 periédicoy 1, con-
siderando la existencia de diversas formas
de argumentar matematicamente.
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{1} Angela: Es que nosotros habiamos par-
tido del hecho de que 0,0 periddico era el
menor, porque todos los niimeros enteros
tienen una expansion decimal de cero, pero
entonces si nosotras decimos eso con el cero,
entonces también lo podriamos decir con
él uno, porque el uno también podria tener
expansion decimal de cero sino que no la uti-
lizamos, entonces el mayor nimero no seria
0,9 periédico sino que seria 1, [...] 1,000

{2} Profesor: Ok, ;cudl es la relacién entre
0,9 periddicoy 12

{3} Loly: Que crece pero nuncava a ser 1
{4} Ange/a: 0,9 periédico es menor que 1

{5} Profesor: ;0,9 periddico es menor que
uno?, Ok, [...] lo primero que van a hacer
es mirar el niumero en fraccionario de
0,9 periddico, en relacién con el 1, y si el
uno pertenece al conjunto y llegara a ser
mds grande que 0,9 periddico que habria
pasado con la conjetura de ustedes

{6} Katherine: Que era falsa

{7} Profesor: Si llegara a pasar otra cosa,
entonces...

{8} Angela: ...entonces podriamos sequir
con la sucesion [...]

{9} Angela: 0,9 periddico esigual a 1, segun
la conversién que hicimos [...] pues si 0,9
periddico es igual a 1 entonces nuestra
conjetura seguiria bien

{10} Loly: no porque el mayor nimero seria
1

{11} Angela: pero si 0,9 periédico es igual
a 1 en fraccion, entonces 0,9 periddico es
iguala1;no?[...]

{12} Profesor: Mire que hay una cosaen la
que estamos metidos, que 0,9 periédico
esiguala 1,0 que 0,9 periddico es menor
que 1, [pausa larga] ;si? si es posible que
1sea 0,9 periddico, tendrian que entrar a
explicar por qué, porque eso se estd vol-
viendo crucial para la conjetura de uste-
des, y ¢si esto es menor estrictamente
que 1 pues al igual se les volveria falsa?,
cierto, y tumbaria la conjetura, entonces
tendrian que mirar, [pausaj si ustedes se
van por acd [sefala cero, nueve perio-
dico] y resulta que esto es falso pierden
todo el trabajo de aqui para adelante. Si
me hago entender [...] pero si ustedes
asumen esto [0,9 periédico el mayor que
1] y eso es falso, entonces perderian el
trabajo de aqui en adelante, pues puede
ser esto o esto pero no pueden ser las dos
cosas, por lo que deciamos de la ley de
tricotomia hace rato, o son iguales o el
uno es menor que el otro pero no puede
pasar que tantas cosas se estén cum-
pliendo al tiempo, jentonces cual es? Es
estooesesto.][...]

{13} Angela: Entonces nos toca explicar
eso. Porque uno no puede pasar por eso
sin saber por qué.

{14} Profesor: [...] o ustedes mismos, dar
razones de por qué... ;como pueden dar
razones? Ustedes pueden hacer sus pro-
pios patrones, sus propios registros, sus
propios ejemplos, intentando justificar
hacia un lado o hacia el otro.

{15} Angela: 0,9 periddico seria el mdximo
del conjunto A ;cierto? [Angela escribe en
el cuaderno mientras dice en voz alta lo
que escribe]l...] surgié una pregunta, 0,9
periddico va a ser igual a 17 O ;0,9 perio-
dico es menorde 1?

Transcripcidn 5. Inestabilidad de la conjetura inicial.
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La comunidad de aprendizaje reconoce
la herramienta heuristica analogia eviden-
ciando que las nociones y procedimientos
utilizados para encontrar el maximo del con-
junto pueden ser utilizados de manera simi-
lar para encontrar el minimo (linea 1). Los
estudiantes se hacen consientes de cémo
el aspecto identificado se vuelve relevante
para la conjetura planteada. Dicho aspecto
estd relacionado con que todo numero
entero tiene expansion infinita de ceros,
hecho que antes no habia sido considerado
con todas sus implicaciones.

De acuerdo con lo anterior, Angela logra
considerar una nueva conjetura la cual hace
referencia a que 0,9 periddico no es el maximo,
sinoque es 1,0 periédico. Dado que este hecho
se vuelve crucial en el proceso de resolucién, el
grupo decide acudir al profesor para que él les
ayude a orientar su trabajo. El profesor busca
que inicialmente la comunidad establezca la
relacién existente entre estos nimeros (lineas
2-5). La idea de dicha relacién por parte de
los estudiantes apunta a que 0,9 siempre va a
ser menor que 1, aunque se acerque infinita-
mente. Sin embargo, el profesor les sugiere un
procedimiento que les permita establecer la
relaciéon ya mencionada.

Es posible inferir que el profesor busca
que sean los estudiantes, mediante su pro-
pia acciéon quienes noten la diferencia o
igualdad entre 0,9 periédico y 1. (linea 5). A
su vez cuestiona a los estudiantes acerca de
si 1 pertenece al conjunto dado, puesto que
ellos no tienen seguridad de la pertenen-
cia de este elemento y les hace considerar
la relevancia de establecer una conjetura
sélida con respecto al hecho encontrado. Es
decir, los estudiantes deben reconocer que
sus acciones afectaran la conjetura inicial-
mente planteada (lineas 5-12).

Apartirdelainteraccion dadaenel grupo
y la conversion de 0,9 periddico a su corres-

pondiente numero fraccionario Angela
logra establecer que la relacién existente
entre 0,9 periddico y T es de igualdad (linea
9). Ella afirma que la conjetura inicial no se
veria afectada, frente a lo que se genera una
discusién pues Loly plantea que a partir de
la igualdad lo correcto seria conjeturar que
1 es el maximo del conjunto (linea 10). De
este modo, la comunidad de aprendizaje
continua con la discusién por lo cual deci-
den acudir nuevamente al profesor.

Posteriormente, el profesor en su interven-
cién hace énfasis en los dos caminos que han
surgido en el proceso de resolucién y en la
importancia de escoger adecuadamente uno
de estos (linea 12). Teniendo en cuenta que el
proceso se veria afectado a partir de la toma
de decisiones apresuradas. Ademas, se hace
un cuestionamiento acerca de la pertinencia
del procedimiento utilizado para establecer la
relacién de orden entre 0,9 periddicoy 7 (linea
14), dado que este procedimiento finalmente
s6lo es un algoritmo.

En este momento, se hace evidente
que el grupo deja de lado momentéanea-
mente su conjetura inicial, para dar paso a
un problema previo que les permita iden-
tificar si han falseado o no su conjetura.
Asi, el grupo reconoce que su proceso de
resolucién ha tomado un nuevo rumbo, a
partir de la consideracién de dos posibles
caminos de acuerdo con lo mencionado
por Angela (linea 15).

En conclusién se puede observar que las
herramientas heuristicas consideracién de
casos y analogia posibilitan que se explote
el potencial heuristico, es decir, que se des-
cubran nuevos conceptos y procedimientos
que permiten visualizar rutas de resolucién
nuevas. Entre dichos conceptos destacamos
principalmente el hecho de que todos los
nuimeros enteros tienen expansién decimal
infinita de ceros.



La idea de heuristica en estudiantes para profesor de matematicas
Alvaro Arturo Sanjuan | Edna Paola Fresneda | Aseneth Gutiérrez | Oscar Leonardo Pantano

Este descubrimiento genera inesta-
bilidad en las ideas y acciones del grupo,
dado que se propicia el cuestionamiento
de la conjetura planteada inicialmente por
la comunidad de aprendizaje. Cuando la
comunidad de aprendices se desestabiliza,
siente la necesidad de adaptarse a las nue-
vas condiciones que exige el aprendizaje.
Resultado de éste, se produce el significado,
fruto de las interacciones con los elementos
inmersos en el mundo (Wegner, 2001).

Teniendo en cuenta lo anterior, el recono-
cimiento de nuevos elementos implicitos en
la situacién propicia la transformacion del pro-
blema inicial en otro. Asi, la transformacion del
problema obliga a la comunidad a desarrollar
nuevamente un proceso de participacion y
negociacion, en el que se establecen nuevas
rutas de abordaje que se convierten en un
repertorio compartido, dandole sostenibili-
dad a laempresa comun.

Finalmente, es posible afirmar que al ser
el aprendizaje una estructura social emer-
gente y perturbable debe tener una capa-
cidad de adaptacion. Esta susceptibilidad al
cambio hace que el uso de las heuristicas en
el proceso de resolucion posibilite descubri-
mientos, que implican la constituciéon de un
nuevo quehacer que es comun y que desen-
cadena caminos de actuacién frente al pro-
blema que son diferentes y novedosos.

La heuristica asociada a la
elaboracion de significado

El grupo de estudiantes en el intento de
demostrar que 0,9 periédico es el maximo
del conjunto, inicialmente construye una
demostracion formal basdndose solamente
en elementos tedricos. Acuden asi al profe-
sor con el fin de que él la valide, siendo éste
quien les ayuda a reconocer la falta de com-
prensiéon y dominio de diversos conceptos

y procedimientos involucrados, ademas de
la relacién de éstos con la situacion. En otro
momento, tratando de demostrar esta misma
conjetura los estudiantes recurren a tres pro-
cedimientos propios con el fin de establecer
criterios que posteriormente se convertiran
en argumentos para la demostracion.

En las sesiones de clase del 13y 18 de
agosto, el grupo estd intentando demos-
trar formalmente la primera conjetura
propuesta. Es decir, que 0,9 periddico es el
maximo del conjunto, haciendo uso de refe-
rentes tedricos sobre relaciones de orden,
a partir de sus propiedades (reflexiva, anti-
simétrica y transitiva). Lo anterior lleva al
grupo a cuestionarse con ayuda del profe-
sor, sobre diversas nociones y conceptos,
tales como: qué tipo de relacion de orden
se establece entre los elementos del con-
junto, qué es una relacién de orden parcial,
entre otras. Asi, se hace evidente que los
estudiantes no tienen claridad sobre estos
aspectos, por lo tanto se dificulta vincularlos
a la situacion.

{1} Angela: Entonces buscamos un refe-
rente tedrico para demostrar en general
que 0,9 es el mayor del conjunto. [...] Eso
es de cardinalidad y de orden, pero es que
estamos buscando todo eso de orden, por-
que el profesor dijo que era de orden.

{4} Jonathan: Es que aqui podemos ver que
es una relacién de orden, pero partiendo
de una relacién binaria.

{3} Angela: Entonces deberiamos buscar
eso, y buscar lo que dice el libro respecto a
una relacion, listo [...] 0,9 es menor que el
0,9 periddico luego 0,9 no va a ser mayor
que el otro, porque si decia si Bernardo
estd a la izquierda de Andrés, pues Andrés
no podria estar a la izquierda de Bernardo
bueno pues algo asi. Bueno si Catherine es
mayor que yo, entonces, yo no puedo ser
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mayor que Catherine [...] bueno pues esa
la idea,.. Bueno pues demostrar eso.

{4} Loly: Bueno pues digamos que ay b son
numeros del intervalo. [...]

{5} Cindy: pero qué es lo que vamos a mirar,
;qué b es mayor que c? o que se relaciona

{6} Katherine: pues yo estaba haciendo si a
es menor que b, y b es menor que ¢, pues a
es menor quec,

{7} Cindy: Pero a no es menor que ¢
;osi?[...]

{8} Profesor: Bueno, entonces vamos por
partes, lo primero cudl era la conjetura.

{9} Katherine: Eh, pues eran dos conjetu-
ras, una es demostrar que 0,99 periédico
es el mds grande del conjunto y la otra
que 0,0 periédico es el menor del con-
junto, pero aqui estamos haciendo pri-
mero la del 0,99 periddico.

{10} Profesor: O sea que 0,9 periddico es el
mds grande del conjunto y esa es la con-
jetura de nosotros, entonces probamos
reflexividad, antisimetria y transitividad
[...] hay una relacién de orden, bueno
cuando uno prueba reflexividad, antisime-
tria, y transitividad estd probando efecti-
vamente que hay una relacién de orden o
un orden parcial, se llama asi, listo. Ahora
¢nho hay un orden en esta conjetura que
ustedes tienen?

{11} Loly: Primero va el cero, luego el cinco
y luego el nueve. |[...]

{12} Profesor: Ok entonces aqui estd pro-
bando que 0,9 periddico es mds grande
que los de expansion finita 0,9, pero yo
pensé que ustedes estaban trabajando en
que 0,9 es el mds grande del conjunto.

{13} Katherine: Si.

{14} Profesor: Entonces este orden de acd
es reflexivo, antisimétrico, y transitivo. Pero
qué estamos probando.

{15} Loly: Que hay un orden.

{16} Profesor: Hay varias clases de orden,
una se llama orden parcial y otra se
llama orden total [...] aqui hay un ejem-
plo que es parcialmente ordenado, que
no va en filita y no tiene ultimo, enton-
ces qué es lo que estd pasando, que sea
orden parcial no garantiza la existencia
del mdximo, ustedes ya tienen orden,
que es el orden ;de quién? ;Cudl es la
relacién de orden hay?

{17} Loly: Que hay un cero, luego hay un
cincoyluego hay|[...]

{18} Profesor: Pero eso seria de los decima-
les que podemos usar, pero por ejemplo, si
yo quiero comparar 0,50 con 0,59 ;ahi no
hay un orden?

Transcripcion 6. La inestabilidad de una primera demostracion.

El grupo de estudiantes tratando de demos-
trar que 0,9 periédico es el maximo del
conjunto, hace uso de referentes tedricos
evidenciando que la teoria sobre relaciones
de orden es un posible camino de ataque
de la situacion problema. De esta forma,
los estudiantes intentan establecer una
conexién entre la conjetura y las relaciones
de orden, tomando un ejemplo de éstas
(lineas 1-3). Sin embargo, es posible identifi-
car que los estudiantes no logran establecer
esa conexion.

Debido a ello, dejan a un lado dicha
accién para centrar su trabajo en intentar
establecer una demostracién formal, para
lo que se definen ciertos elementos a, by ¢
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y algunas relaciones entre éstos, por ejem-
plo, que a es mayor que c (lineas 4-7). Alli
se hace evidente que los estudiantes no
vinculan la demostracion que pretenden
construir con los elementos propios de su
situacién. En consecuencia, se da una discu-
sion en la cual es posible observar que no
hay suficiente claridad a cerca de lo que se
pretende demostrar, es decir sobre la tesis
de su demostracion.

No obstante, Loly muestra su intento
de demostracion a la comunidad de apren-
dizaje, quienes deciden acudir al profesor
para que valide la demostracién realizada.
De este modo, en la interaccién que tienen
lugar entre el grupo de estudiantes y el pro-
fesor, éste ultimo intenta retomar la conje-
tura, siendo ésta el elemento a partir de la
cual se desarrolla la demostracion, ademas
de las acciones realizadas por los estudian-
tes para construir esta Ultima (lineas 8-10).

A partir de ello, surgen unos cuestiona-
mientos del profesor hacia los estudiantes
sobre la relacion de orden que se puede
evidenciar en el conjunto; frente a esto los
argumentos dados por los estudiantes son
muy débiles dado que no hay una amplia
comprension sobre los conceptos inmersos
tanto en el conjunto como en las relaciones
de orden. Asi, el profesor ayuda a los estu-
diantes a entender el orden del conjunto
por medio de la definicién del concepto de
orden parcial. De esta forma, él busca cen-
trar el trabajo con respecto a la conjetura
inicial, dado que en este momento (al inicio
del curso) los estudiantes se encuentran
alejados en la consecucién de su objetivo
(lineas 10-18).

Ademads se puede observarenlas lineas
restantes de la transcripcion que el profe-
sor se esfuerza por que el grupo de estu-
diantes note que en el proceso que estan
llevando se esta dejando de lado aquello

que se plantearon como problema inicial-
mente. Esto se hace evidente cuando el
profesor les expresa que el hecho de que
haya un orden parcial en el conjunto, no
garantiza la existencia del maximo. Asi,
él espera que los estudiantes reconozcan
que estan siguiendo un camino equivoco,
puesto que es diferente al que se trazaron
inicialmente.

Es posible inferir que la desvinculacién
de los conceptos y procesos utilizados se
debe al nulo uso de ejemplos, pues como se
vio anteriormente éstos permiten no sélo la
aparicién de nuevos conceptos, sinoademas
su comprensién mediante la consideracién
y aplicabilidad en el proceso de resolucion.
Por esta razon, los estudiantes pierden
control del proceso al intentar vincular, de
manera forzada, demostraciones formales.
No obstante, el control del proceso ocurre
cuando emplean heuristicas propias.

En la sesion del 25 de agosto, el grupo con
ayuda del profesor esta tratando de estable-
cer como argumentos los procedimientos
matematicos utilizados para encontrar la
relaciéon existente entre 0,9 periédico y 1.
Asi, encuentran tres criterios que les permi-
ten afirmar con certeza que 0,9 periédico es
iguala 1.

{1} Profesor: Entonces se trata de intentar
mostrarlo con argumentos matemdticos,
como por ejemplo, criterios de diferencia
;Qué otro criterio de que uno sea mds
grande que el otro puede haber?[...]

{2} Angela: ¢Dividiéndolo no?, yo por acd
alguna vez habia hecho lo de la division.
Es que miré siuno lo divide, y le da 1 es por-
que son iguales.

{3} Profesor: Pues entonces miren, una
cosa que hicieron fue la division.
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{4} Cindy: La diferencia.

{5} Profesor: La diferencia, y hay otra cosa
que hicieron ;qué fue?

{6} Cindy: Pasar un numero decimal a frac-
cionario [sefiala su cuaderno]

{7} Profesor: En los tres casos qué estd
pasando.

{8} Angela: Pues que en éste nos da 1
[sefala su cuaderno] En éste también nos
da uno.

{9} Cindy: ;y en el otro?

{10} Loly: Daba 0,0 infinito 1, en el de
la resta.

{11} Profesor: Bueno pero es que esta resta
es de un hibrido, pero como el hibrido no
es posible entonces estd restando también,
si. Entonces la resta, ;cdmo es que da?

{12} Loly: Da cero.
{13}Angela: Entoncessies 1.

{14} Profesor: Y el otro argumento que tenian
era uno de conversién de racionales. ;Hay
otro argumento matemdtico que tengan
por ahi para comparar los nimeros?

{15} Angela: Es que una vez dividimos el
uno entre el otro, yo me acuerdo. Mirenla
acd, bueno si tenemos que 0,5 y 0,05 son
iguales podemos dividir 0,5 y 0,05 y nos
tendrd que dar 1.

{16} Profesor: Si matemdticamente lo
que les estd dando, independientemente
de la intuicidn, por distintos argumentos
es que 0,9 periddico es 1, lo que quiero
decirles es que, no entiendo por qué no
entiendo, no me parece porque no me

parece, o porque creo que no, no son
argumentos matemdticos. [...]

{17} Angela: Tenemos que llegar a un
acuerdo entre todos.

{18} Loly: Ya hay un ajd, porque mire pri-
mero lo hicimos por diferencia pero no
hay un hibrido, no existe en el mundo de
las matemditicas. El otroes[...]

{19} Angela: Conversion de decimal a frac-
cionario.

{20} Cindy: Nos da 1. La conversién nos
apuntaaquees 1.

{21} Loly: Si o sea a que son iguales.
{22} Katherine: Y lo de la division.

{23} Loly: Dividimos 0,9 periddico entre 1
y nos dio igual a 1. Entonces tenemos tres
cosas, que nos dicen que es igual, ;ya se
convencieron?

{24} Angela: Si, si, si.
(Veresquema 1).
Transcripcién 7. Construyendo argumento

Como se ve en la transcripcion, a partir de la
interaccién dada entre el profesory el grupo
de estudiantes, estos ultimos durante el pro-
ceso han desarrollado unos procedimientos
propios que le han permitido enfrentarse a
la situacion. En este sentido, la intervencion
del profesor estd encaminada a ellos noten
este aspecto relevante en el proceso, con el
fin de que se conviertan en criterios que per-
mitan dar mayor solidez a los argumentos
puestos en juego, para establecer la relacion
existente entre 0,9 periédicoy 1. A partir de
esto, se pueden identificar tres procedimien-
tos: la division, la resta y la conversién de un
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1-0,9=0,1-> Positivo
1-0,99=001 -> Positivo
Finitamente tenemos que

1-09..9-0,..01

Bueno, si tenemos que 0,5 y 0,005 son
iguales, podemos dividir 0,5 entre 0,005
y nos tendrd que dar 1, puesto que todo

numero multiplicado por si mismo es
iguala 1.

0,5+0,005 = 100, luego no son iguales

Texto 1 tomado del Cuaderno de Angela
(agosto 20 de 2009, pdgina 19).

_ Texto 2 tomado del Cuaderno de
Angela (agosto 11 de 2009, pdgina 6).

Esquema 1. Textos tomados del cuaderno de Angela.

numero decimal a un fraccionario, (lineas
2, 4 y 14 respectivamente) y en los textos
tomados del cuaderno de Angela.

Es posible afirmar que este tipo de habili-
dades permitieron a los estudiantes no sélo
desarrollar una ejemplificacién sistematica,
sino que a partir de ello lograron evidenciar
claramente un hecho que inicialmente fue
confuso y atascé su proceso de resolucion.
Este hacia referencia a la relacién de orden
existente entre dos elementos del conjunto
(0,9 periddico y 1), pues este suceso en su
momento generd dificultad en el quehacer
del grupo. Asi, mediante el descubrimiento
y uso de estos procedimientos la comunidad
logré establecer argumentos matematicos
que daba solidez a la conjetura. Ademas,
se ve alcanzado uno de los propdsitos en
la intervencion del profesor, quien buscaba
que los estudiantes utilizaran argumentos
matematicos para validar sus acciones.

Buena parte de la atencidn y la reflexion
se centra en los procesos de ejemplificacion
desarrollados por los estudiantes. El profe-
sor solamente se encarga de establecer un
puente entre los procesos desarrollados
por el grupo, las mateméticas cientificas y la
situacion particular sobre la que se esta tra-
bajando. Cabe mencionar que la interaccién

del grupo y el uso de ejemplos, le permite a
la comunidad apropiarse de los conceptos y
procesos puestos en juego en el ataque de
la situacién. A partir de ello, estan en capa-
cidad de dar cuenta tanto de la manera en
que se esta llevando el proceso, como de
los elementos inmersos alli. Asi, se posibilita
que el grupo siga sin inconvenientes su ruta
de resolucion planteada y logre cumplir con
el objetivo propuesto.

Por otro lado, es posible afirmar que el
libro de texto es un artefacto que permite al
resolutor el encuentro con la construccion
historica del objeto realizada por la comuni-
dad cientifica. Ademas, éste moldea la acti-
vidad matematica del estudiante en tanto
que plasma un contexto histérico-social
determinado que le da forma y sentido. En
consecuencia, el uso del libro de texto debe
estar acompanado de una serie de acciones
que le permitan al estudiante apropiarse de
la actividad matematica, transformandola y
aplicandola segun sus necesidades.

Esas acciones cuando son desarrolladas
en el proceso de resolucién permiten identi-
ficar relaciones a partir de las cuales es posi-
ble consolidar argumentos. En este caso,
éstas son procedimientos o heuristicas pro-
pias de los estudiantes tales como: division,
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resta y conversion de un numero decimal a
fraccionario, que se convirtieron en criterios
que permitieron no perder la ruta que daba
sentido a su empresa y el control heuristico
del proceso.

Lainteraccioén social permite que las dife-
rentes maneras de comprender el mundo se
negocien y se complementen dando lugar a
un repertorio compartido. Especificamente
este repertorio se compone de la ejempli-
ficacion y de los tres procedimientos antes
mencionados, los cuales se convirtieron en
el elemento central del proceso de reso-
lucion. Estos, dan lugar a un proceso de
reflexiéon que permite a la comunidad de
aprendizaje elaborar significados tanto de
las acciones realizadas como de los objetos
matematicos puestos en juego.

Teniendo en cuenta los planteamien-
tos de Puig (1996) tanto la ejemplificacién
desarrollada como las acciones utilizadas
para la misma, se definen en términos de
herramientas y destrezas heuristicas. Estas,
al acompanar el proceso de resolucién per-
miten a la comunidad aprender haciendo,
es decir, elaborar significados de conceptos
y procedimientos a partir de su actividad
propia. Ello se ve reflejado en el nivel de
argumentacién que se desarrolla para dar
validez y rigor matematico al hecho de que
0,9 periédico es el méximo del conjunto A.

Conclusiones

Por medio de la interaccion social la
comunidad de aprendizaje logra relacionar
modos de actuacion diversos en el proceso
de resolucién, los cuales son denominados
por Puig (1996) heuristicas. Estas permiten
la construccién de argumentos mas solidos
y rigurosos, partiendo del hecho de que se
trabaja con objetos matematicos que exi-
gen un cierto nivel de dificultad. De esta

manera, la comunidad estd en capacidad
de reconocer las diversas caracteristicas y
usos de los objetos, a partir de la identifi-
cacion de las distintas formas en que pue-
den ser expresados. Este reconocimiento
se convierte asi en un proceso de elabora-
cion de significados.

En este sentido, las herramientas heuris-
ticas pueden entenderse como un artefacto
dado que fomentan el desarrollo de nuevas
capacidades intelectuales. Esto, debido a
que permiten percibir la inteligencia depo-
sitada en los objetos construidos social y
culturalmente por generaciones pasadas.
A lo largo de la historia, los objetos son
marcados por la actividad de los indivi-
duos que los producen. Dicha actividad
desencadena que esas formas de expre-
sar el objeto se componga de elementos
variados, relativos a la estética y la funcio-
nalidad, entre otros, los cuales son propios
de la cultura (Radford, 2006).

Reconociendo la consideracion de casos
como una herramienta heuristica, ésta se
convierte en un elemento constitutivo del
proceso de resolucion que posibilita que
el estudiante reconozca las caracteristicas
y conceptos que son relevantes en éste.
No obstante, aunque éstos no son expli-
citos en la situacion promueven la elabo-
racién de significados. A su vez, se debe
tener en cuenta que estas acciones deno-
minadas herramientas heuristicas dan
lugar a la transformacion y aplicacién de
la actividad matematica. Es decir, le per-
miten al estudiante apropiarse de dicha
actividad matemadtica no sélo conceptual
sino procedimentalmente, adaptandola a
sus necesidades y dotando asi de sentido
todo lo que se hace. Ademas, las herra-
mientas heuristicas se consolidan como un
quehacer comun a partir de la interaccién
social que tiene lugar en la comunidad de
aprendizaje.
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El valor del uso de las herramientas
heuristicas recae sobre el hecho del recono-
cimiento de su utilidad. Si a pesar de cono-
cer dichas herramientas se desconoce cual,
coémo y cuando emplearlas, el provecho de
las mismas tampoco serd reconocido. De
acuerdo con esto, es preciso que la inter-
vencién del profesor, potencie en los reso-
lutores el reconocimiento de la utilidad de
dichas herramientas para que a su vez se
ganen dominio frente a éstas.

Frente a ello, es posible afirmar que las
heuristicas permiten la consolidacion de la
empresa y el surgimiento de nuevos con-
ceptos, los cuales determinan una ruta de
trabajo. Asi, la empresa se convierte en el
objetivo comun del grupo de estudiantes.
Tanto los conceptos, como la empresa, son
fruto de un proceso de negociacién que
tiene lugar dentro de la comunidad de
aprendizaje. Lo que sustenta la idea de que
la empresa conjunta no es impuesta (Wen-
ger, 2001). Es posible afirmar que las heuris-
ticas desempefian un papel fundamental en
la delimitacién grupal de la empresa y por
ende en la organizacion del trabajo en el
proceso de resolucién.

Ahora bien, el aprendizaje es visto como
una estructura social emergente y per-
turbable, la cual debe tener capacidad de
adaptacion. Es asi, como al generarse des-
estabilidad la comunidad de aprendizaje
busca ajustar su practica a las nuevas con-
diciones que exige el aprendizaje. De este
modo el encuentro entre los elementos del
mundo y los individuos produce el signifi-
cado (Wenger, 2001). Esta idea se refleja en
la practica cuando el uso de las heuristicas
en el proceso de resolucion posibilita des-
cubrimientos que implican la constitucién
de un nuevo quehacer. Este es comun y
permite desencadenar caminos de actua-
cion frente al problema que son diferentes
y novedosos.

En este punto, el grupo de estudiantes
logra generar nuevas situaciones problema
a partir de la situacion propuesta por el
profesor. A partir de lo anterior, es evidente
como la herramienta heuristica genera la
definicion y redefinicién de la empresa,
cuando es utilizada de manera adecuada.

A su vez, en el proceso de resolucion
el resolutor muchas veces se propone
asi mismo sugerencias heuristicas que le
permiten avanzar. Sin embargo, dichas
sugerencias pueden provenir en algunas
ocasiones del profesor, lo cual permite
que se fomente un ambiente de interac-
cion. En éste se busca que los estudiantes
construyan estrategias mas sélidas que les
permitan abordar y avanzar frente a la pro-
blematica propuesta (Puig, 1996).

Ahorabien, en el aula de clase vista como
una comunidad de aprendizaje el profesor
debe estar en lugar de reconocer y valorar la
diversidad de los estudiantes, a través de las
distintas formas de participaciéon. Ademas,
éste debe proponer tareas y problemas que
permitan reconocer el saber como una
construccion histérica y sociocultural no
terminada. En este sentido, las situaciones
problema deben ser lo suficientemente
complejas para posibilitar la aparicién de
nuevas estrategias y nuevos aprendizajes.
El profesor hace que se generen discu-
siones, al mismo tiempo que interviene
en éstas solamente cuando es necesario
(Radford, 2006).

A partir de esto, la intervencién del pro-
fesor busca en diferentes momentos, pro-
mover en los estudiantes la habilidad de
argumentar matemdaticamente y de forma
rigurosa tanto los procedimientos como los
objetos usados durante el proceso de reso-
lucién, dejando de lado las intuiciones y pos-
turas de autoridad. Por otro lado, el profesor
interactla con la comunidad de aprendizaje
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con el propésito de hacerle notar a los estu-
diantes que las acciones que se estan reali-
zando no corresponden al objetivo que se
trazaron. Por lo que éste los cuestiona sobre
la relevancia de sus actos y la manera misma
de proceder frente a la situacion.

Dado que el aprendizaje va mas alla de
la transmisién y repeticion mecanica de
conocimientos y procedimientos matemati-
cos, el objetivo de éste, es dotar de sentido
los objetos, percibiéndolos por medio de la
actividad propia del estudiante, la cual debe
permitirle ademas, reconocer la expresivi-
dad del objeto de distintas formas conoci-
das por la humanidad. Es en este punto en
donde se posibilita la formacién de nuevas
capacidades propias del individuo, las cuales
estan ligadas al desarrollo de ciertas accio-
nes que permiten comprender el mundo
(Radford, 2006).

Teniendo en cuenta la actividad real y
las acciones desarrolladas por los estudian-
tes en términos de herramientas y destrezas
heuristicas se posibilita la consecucién de la
empresa asi como el dotar de sentido lo que
se hace. Estas acciones al acompanar el pro-
ceso de resolucion permiten a la comunidad
de aprendizaje aprender haciendo, es decir,
elaborar significados de conceptos y proce-
dimientos a partir de su actividad propia. A
su vez, mediante el uso de las heuristicas
la comunidad se apropia de los conceptos
y procedimientos vinculados en el proceso
de resolucion.

Enlosresultados se evidenciael usodelas
heuristicas llevado a cabo en la practica del
grupo de estudiantes para profesor de mate-
maticas. Esto revela un conocer practico. El
reconocimiento explicito de las heuristicas
se ve en la intervencién de Angela en el
aula virtual Moodle el dia 6 de septiembre
cuando se le pregunta «;Qué sentido tienen
las heuristicas en los problemas?»:

Yo creo que las heuristicas son importan-
tes en el grupo porque principalmente uno
siempre tiende a mirar lo que otros han
hecho respecto a cierta investigacion que
tiene cierto parecido con los problemas
matemdticos que planteamos, sin darnos
cuenta de que nosotros podemos llegar a
las respuestas partiendo de la realizacion
de ejemplos que nos lleven a generali-
zar, encontrar patrones y regularidades
cuando se miran las secuencias, utilizar
diferentes representaciones y cambios
de registro. Esto no quiere decir que uno
deseche los avances que otros han tenido,
pero si nos ayuda a no depender tanto de
lo que otros han hecho sino que por medio
de instrumentos propios se pueden llegar
a conclusiones importantes.

Transcripcién 8. Reconocimiento explicito de las heuristica.

En esta intervencion se ve, que segun la
teoria cultural de la objetivacion, la toma de
conciencia de la heuristica va en el lugar de
tener un dominio propio sobre los proble-
mas. Asimismo, se ve vinculada principal-
mente a la idea de herramienta heuristica,
sobre la de destreza o sugerencia. La idea
de heuristica esta asociada a la vivenciada
en la practica; pues como se evidencia en
la transcripcion, Angela solo referencia las
herramientas heuristicas vividas y deja de
lado las no vividas como un problema sim-
plificado o un problema general.

A partir de lo anterior, las heuristicas hacen
referencia a las formas de hacer construidas y
heredadas mediante el desarrollo historico-
cultural, es decir, pueden ser entendidas como
objeto didactico y no como objeto matema-
tico, éstas moldean la actividad del individuo
de unas maneras especificas y le posibilitan
enfrentarse asi a diferentes situaciones pro-
blema que requieren para su desarrollo un
quehacer matematico, que pertenece a la vez
alindividuo y a la comunidad.
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De acuerdo con esto, las heuristicas tam-
bién habitan en el mundo social, cultural e
histéricamente constituido (Radford, 2006).
Es allidonde éstas y su utilidad se reconocen
como un bien comun, que surge de manera
espontanea y se convierten en medios de
la resolucion de problemas y de la adquisi-
cion de conocimientos. Asi, se hacen utiles
en la practica y se reconocen explicitamente
como medios en el proceso de resolucion,
donde es posible hablar de cierto grado
de reconocimiento, es decir, de un proceso
social de toma de conciencia.
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