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Resumen: En este escrito se
reporta parte de la investigacién que se desarrollé en el
marco del trabajo de maestria (elaborado en 2007 como
requisito parcial para obtener el titulo de Magister en
Docencia de las Matematicas en la Universidad Peda-
gobgica Nacional) elaborado por los autores y titulado
“Influencia de las series en la evolucién del concepto
de funcién: una aproximacion socio—epistemoldgica”
Se expone un analisis fundamentado en la propuesta
tedrico-metodoldgica“aproximacion socio—epistemo-
|6gica”para la investigacion en educacion matematica.
Especificamente, seilustra cdmo ciertos factores socia-
les en una época determinada (en este caso el siglo XVII)
influyen en el desarrollo de los conceptos matematicos
de serie y funcién, y cdmo un andlisis de tales hechos
contribuye al disefio de propuestas didacticas para el
estudio de dichos conceptos en el aula.

Palabras clave: Aproximacién socio-epistemoldgica,
serie, funcioén.

Socioepistemological approach: referent for
didactical proposals about the series concept

Abstract: In this document
we report part of the research that was developed
in the master’s (work elaborated in 2007 like partial
requirement to obtain the title of Master in Mathema-
tical Teaching in Universidad Pedagdgica Nacional.)
project made by the authors and called “Influencia de
las series en la evolucion del concepto de funcién: una
aproximacion socio—epistemoldgica” In this report, we
present an analysis based on the“socioepistemological
approach’, a methodological-theory proposal for the
mathematical education research. Particularly, we show
how some social factors in a determinate time (in this
case the XVIl century) influence on the development of
series and function mathematical’s concepts, and how
an analysis of those events contribute to the didactical
proposal’s design for the study of those concepts in
the class room.

Key words: Socioepistemological approach, series,
function.
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Introduccion
La importancia que se le ha conferido
a la nocion de serie en la matematica
actual se ve reflejada en su presencia en
el curriculo de nivel superior, particular-
mente en el programa de Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Pedagogi-
ca Nacional. Sin embargo, su estudio for-
mal se realiza en semestres posteriores
a aquellos en los que se presentan los
espacios académicos Calculo Diferencial
e Integral, en los cuales consideramos
que las series deberian constituir parte
fundamental de las tematicas tratadas,
puesto que tenemos como hipoétesis
que éstas intervienen en la evolucion de
conceptos como el de indivisible, infini-
tesimal, funcion, limite e integral.
Desde un punto de vista didactico,
en la historia se han determinado dos
tendencias asociadas a la presentacion
y desarrollo del concepto matematico
serie: una delineada desde los trabajos
de Newton y sus contemporaneos y
culminado con los de Lagrange, en el
que las series son utilizadas en el mar-
co de métodos heuristicos con el fin
de dar solucién a problemas propios
de la época; en contraparte, la segunda
tendencia surge a partir del trabajo
de Cauchy, quien construy6 el calculo
basado en el concepto de limite, el cual
es fundamental en el estudio de series
infinitas (Cantoral y Farfan, 1990). En
este ultimo, modelo la relacion existente
entre funciones y series se centra en el
estudio de los polinomios de Taylor y
de las series de Fourier.
Consideramos, al igual que Canto-
ral y Farfan (1990), que en los cursos
de sucesiones y series es imperante el
modelo proveniente de los trabajos de
Cauchy, ya que uno de sus objetivos es
estudiar la teoria formal de las series;
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esto puede implicar que se releguen
los posibles tratamientos no formales
(heuristicos) de dicho concepto, no se
problematicen nociones inmersas en
¢l, no se establezcan relaciones entre
los conceptos 0 no se proporcione una
significacion de los mismos diferente a
la que sugiere aquella tendencia.

Al adoptar el presupuesto de la
aproximacion socio-epistemologica
de que todo conocimiento surge como
construccion social y los conceptos
presentaron una faceta operacional
-correspondiente a la primera tendencia
didactica- antes de tener una estructural
(Sfard, 1991), consideramos pertinente
realizar una descripcion de la primera
faceta para el concepto de serie; en
ese sentido, es de nuestro interés dar
elementos para que en el futuro la
primera tendencia didactica propuesta
por Cantoral sea tenida en cuenta para
propuestas curriculares relacionadas
con el calculo, a partir de resaltar rela-
ciones entre las series y otros conceptos
como el de funcion o limite, de destacar
en la historia la época en la cual tales
conceptos tuvieron una faceta procedi-
mental y de determinar con ayuda de
la aproximacién socio-epistemologica,
problemas propios de un contexto en los
que se muestre tal relacion, métodos y
resultados producto del tratamiento de
los mismos, las concepciones que surgie-
ron en medio de dicho tratamiento y la
influencia de aspectos socio-culturales
en todos esos procesos.

Presentamos entonces algunos de
los referentes teoricos tenidos en cuen-
ta para el desarrollo de este estudio,
particularmente aquellos referidos a la
aproximacién socio-epistemologica; en-
seguida, con base en esa misma aproxi-
macion, explicitamos la metodologia de
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estudio precisando las categorias que
permitieron analizar la informacion;
después, exponemos algunos resultados
del estudio desarrollado, producto del
analisis hecho; por ultimo, presentamos
algunas consideraciones finales en las
cuales, entre otras cosas, sugerimos
algunas tendencias de trabajo en el aula
relativas a la tematica ya referida.

Algunos referentes tedricos

El estudio realizado se enmarca en la
aproximacion socio-epistemologica de-
sarrollada por Cantoral y Farfan (2004),
quienes la proponen como un paradig-
ma en la investigacion en matematica
educativa. Especificamente, coincidimos
con estos autores en que es fundamental
incorporar en la investigacion aspectos
pilares en la construcciéon social del
conocimiento, como lo son (ademas de
tales aspectos, dichos autores consi-
deran otros dos: los planos cognitivos
que involucra la construcciéon social del
conocimiento y su transmision mediante
la ensefianza) su naturaleza epistemo-
logica y su aspecto sociocultural con
una aproximacion en la cual dichos
componentes se interrelacionan. Es,
por tanto, una de las inquietudes de la
aproximacion socio-epistemologica, y
también de nosotros, hacer que en la in-
vestigacion en educacion matematica se
tengan presentes las practicas sociales
que han dado sentido a la matematica
en un contexto particular, lo cual esta en
concordancia con lo expuesto por Sier-
pinska y Lerman en torno al papel de la
epistemologia en la educacion matema-
tica; para nuestro caso abordaremos tal
aproximacion en términos de la relacion
de las series con otros conceptos como
el indivisible, infinitesimal, funcion,
limite e integral.

En la aproximacion socio-epistemo-
l6gica se atiende a la construccion social
del conocimiento, ya que su deseo es
comprender las practicas involucradas
en un sistema didactico sin dejar de
lado el analisis de la transmision de los
saberes como modos culturales inmer-
Sos en un contexto social, es decir, des-
pegandose de la vision de que estudiar
matematicas significa s6lo apropiarse
de nociones para acercarse a la idea de
mirar a esta disciplina como una practica
social, y para comprender al hombre
haciendo matematica en un tiempo,
una sociedad y una cultura particulares.
Ademas, se incorpora con mayor énfasis
el componente epistemologico en sus
investigaciones como una herramienta
indispensable para la comprension de
los sucesos en un contexto particular
y como una fuente de informaciéon res-
pecto a las dificultades y modos de su-
peracion producidos en el desarrollo de
las nociones o conceptos matematicos,
asi como también de significados que,
por los procesos de comunicacion, se
diluyen o pierden en el tiempo.

En ese sentido, y acorde con Farfan
(idea presentada en una conferencia
dada en la Escuela de Medicina, México,
en mayo de 2000), consideramos que la
aproximacion socio-epistemologica es
un marco para la investigacion y el de-
sarrollo del curriculum que profundiza
en el analisis del saber incorporando
no solo el origen conceptual o procedi-
mental, sino su origen social. Una cierta
razon de ser que es factible descubrir si
se examinan las practicas de referencia
(practicas que se caracterizan cuando
se trate la construccion social del co-
nocimiento matematico) y las formas
de su aproximaciéon en una cultura. En
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esencia, la socio-epistemologia plantea
(Cantoral, Molina y Sanchez, 2003) el
examen del conocimiento social, histo-
rica y culturalmente situado, problema-
tizandolo a la luz de las circunstancias
de su construccion y difusion.

En correspondencia con lo anterior,
este estudio tiene como premisa ver la
matematica no como los resultados de
una actividad, sino como la actividad
misma; no como un producto termina-
do, sino como un proceso que alberga
tanto los resultados y las técnicas como
los interrogantes, las conjeturas y los
métodos que en una época determinada
se plantearon para abordar la considera-
cion de un determinado problema. Tene-
mos la intencién de aprender y precisar
el origen del conocimiento en relacion
con la influencia que tuvo el desarrollo
de las series en la evolucion del concepto
de funcién, en términos de identificar
los usos sociales que se le asocian desde
Su misma génesis, las concepciones, las
dificultades y preguntas que provocaron
su aparicion, interrogantes y debates
que produjeron controversias y que, a
su vez, suscitaron su evoluciéon en un
contexto particular en el que las series
tienen un estatus paramatematico (es
decir, cuando el concepto fue utilizado
como herramienta y no estudiado como
objeto matematico).

Finalmente, pensamos que los acer-
camientos socioculturales dirigen sus
esfuerzos a revelar la naturaleza epis-
temologica del saber, mediante una
identificacion de las circunstancias
sociales y culturales que han permitido
su consolidacion; asimismo, identifica
situaciones que contribuyeron al desa-
rrollo conceptual de la ciencia. No se
trata de investigacion historica, aunque
se sirve de ella, sino que hay la intencion
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de aprehender y precisar el origen del
conocimiento, en términos de advertir
algunos usos sociales, que se le asocian
desde su misma génesis, los significa-
dos y los sentidos de los conceptos,
evolucion y desarrollo, al igual que su
incursion en las instituciones educati-
vas. Asi, puede ser posible utilizar estos
hallazgos para el disefio de situaciones
en las cuales el saber se presente desde
su propia epistemologia.

Construccion social del conocimiento
matematico
Un camino para alcanzar el objetivo
propuesto, y que desarrollaremos en
este trabajo, consiste en estudiar una
comunidad especifica de matematicos
que abordo tematicas relacionadas con
las series y las funciones en el contexto
mencionado: matematicos europeos
del siglo XVII en el marco de la solucion
del problema de cuadraturas. En dicho
estudio, se pretende identificar algunas
interacciones que se establecen entre
los componente sociocultural, episte-
mologia de las matematicas y procesos
cognitivos (en la componente cognitiva
se destacan aspectos como la abstrac-
cion reflexiva, la generalizacion, el ra-
zonamiento bajo hipotesis, entre otros
procesos), los cuales caracterizan, segin
Cantoral (2003, p. 1), la construccion
social del conocimiento matematico.
Entenderemos por la componente
sociocultural de la construcciéon social
del conocimiento matematico a aquello
que describe tanto los mecanismos me-
diante los cuales un medio especifico y
su cultura contribuyen a la formacion
del pensamiento matematico, como los
métodos de validacién y comunicacion.
Asi, buscamos determinar la naturaleza
sociocultural de los objetos matematicos
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de interés, puesto que permite identifi-
car los escenarios en los que éstos se
significan o se usan.

Las interacciones, arriba referencia-
das, propuestas por Cantoral (2003, p.
1) entre los componentes sociocultural,
epistemologia de las matematicas y
procesos cognitivos se denominan: me-
moria voluntaria y construccion social,
matematizaciéon y construccion social,
sociocultura y matematicas, consenso y
matematicas y consenso y didactica.

A nuestro parecer, estas interaccio-
nes constituyen el principal referente
teorico de nuestro estudio, ya que
delinearon el camino del mismo. Parti-
cularmente, las interacciones en las que
estamos interesados para establecer
algunos aspectos del origen y construc-
cion social del conocimiento, en torno
al concepto de serie, son sociocultura y
matematicas, consenso y matematicas,
matematizaciéon y construccion social,
pues en ellas es relevante identificar los
procesos que se siguieron para forma-
lizar un conocimiento, los paradigmas
imperantes en determinados contextosy
en, consecuencia, la manera en que éstos
afectaron la construccién y desarrollo
de dicho conocimiento, y cuales eran los
mecanismos de consenso que permitian
guiar la actividad de los grupos sociales
ante un tipo de situaciones.

Observamos que a partir de la an-
terior descripcion sobre la socio-epis-
temologia como aproximacion teorica,
la construccion social del conocimiento
matematico se caracteriza en términos
de tres interacciones especificas, las cua-
les adoptaremos en este trabajo como
las categorias de analisis de informacion.
En este sentido, compartimos la postu-
ra de Castafieda (2004, p. 39) sobre tal

aproximacion teérica como una metodo-
logia para el analisis pretendido.

Método y metodologia del estudio

El estudio aqui reportado es de tipo cua-
litativo descriptivo, ya que en primera
instancia, analizamos los datos median-
te la reunion, clasificacion, ordenacion,
sintesis e interpretacion; ademas, es-
tablecimos practicas o puntos de vista
que prevalecieron y condiciones que las
propiciaron, entre otros aspectos.

Por otro lado, como método (enten-
deremos por método la gama de aproxi-
maciones empleadas en la investigacion
educativa, para reunir los datos que van
a emplearse como base para la inferencia
y la interpretacién, para la explicacion
y la prediccién. En sintesis, son las téc-
nicas mas generales que emplearemos
en esta investigacion) de investigacion
empleamos una aproximacion al méto-
do historico en investigacion educativa.
Para el desarrollo de este método, Cohen
y Manion (1990) sugieren las siguientes
fases: limitacion de un problema o de
un area de estudio, formulaciéon de unas
hipotesis o conjunto de cuestiones (algu-
nas veces), reunion, organizacion, valida-
cion (o evaluacion), seleccion y analisis
de los datos, prueba de las hipotesis o
contestacion de las cuestiones (cuando
corresponda) y, finalmente, la redaccion
de un informe de investigacion, expues-
to por los mismos autores, puesto que
este ultimo permiti6 interpretar una
situacion del pasado (ya sea utilizando
la evidencia existente o interpretaciones
de tal evidencia) con el fin de identificar
hechos y extraer conclusiones acerca de
acontecimientos ocurridos, mediante el
analisis de los datos recogidos. Especi-
ficamente para llevar a cabo el analisis
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de los datos, usamos la aproximacion
socio-epistemologica en su faceta me-
todologica.

Categorias de analisis

Para el analisis de datos, como menciona-
mos en la descripcién de la construccion
social del conocimiento, utilizaremos
la aproximacién socio-epistemologica
como metodologia que permitira pre-
cisar las categorias de analisis. Par-
ticularmente, como ya comentamos,
las interacciones en las que estamos
interesados para establecer las cate-
gorias de analisis son: sociocultura y
matematicas, consenso y matematicas,
y matematizaciony construccion social.
A continuacion caracterizaremos cada
una de tales interacciones.

Sociocultura y matematica
Atendiendo a que las matematicas son
una construcciéon social y, por tanto,
estan enmarcadas en contextos particu-
lares, este tipo de interaccion da cuenta
de las practicas sociales de referencia
imperantes en tales contextos y, en
consecuencia, como éstas afectaron la
construccion de dicho conocimiento,
permitiendo la aparicion de concep-
ciones y, por ende, la resignificacion
(es decir, la posibilidad de enriquecer
o cambiar significados de los conoci-
mientos) de los conceptos inmersos en
esa construccion, ademas de “ratificar
la hipo6tesis de que los conceptos ma-
tematicos son primero usados antes de
ser definidos” (Martinez, 2003, p. 35).
Una descripcion especifica de practicas
sociales de referencia es:
Las practicas sociales de referencia
son aquellas acciones intencionales
que un grupo humano especifico
realiza, influenciado por el contexto
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social y cultural en que éste se en-
cuentra, con el objetivo de transfor-
mar, complementar y desarrollar un
conocimiento. En ningiin momento
estas practicas tienen la intencion de
describir la situacion particular de un
individuo, sino los contextos que son
comunes a un grupo [...] (Cantoral,
2003, p. 7).

Esta descripcion de practica social de
referencia nos sugiere, ademas, tener en
cuenta la influencia de ciertas institucio-
nes o circunstancias (politicas, econ6mi-
cas, religiosas) en la construccion de un
conocimiento.

Consenso y matematicas

En la construccion del conocimiento se
articulan mecanismos de consenso que
permiten guiar la actividad de los grupos
sociales ante cierto tipo de situaciones,
lo cual hace previsible su desempefio
en condiciones similares. Dichos meca-
nismos se basan en la comunicacion del
conocimiento.

Entenderemos consenso como la
herramienta que permite, por un lado,
explicar el surgimiento de practicas
compartidas que establecen: cuando
un conocimiento es valido y, por otro,
describir las practicas existentes.

Con base en lo anterior, considera-
mos que es importante tener en cuenta
algunos factores sociales, puesto que
ellos influyen a los individuos creando
restricciones y no permitiendo que
por voluntad individual se establezca
un consenso; por ejemplo, se puede
establecer que un factor de este tipo lo
constituyo la iglesia ya que influencio
los trabajos cientificos.

Como un aspecto importante en el
consenso es la comunicacion, concebi-
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mos este término en el mismo sentido

que lo propone Castafieda (2004, p. 3):
Los procedimientos por los que se
“expresan las ideas” y se reproducen
“ideologias” o “formas de pensar”. La
comunicacion se logra a través de un
lenguaje que comparten un grupo de
personas, de acuerdo con la informa-
cion de que pueden disponer, con su
nivel de tecnologia. En el caso de la
comunicacion escrita, se utiliza un
conjunto de simbolos cuya codifica-
cion se comparte.

Matematizacion y construccion social
Consideramos que existen dos tipos de
matematizacion en un contexto especi-
fico; por un lado, se generan modelos
matematicos que permitan describir o
tratar ciertas situaciones y, por el otro,
existe el modelo y se acopla la situacion
a éste para ser tratada. Asi, los aspectos
socioculturales (especificamente las
practicas sociales de referencia -para-
digmas de pensamiento-, mecanismos
de consenso y comunicacion), inmersos
en el contexto que deseamos estudiar,
permiten identificar algunos procesos
de matematizacion que contribuyeron al
propio desarrollo de la matematica.
Como se puede inferir de las ante-
riores interacciones y de lo dicho acerca
de éstas, los aspectos que caracterizan
a las dos primeras de ellas tienen una
influencia directa en esta ultima, pero,
a su vez, la interaccion sociocultura y
matematicas influye en la interacciéon
que refiere al consenso por cuanto los
procesos que alli se llevan a cabo con-
llevan procesos de validacion.
Algunos resultados del estudio
Para llevar a cabo el estudio, fue nece-
sario realizar un recuento histoérico, el
cual nos permiti6 identificar diferentes

aspectos acerca de la relacion de las
series con los conceptos de funcién o
limite. Uno de tales aspectos se enmarca
en el uso que se les daba a las primeras
(sin ser estudiadas como tal) a finales del
siglo XVII, principalmente para realizar
calculos referentes a cuadraturas y cuba-
turas por medio de métodos heuristicos
(considerados novedosos para tal época),
que rescataban tratamientos trabajados
anteriormente por Arquimedes y basa-
dos, a su vez, en la corriente atomista
propuesta por Democrito y retomada en
aquella época por Cavalieri. Asi, identifi-
camos al siglo XVII como parte de la épo-
ca en la cual las series se caracterizaron
como objeto paramatematico, puesto
que en €l observamos una proliferacion
de tales métodos y de personajes que
trabajaron al respecto como Cavalieri,
Roberval, Fermat, Pascal, Wallis, Gregory
de St. Vincent, Newton, James Gregory y
Leibniz. Particularmente, abordamos el
problema de cuadraturas (este problema
se centra en establecer el area de una
superficie; en particular los matematicos
griegos abordaron dicha problematica
intentando hacer corresponder tal area
con la de la region interior que define
un cuadrado. A este procedimiento se
le llamo6 cuadratura. En la actualidad,
se asocia al término cuadratura el cal-
culo de areas, sin hacer alusi6on a la
relacion de ésta con alglin cuadrado) de
las parabolas generalizadas (las para-
bolas generalizadas son aquellas cuya
expresion analitica es y = kx" con n un
numero racional diferente de -1 y k un
numero real), representativo de la época
-otros problemas abordados en ella son
el estudio de tangentes, maximos y mini-
mos-, y bajo éste hicimos el estudio de
las contribuciones de los autores men-
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cionados, matematicos como Hermann,
los Bernoulli y Euler afirmaron que estos
personajes fueron los fundadores de los
métodos del nuevo calculo y que, por
tanto, merecian y debian ser estudiados;
pues en sus trabajos aparece el uso de
infinitesimales, el trabajo con series, la
representacion de funciones por medio
de series, la utilizacion de la geometria
analitica, la aritmetizacion de la geome-
tria, el uso de la simbologia algebraica,
la aparicion de la nocion de limite y de
convergencia, etc., con el objeto de es-
tablecer relaciones entre las series con
otros conceptos.

A continuacion, presentamos un
ejemplo de como un aspecto sociocul-
tural de la época influy6 en un cambio
de pensamiento que se ve reflejado en
los métodos utilizados por algunos
matematicos para calcular cuadraturas;
este ejemplo constituye un resultado
del analisis de la informacion elaborado
bajo las categorias de analisis ya refe-
renciadas. Como muestra de tal analisis
se ilustran algunas consecuencias de
dichos cambios de pensamiento en la
construccion del conocimiento mate-
matico y algunas concepciones de los
conceptos de interés encontradas en
la época, estipulando las condiciones
de comunicaciéon y validacién bajo las
cuales se presentaron.

Influencia sociocultural: el método
experimental, un cambio de
pensamiento

Para justificar por qué en este siglo hubo
una proliferacion de métodos heuris-
ticos novedosos para la solucion del
problema de cuadraturas (y en general
de todos los problemas de interés para
la comunidad de matematicos), se hizo-
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pertinente tener en cuenta el contexto
social europeo de aquella época y, en
esencia, varios aspectos socioculturales
-practicas sociales de referencia- entre
los cuales destacamos la revolucion
cientifica caracteristica del siglo XVII.
Esta revolucion trajo como consecuencia
un cambio de pensamiento a raiz de la
propuesta de Bacon (1561-1626), quien
cuestion6 las bases del conocimiento
aristotélico en su obra Novum Organum
(1620), mostrando explicitamente los
prejuicios del pensamiento dogmatico
y convencional y estableciendo las ba-
ses del método experimental basado en
la induccion cientifica, caracterizada
porque los conceptos generales y el
conocimiento de la naturaleza surgen
de lareiteracion de observaciones de he-
chos particulares, analizados de manera
sistematica. El pensamiento baconiano
adoptado por los cientificos constituy6
la base para obtener varios y fructife-
ros resultados no previsibles hasta el
momento y trajo como consecuencia
un lugar preferente para el investigador
experimental en la sociedad de éste y de
los siglos siguientes. Al respecto, Cohen
y Manion (1990, p. 26) exponen que:
La historia del razonamiento iba a su-
frir un cambio dramatico en el siglo
XVII, cuando Francis Bacon empez6
a poner un creciente énfasis sobre la
ciencia basada en la observacion. Al
criticar el modelo del razonamiento
deductivo sobre la base de que sus
premisas mayores a menudo eran
nociones preconcebidas que polari-
zaban inevitablemente las conclusio-
nes, propuso en su lugar el método
del razonamiento inductivo, por me-
dio del cual el estudio de un niimero
de casos individuales debiera llevar
a una hipétesis y finalmente a una
generalizacion. [...] La mayor contri-
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buciéon de Bacon a la ciencia fue tal,
que fue capaz de rescatarla del punto
muerto del método deductivo, cuyos
abusos habian llevado a la detencion
del proceso cientifico.

Tres métodos para el calculo de
cuadraturas: evidencia de un cambio
de pensamiento

A continuacion presentamos tres méto-
dos de calculo de cuadraturas propues-
tos en el siglo XVII, uno realizado por
Cavalieri y los otros dos realizado por
Fermat, mediante los cuales pretende-
mos hacer evidentes, entre otras cosas,
el cambio de pensamiento antes referen-
ciado entre un método y otro.

Método de i
Cavalieri, para encontrar el area del
segmento parabolico determinado por la
curva ya mencionada, y el area de otros
(aunque Barrios (1995, p. 320) dice que
Cavalieri hizo un proceso analogo para
determinar el area de los segmentos de
parabola para n = 1,..., 6, 9, no hemos
encontrado en la literatura revisada el
desarrollo para dichos casos) que estan
determinados bajo la curva general y
= x", denota a la coleccion de todos las
lineas o indivisibles, en este caso seg-
mentos paralelos entre si, de una figura
plana como TL(F); y en el mismo sentido
denota TC(F) o TL(F) a la coleccion de
todos los cuadrados paralelos y seme-
jantes entre si (indivisibles), construidos
sobre cada una de las lineas de F.
Cavalieri esta interesado en encon-
trar la relacion existente entre dos co-
lecciones; por ejemplo, para encontrar
el area del segmento parabolico deter-
minado por la curva y = x!, divide el rec-
tangulo ABCD en dos triangulos a partir
del segmento AC (Figura 1). Enseguida
toma CG = AF y a cada indivisible EF

del triangulo ABC le hace corresponder
el indivisible HG del triangulo CDA; de
lo anterior, deduce que EF = HG y, por
ende, que TL(ABC) es igual a TL(CDA),
con lo que deduce que la razon (en este
caso podemos notar de manera explicita
que aunque no se hace uso de medidas,
si se evidencia la raz6n a partir de la
construccion misma) entre TL(ABCD) y
TL(ABC) es 2 : 1.

D H C

Figura 1

Ahora, para el segmento parabolico
determinado por y = x?, Cavalieri cons-
truye cuadrados sobre los indivisibles
(segmentos paralelos al segmento AD)
del rectangulo ABCD y sobre los indivi-
sibles (segmentos paralelos al segmento
CB) del triangulo ABC (Figura 2). Sea el
segmento RV un indivisible de ABCD, F
y Elos puntos medios de los segmentos
ADY BC, Gy Mlos puntos medios de los
segmentos ABy FE, y Sy T los puntos
de corte de RV con FEy AC, respectiva-
mente.
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Bajo estas condiciones y a partir del
cuadrado construido sobre el indivisible
RV (Figura 3), se asegura que RT? + TV?
= 2(RS* + ST?).

R T v
4
v

T

6 5 3
w 0 5

2 1 7
v U 5 R
Figura 3

Tal resultado se obtiene de conside-
rar el cuadrado de lado RV, en el que RV
=RV,RS=RS, TV=TV, TS=T"S, US’ =
STy RT = RU. Con ello, se tiene que RT?
=1+3+5+ 6+ 7 (lo que significa que
el cuadrado RTU’U esta conformado por
las regiones, debe tenerse en cuenta que
los nmeros representan las regiones en
las que éstos estan centrados; por ejem-
plo, el nimero 7 representa la region
limitada por el cuadrado OSRS™- 1, 3, 5,
6y7), TV?=4,2RS?=2+1+7y2ST?
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= 6 + 3; ahora, como 2 = 4 + 5, puesto
que TV= VU, VW= SVy OT” = VI, se
concluye que

R+ TV:=(1+3+5+6+7)+4=(2
+1+7)+ 3 +6)=2RS + 25T? = 2(RS?
+ ST?).

Pero como esto ocurre para todos
los indivisibles RV de ABCD, Cavalieri
sostiene que las correspondientes colec-
ciones de cuadrados guardan la misma
relacion, es decir:

TC(ABC) + TC(ACD) = 2TC(ABEF) +
2TC(MEC) + 2 TC(AMF)

‘Puesto que TC(ABC) se refiere a la
colecciéon de cuadrados de todos los RV,
TC(ACD) ala de todoslos TV, 2 TC(ABEF)
a la de dos veces la coleccion de cua-
drados de todos los RS y 2 TC(MEC) +
2TC(AMF) a la de dos veces la coleccion
de cuadrados de todos los ST.

Figura 4
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De ahi, como TC(ABC) = TC(ACD) y
TC(MEC) = TC(AMF), entonces

1) TC(ABC) = TC(ABEF) + 2 TC(AMF)
Por otra parte, se puede deducir que

2) TC(ABCD) = 4TC(ABEF)
Y
TC(ABCD) = 8TC(AGMP)

Ahora, Cavalieri, utilizando su teore-
ma la razén entre todos los cuadrados
de un paralelogramo y todos los cuadra-
dos de uno de sus triangulos diagonales
es constante, se obtiene: para este caso
particular que TC(ABCD): TC(ABC) =
TC(AGMF) : TC(AMF) y como TC(ABCD)
= 8 TC(AGMF), entonces TC(ABC) = 8
TC(AMEF),

3) TC(ABC) = 8TC(AMP)

De 1), 2) y 3) se obtiene que

TC(ABCD) = 4TC(ABEF)
=4TC(ABC) - 8TC(AMF)
=4TC(ABC) - 1 TC(ABO)
= 3TC(ABC)

Luego, la razéon entre TC(ABCD) y
TC(ABC) es 3:1.

Métodos de Fermat
Meétodo uno

Fermat fue influenciado por Diofanto
(200/214-284/298) en la teoria de nume-
ros, por Apolonio (262-190 a. C.), Pappus
(siglo II-IV) y Francois Viete (1540-1603),
en su creacion de una geometria anali-
tica, y por Arquimedes y Cavalieri en su
tratamiento de cuadraturas; en relacion

con éstas y particularmente con el resul-
tado obtenido por Cavalieri para |~"d .
Fermat, de manera analoga a Cavzllieri,
presenta el resultado del calculo de
cuadraturas de parabolas como razones
entre areas; sin embargo, consideramos
que estas razones se establecen en tér-
minos de las medidas de las magnitudes
-mas que en las magnitudes mismas,
como lo hacia Cavalieri- (areas) del
segmento parabolico y del rectangulo
circunscrito a ¢él, tal como lo muestra
la Figura 4.

Concretamente, el resultado obteni-
, , 1 .
do por él fue la razéon L al utilizar

argumentos similares a los que actual-
mente se escriben como

28 +3 405 1
ﬂ(n/e) k+1

Para ello, Fermat utiliza las sumas:

lim

n—>0

i+ nn+D(n+2
ST _nr+ D)

~ 2 (2+1)!
z”:z(z'+1)(z+2) (- )(n+2)(n+3)
P 3| - (3+1)!

Para expresar de manera general (for-
mula expresada en una carta enviada a
Mersenne en 1636, sin prueba), a partir
del método de induccion incompleta,
que

i D)+ k=) _n(n+1)(n+2)...(n+ )

4) p £l (+1)]
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El desarrolla el producto i(i + 1)(i +
2)...(i+ k- 1) y obtiene una expresion de
la forma i* + a,i*! + ... + a,,i, que utiliza
para representar:

2 i 1). (i + k1)
2T

Como
1 n n B n .
— Zz'/i +alzz'/€ ' +...+a/ﬂzz
7S] i=1 i=1
Con lo que por 4) se obtiene:

i=1 i=1

1 bt S +D)(n+2)...(n+ £
k‘|:zl +a Zz +...+ak7121}=w

(R+1)!

De lo cual:

5) Zik _ n(n+1)(;;++21).‘.(n+/e>

" "

-1 .

7|:a1 E 7 tota, E 1:|
=1 i=1

Que corresponde a una féormula por
recurrencia para calcular la suma de las
k-ésimas potencias de los n primeros
nuimeros naturales. Asi, para k = 2 te-
nemos que

S, w(n+D(n+2
S0 22X )Z

=1 2+1
Y como
4 nn+1) n> n
ZZ' :(—):_+_
oy 2 2 2
Entonces:

Z":,z an+VD)@n+1) 227 30° n w At o
poITIN ) A o L

P 6 6 6 6 3 2 6

A partir de lo anterior y de la férmula 5)
se obtiene que
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n k+1 k k=1

it =l h b, L,
0 T et Pkt et 1

De 5) podemos observar que:

-k n n n
? bli 2 £, 4
=l _ k+1 k+1 k+1 k+1
ﬂﬂ/( ﬂ(ﬂ/c)
1 b b b
= Tt
k+1 n(k+1) n’(k+1) n* (k+1)

Pero si n es muy grande, entonces
cada uno de los sumandos con nume-
rador b, tiende a cero; actualmente esta
razon podemos escribirla como

n

2

lim 5
n—>00 ” ﬂ

k+1

Resaltamos que Z’ puede interpre-
tarse en términos de Cavalieri, como

TLXF), y n(n*) como TLXR), en la cual F
representa el segmento parabolico de-
terminado por y = xX*y R el rectangulo
en el que F esta inscrita.

Método dos

Para encontrar la medida del area bajo
la curva y = kx", con n racional distinto
de -1, en el intervalo [0, a], en términos
actuales, Fermat dividi6 dicho intervalo
en una cantidad infinita de subinterva-
los, de tal forma que los puntos de di-
cha divisién conformaran la progresion
geométrica decreciente con términos,
a, ar, ar’, ar’,..., ar,..., lo que significa,
para este caso, que la razén r es menor
que 1; enseguida estableci6 las ordena-
das para cada uno de estos puntos, lo
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cual le permitié construir rectangulos
circunscritos para aproximar la medida
del area que deseaba buscar. Tal aproxi-
macion la hizo a partir de la suma de la
medida del area de cada uno de dichos
rectangulos (Figura 5).

2
ar ar o

Figura 5

Como la medida del area de cada uno
de los rectangulos esta dada por (a - ar)
kar, (ar - ar¥)k(ar)", (ar’* - ar’)k(ar’)",...,
(arm™ - arv)k(ar"",..., respectivamente,
la suma de éstas se determina a partir
de la serie geométrica:

S =(a - anka" + (ar - ar*)k(ar)" + (ar
- ar)k(ar’)r +...+ (ar" - ar+Hk(ar’y" +...

S=a(l-r) ka*+ ar(1 - nk(an"+ ar’(1
- Nk(ar’ )" +...+ ar(1 - Nk(arH™ +...

S=a(l-r) ka"(1+r™! +r@n+2 4+  +
r nxn+n+”_)

Fermat, con base en su propiedad
para la suma de progresiones geomé-
tricas, obtuvo:

En la cual:

Si=1+prl+pne2 4 pynneng |

Luego:
n+1 n+1 n+1
r 1 1
5‘1 = 1 rfz+l +1 1_rﬂ+1 - l_rﬂ+1
Asi,
n+1
5= (1 —r)ka
- l _ V”+l
Pero:
(o (l _ r)/éd”H B ,ég”“ B /éﬂﬂﬂ
' 1—p"" 1= Adr+ri+.+r"

1—r

De lo anterior, podemos interpretar
que Fermat permite que r tienda a 1,
con lo cual las bases de los rectangulos
circunscritos se comprimen hacia a,
por lo que la aproximacion por dichos
rectangulos es mas fiel al valor del area
buscada. Con la escritura actual:

éﬂ”+1
n+1

/édlﬁ-l
lim > —=
U+ 47"+

En los anteriores métodos, podemos
evidenciar las consecuencias del cambio
de pensamiento causado por Bacon. Por
un lado, Cavalieri ain conserva en su
método un enfoque geométrico que ve-
nia desde la época de Arquimedes y que,
por tanto, buscaba cierta rigurosidad en
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la justificacion y presentacion de resul-
tados (dogmatico, deductivo y sin aso-
ciar nimeros a las areas calculadas); por
otro, Fermat, influenciado un poco mas
por la propuesta baconiana de induccion
cientifica, propuso métodos aritmético-
algebraicos, dando inicio asi al calculo
de infinitesimales y, por ende, a lo que
se ha denominado la aritmetizacion del
calculo. En él se vislumbra la esencia
de la llamada induccion incompleta
(especialmente en su primer método)
realizada por matematicos de la época
con el objetivo de encontrar resultados
de manera eficiente y eficaz, a partir de
regularidades y generalizaciones, sin
caer en la rigurosidad que se tenia con
el paradigma antiguo.

Algunos consensos y aspectos de la

construccion social del conocimiento
En los tratamientos de los diversos per-
sonajes de la época, pese a diferencias
muy particulares, como la presentada
anteriormente en relacion con Cavalieri
y Fermat, se resalta que desde un punto
de vista conceptual hubo ciertos con-
sensos; por ejemplo, todos entienden
un indivisible como la unidad minima
que compone un cuerpo y que, ade-
mas, infinitos indivisibles conforman
a dicho cuerpo. En este sentido, dichos
personajes entendieron un indivisible
como un infinitesimal, en tanto es una
cantidad infinitamente pequefia, no
obstante no la consideraban variable,
como si lo hizo Cauchy mas tarde, sino
como cantidades aritméticas que se
podian manipular como tal (ese es el
caso de Fermat, Wallis, Roberval, etc.).
Ahora bien, consideramos pertinente
resaltar que, aunque Fermat y Cavalieri
entienden un indivisible de la misma
manera, en dichos procedimientos se
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observa una caracterizacion de ellos
cualitativamente diferente en términos
de la dimensionalidad; por ejemplo,
para encontrar areas, Cavalieri utiliza
indivisibles que tienen una magnitud
de menor dimensiéon que la de la mag-
nitud del cuerpo (i. e., segmentos para
calcular areas de superficie), mientras
que Fermat, en particular en su segundo
meétodo, utiliza indivisibles que tienen
una magnitud de igual dimension que la
de la magnitud del cuerpo. Ello permite
establecer que en los trabajos de Cavalie-
ri se presenta el denominado problema
de heterogeneidad de dimensiones (cabe
resaltar que Roberval ya habia advertido
el problema de heterogeneidad presente
en los trabajos de Cavalieri, y que desde
él podemos decir que hubo un consenso
al respecto en términos de tener pre-
sente la misma dimensionalidad de los
indivisibles a la hora de calcular el area
(o el volumen) de alguna superficie, o
cuerpo). En contraste, el método de Fer-
mat no lo evidencia y, por el contrario,
se convierte en un antecedente directo
al método para el calculo de una integral
definida de Riemann, puesto que utiliza
rectangulos infinitesimales (convenien-
temente construidos) y encuentra su
area, para luego sumarlas con el objetivo
de lograr la mejor aproximacion posible
al area del segmento parabolico. Quere-
mos resaltar también que, en relacion
con el concepto de serie, por primera vez
un matematico (Fermat) de aquella época
usa este objeto de manera explicita para
encontrar dicha aproximaciéon y para
expresar, indirectamente, a

1
1_ rn+l
(una funcion racional de variable r) con

la serie geométrica 1 + rn+1 + r2n + 2
+...4Trn.n+n+.., la cual construyo
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de tal forma que la razén (rn+1) fuese
menor que uno, lo que permite notar
un uso tacito de la condicion (actual) de
convergencia para series geomeétricas, a
saber: una serie geométrica con razon s
converge si |s|<1. Este método de aproxi-
mar areas por medio del uso de series
fue reiterativo en trabajos de personajes
contemporaneos o posteriores a Fermat
como Wallis, Newton y Leibniz.

A partir tanto de la evolucion de la
simbolizaci6on, como de la geometria
analitica impulsada por Fermat y Des-
cartes, la aritmetizacion y algebrizacion
de los métodos de cuadraturas, similares
a los de Fermat, permitio otro consenso
entre los matematicos, en términos de
combinar representaciones aritméticas,
algebraicas y graficas para la obtencion
de resultados de manera heuristica, de-
jando de lado aquellos métodos geomé-
tricos que precisaban de justificaciones
rigurosas.

Ahora bien, queremos resaltar que,
tal como presupone el referente teérico
y metodologico, la comunicacion es uno
de los medios mediante el cual un co-
nocimiento puede validarse, difundirse
y, por ende, lograr consensos entre los
miembros de una comunidad; vemos,
por ejemplo, que gracias a la consolida-
cion de mecanismos de comunicacion
(personal, por correspondencia o por
comunicadores (para la comunidad de
cientificos existieron personajes que se
encargaron de esa labor -informadores
profesionales- como Mersenne, Wallis,
Boyle, Oldenburg y Huyghens, quie-
nes facilitaban la comunicacién entre
cientificos; John Collins (1625-1683),
por ejemplo, recopilé correspondencia
que trataba hechos cientificos de la
época en un libro publicado en 1712 y

titulado (Commercium epistolicum) que
se presentaron en la segunda mitad del
siglo XVII, los personajes mencionados
tuvieron la posibilidad de conocer y dar
a conocer trabajos con mayor rapidez,
logrando asi una difusién de conoci-
miento y la posibilidad de establecer
una discusion en torno a éste. Es de
resaltar que en esta época los medios
de transporte y de comunicaciéon me-
joraron considerablemente, creando
asi oficinas de diligenciamiento y de
correspondencia privada (ya existia la
correspondencia de carta de Estado) en
Inglaterra, pero que se fueron extendien-
do con cierta rapidez en Europa; a esto
se debe aunar el hecho de que tanto el
intercambio comercial como la influen-
cia de laIglesia fortalecieron, de manera
indirecta, el intercambio de pensamien-
tos. Tengamos presente, por ejemplo,
que la persecucion a ciertos miembros
de la comunidad de cientificos (entre
ellos matematicos como Descartes) por
parte de la Iglesia, no obstante el es-
tancamiento que en principio causo al
desarrollo del conocimiento, hizo que
éstos se desplazaran o bien a paises
que no presentaban obstaculos para el
desarrollo de conocimientos o a centros
creados de manera privada por reyes
0 personajes que estaban interesados
en dicho desarrollo. Asi, por ejemplo,
en Francia, se crearon las academias
College Royal, la Académie Parisienne
y la Académie des Sciences. Por otro
lado, esta limitacion trajo consigo la
creacion de nuevas doctrinas religiosas,
las cuales dieron cabida al estudio de la
naciente ciencia y también a la creacion
de academias que pretendian difundir
este nuevo conocimiento.
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Consideraciones finales
A partir del analisis realizado bajo la
aproximacion socio-epistemoldgica,
se hace evidente que realmente los as-
pectos socioculturales de un contexto
particular influyen en la construcciéon
del conocimiento. Especificamente en
la época que nos intereso6 identificamos
varios de tales aspectos, unos que mues-
tran algunas practicas sociales de refe-
rencia (e. g., el cambio de pensamiento
originado por la propuesta baconiana)
y otros, la intervenciéon de institucio-
nes externas que intervienen en dicha
construcciéon (e. g., la influencia de la
Iglesia). Precisamos que a partir de tales
practicas sociales surgieron nociones de
conceptos que estuvieron sujetas a las
mismas y que influyeron en el desarrollo
de los conceptos de serie y funcion; por
ejemplo:
Surgieron diversas interpretaciones del
concepto de indivisible que, aunque fue
considerado por todos los personajes
de la época como la minima componen-
te que conforma un cuerpo, presentd
diferencias acerca de la dimension que
éste podia tener con respecto a la del
cuerpo que conforma; es importante
tener en cuenta que para Cavalieri,
Roberval, Fermat, Pascal y Wallis, los
términos indivisible e infinitesimal
podian ser utilizados indistintamente,
aunque algunos los consideraron desde
un punto de vista geométrico (Cavalieri,
Roberval), mientras que otros, basados
en la geometria, les daban un tratamien-
to aritmético (Roberval, Fermat, Wallis,
Newton). Ademas, a diferencia de la
propuesta de Cauchy (que consideraba
los infinitesimales como variables cuyo
limite es cero), en el siglo XVII por lo
general el indivisible y el infinitesimal
eran tratados mas como una constante
que como una variable.
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Identificamos las siguientes concep-
ciones de serie en su estatus parama-
tematico:
Como herramienta, puesto que se utiliza
como representacion de una expresion
(bien sea nimero o funcion) en los pro-
cedimientos para calcular cuadraturas.
Ademas en esta concepcion hay una de
aproximacion, ya que las series apare-
cen (de manera explicita o implicita) en
tales procedimientos. Un ejemplo claro
de lo anterior puede verse para el caso
de Fermat.
Como producto, ya que de manera
explicita el resultado del calculo de la
cuadratura de una funcion se representa
mediante una serie, o lo que es represen-
tado en series es la funcién misma.
Como representacion. En cualquiera de
los dos casos anteriores vemos como
una expresion puede ser representada
mediante una serie de potencias.
Observamos la presencia de la concep-
cion de funcién como curva (analitico-
geométrica) desde los trabajos de
Roberval, Fermat, Wallis y Newton (en
tanto surge la geometria analitica) y, en
particular, como se dio un cambio hacia
la concepcién de funcién como expresion
analitica, a partir del trabajo con series
elaborado especificamente por Newton,
quien admitié6 de manera explicita que
una expresion podia ser representada
por una serie de potencias. El estudio
realizado nos permitié identificar que
las series influyeron en el desarrollo
del concepto de funcion en tanto sus-
citaron el transito entre la concepcién
de funcion como curva a la de funcién
como expresion analitica, puesto que
el uso de las series para el calculo de
cuadraturas, en primera instancia, su-
girio la aproximacion de valores reales,
paraluego permitir la representacion de
expresiones mediante series.
A partir de los resultados que en
parte hemos presentado en este reporte,
sugerimos algunas tendencias que pue-
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den ser tenidas en cuenta a la hora de
estudiar funciones o algunos aspectos
del calculo integral, teniendo como base
el uso de las series como herramienta
mas que como un concepto estructu-
rado, rescatando concepciones de serie
(ue tienen que ver con la aproximacion
y con la representacion, pero, ademas,
nociones de otros conceptos que estan
inmersos en este estudio, como el de
limite, convergencia, infinitesimal, etc.,
que muchas veces permanecen ocultos
y que, por tanto, no son problemati-
zados, hecho que conduce a que éstos
no adquieran un significado para el
estudiante.

Una de dichas tendencias consiste en

abordar el problema de cuadraturas,

el cual, como se mostr6 con algunos

ejemplos, permite problematizar

todos los conceptos anteriormente

mencionados y sugerir tematicas

de propuestas que se centren en el

estudio particularmente de:

La diferencia entre indivisibles e infini-
tesimales a la hora de calcular una cua-
dratura, entre otras cosas, para ilustrar
el problema de heterogeneidad.

Las condiciones de convergencia de una
serie, que posiblemente ellos recono-
cieron, pero no enunciaron de manera
explicita.

La busqueda de resultados utilizando
mecanismos geométricos, algebraicos
0 aritméticos, que usualmente solo se
obtienen mediante el uso del calculo
integral; caso particular de esto se pre-
senta en el trabajo de Cavalieri, en el que
a partir de hacer comparaciones entre
indivisibles geométricos establece quiza
por primera vez el resultado .

a n+l

jx”dx =
0

La busqueda de caminos alternativos
para calcular una integral definida que
no se base en el método usual de Rie-
mann, es decir, en utilizar rectangulos
infinitesimales de igual base; uno de
estos caminos es el propuesto por Fer-
mat al emplear rectangulos de bases en
progresién geométrica.

Cabe resaltar que en relacion con la
representacion en series de potencias
de una funcion aparecen dos problemas
(Ferraro y Panza, 2003), el primero que
refiere a encontrar el desarrollo en series
de potencias de una funcion daday el se-
gundo que hace referencia a determinar
cudl funcién corresponde a un desarro-
llo en series de potencias dado; es claro
que en la época abordada por nosotros
el primero de estos problemas era el de
interés (en los métodos de Fermat se
evidencia esto), lo cual contrasta con lo
que es usual en el estudio relacionado
con series, puesto que el segundo es el
de interés.

Por ultimo, sugerimos para poste-
riores trabajos de investigacion dar
continuidad a este estudio a partir de
abordar problemas, diferentes al de
cuadraturas, que permitieron que las
series influyeran en la evoluciéon de los
conceptos ya referenciados, o de abordar
contextos y épocas en las que el estatus
de la serie era considerado como objeto
matematico, de tal forma que se pueda
seguir el rastro de dicha influencia.
Consideramos pertinente, ademas, la
elaboracion de propuestas didacticas
concretas que giren en torno a rescatar
los tratamientos y las tematicas que
anteriormente se mencionaron.
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