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La historia y la gramatica de la recursién: una precisién desde la
obra de Wittgenstein

Resumen: E| objetivo principal de este trabajo es presentar el concepto de
recursion, su historia y evolucién dentro de la Teoria de la Computabilidad
y la Légica Matemadtica. En este analisis destacaré la sorprendente ausencia
de Wittgenstein en los tratamientos sobre dicha nocién, argumentando que
no estd justificada tal ausencia. De hecho mostraré que la recursién es una
propiedad central en la obra de Wittgenstein, desde el Tractatus hasta su
énfasis en la nocidn de regla gramatical. Por Ultimo, destacaré una serie de
aplicaciones derivadas de la precisién y tratamiento que Wittgenstein hizo
de tal nocién. Dichas aplicaciones seran restringidas al ambito de la Ciencia
Cognitiva del Lenguaje.

Palabras clave: Definicién por recursién, auto-inclusién, Teoria de la
Computabilidad, regla gramatical, Tractatus, Wittgenstein.

History and Grammar of Recursion: Clarifications from
Wittgenstein’s Work

Abstract: The main goal of this paper is to introduce the concept of recursion,
its history, and its evolution within Computability Theory and Mathematical
Logic. In this analysis | will stress the remarkable neglect of Wittgenstein’s
contribution to the development of this notion, and will argue that such
neglect is totally unjustified. In fact, | will show that recursion is a central
property in Wittgenstein’s work, from the Tractatus to his emphasis on the
notion of grammatical rule. Finally, | will focus on a number of applications
stemming from Wittgenstein's thoughtful reflections on the concept of
recursion. Such applications will be restricted to the domain of the Cognitive
Science of Language.

Key words: Recursive definition, self-embedding, Computability Theory,
grammatical rule, Tractatus, Wittgenstein.
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22 | La historia y la gramética de la recursién: una precision desde la obra de Wittgenstein

1. Historia y evolucion del concepto de recursién

No hay ninguna duda de que el concepto de recursion surgié en el seno
de la Teoria de la Computabilidad (una rama especializada de la Logica
Matematica). Su origen se remonta al siglo XIX y fue ya utilizado por
autores como Dedekind o Peano (Soare 1996, 1999, 2009).

Sin embargo, parece que no siempre ha sido empleado de la misma
manera. Asi, dentro de tales disciplinas significé tanto definicion por
recursion —o definicién recursiva- como computabilidad (y lo mismo
vale para ‘recursivo’ y ‘computable’; véase, por ejemplo, Soare 2009). Tal
como nos indica Kleene (1952), una definicién recursiva es un método
que sirve para definir una funcién (o predicado).! Asi, una funcién es
recursiva, esto es, esta definida, en un sentido técnico, por recursiéon
cuando para definir un argumento y hacemos uso de sus propios valores
previamente computados para argumentos menores que y; pudiendo
emplearse también funciones previamente definidas (Soare 1996, 1999,
2009; véase también Godel 1931; Kleene 1952, 2002; Cutland 1980).
Este es el sentido que constituye su significado original.

Epstein y Carnielli (1989) indican que, en su forma mas simple, la
definicion recursiva de una funcién f seria como sigue (siendo g una
funcion previamente definida): f(0) = m; f(in+1) = g(f(n)). Este sistema
de ecuaciones recursivas puede instanciarse ficilmente y de una manera
perspicua en la funcion suma (cf. Boolos y Jeffrey 1974).

a+0 =a /a+1 =a’ [caso base],
a+(b+1) = (a+b)+1 [paso recursivo].

Aunque la funcién suma se defina recursivamente, no tiene que
proceder (operar o implementarse, tanto de manera abstracta como
a tiempo real) necesariamente de manera recursiva (cf. Abelson,
et al., 1996). Una implementacién recursiva deriva de una definicién

1 Asi, las funciones no son intrinsecamente recursivas, sino que lo son en virtud de cémo
se definen. Como muestro mas abajo, y este es un punto crucial, una definicién tal es una
regla gramatical en el sentido establecido por Wittgenstein (Mota 2013).
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recursiva como la que ofrezco en este trabajo, y un ejemplo del
primer caso seria el siguiente: si se quiere computar 2+2, el procedi-
miento invoca un valor previamente computado para un argumento
menor, esto es, se computaria (2+1)+1; con lo que obtenemos 2+2
= (2+1)+1 = ((2+0)+1)+1’; pero una implementacion iterativa de
242’ puede ser como sigue: se obtiene el sucesor de 1 (1+1) y al
resultado (2) se le afade 1, y al resultado (3) se le afnade 1, hasta
que se alcanza el valor ‘4’ (lo que se puede expresar como 2+2 =
1+1+1+1). Mediante tal implementacién iterativa, una operacidon
genera sucesivamente valores desde un argumento a otro sin usar
valores previamente calculados para argumentos menores. Como
muestro mas abajo, tanto a la definicién recursiva como a la imple-
mentacion (recursiva e iterativa) subyacen reglas gramaticales en el
sentido establecido por Wittgenstein.

La funcién suma es una funcién que pertenece a la clase de las
funciones recursivas primitivas, empleadas y definidas por Skolem
(1923) y Godel (1931, 1934); siendo Godel quien, ademas, amplié la
clase de las funciones recursivas primitivas formulando la clase de las
funciones recursivas generales en 1934; éstas ultimas, por tanto, incluyen
a las primeras puesto que no agotaban todas las funciones totales que
podian definirse por recursién. Una diferencia fundamental entre la
clase de las funciones recursivas generales y la clase de las funciones
recursivas primitivas es que en las primeras la recursion se aplica sobre,
al menos, dos variables simultineamente (véase Godel 1934, 69).2

La clase de las funciones recursivas parciales fueron definidas por
Kleene (1938, 1943, 1952), e identifica correctamente la clase de las
funciones computables (Kleene 1952, 323-348). La clase definida por
Kleene recibe su nombre por el hecho de que una funcién no nece-
sita estar definida para todas las n-tuplas de numeros naturales que
toma como argumentos. Asimismo incluye a las funciones recur-
sivas primitivas y a las funciones recursivas generales como aquellas
funciones parciales para las cuales esta definido todo el conjunto de

2 Un ejemplo de funcién recursiva general es: ¢(0,y) = y(y) Def,, ¢(x+1, 0) = x(x) Def.,
o(x+1, y+1) = o(x, p(x+1, y)) Def.
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24 | La historia y la gramatica de la recursién: una precisién desde la obra de Wittgenstein

sus argumentos (esto es, como funciones recursivas totales).’ Estas
clases diferentes de funciones recursivas surgieron como respuesta
directa o indirecta a los problemas planteados por Hilbert, los cuales
incidian directamente en los fundamentos de la matematica.* Asi,
con la aparicion del programa finitista de Hilbert y con la formu-
lacién de su conocido ‘problema de la decision’ (Entscheidungspro-
blem), se convirtid en tarea prioritaria definir formalmente la nocién
de procedimiento mecanico finito (un procedimiento de decisién o
Entscheidungsverfahren) que permitiera determinar o decidir, en un
numero finito de operaciones o pasos, si una expresion (o formula)
bien formada es o no valida. Tales formulaciones constituyeron una
aproximacion a la nocion de computabilidad, representando tales
clases diversos intentos por identificar la clase de las funciones compu-
tables o calculables. Sin embargo, tales definiciones formales no
fueron las unicas soluciones dadas.

Por su parte, Church (1932) formul6 el célculo-A y posteriormente
demostré que dicho formalismo era extensionalmente equivalente a las
funciones recursivas generales, lo que le llevé a formular la famosa Tesis
de Church, que establece que toda funcién efectivamente computable es

3 Véase Mota (2013) para ver una definicion explicita de la Tesis de Kleene y la Tesis de
Turing-Kleene (que recoge la equivalencia extensional indicada por Epstein y Carbielli
1989) que establece que una funcién es computable si y sélo si es una funcion recursiva
parcial (o estd definida por el formalismo de Kleene) o, de forma equivalente, si es
computable/calculable por una mdquina de Turing; que bien podria substituir a la Tesis
de Church-Turing dado que, como sefalo en este articulo fue Kleene, y no Church, quien
identificé correctamente la clase de las funciones computables. Por otro lado, aunque el
formalismo de Kleene y el de Turing puedan ser definidos por recursién, ambos proceden
(operan o pueden implementarse) de manera diferente; pudiendo ser en el primer caso
recursivamente, mientras que en el segundo es iterativamente. Né6tese que la definicion
por recursion y la implementacién pertenecen a niveles de andlisis diferentes (sobre qué y
como, respectivamente) y conviene no confundirlos, como argumento mds abajo.

4  El formalismo, encabezado por Hilbert, es una concepciéon no-descriptivista de la
matematica, enfrentada a perspectivas descriptivstas como los realistas, que sostenian
la existencia real de los objetos matemdticos. Estos tltimos sostenfan que las ecuaciones
matematicas eran proposiciones descriptivas de una realidad (platénica o empirica). Como
muestro, Wittgenstein tampoco sostuvo una vision realista/descriptivista de la matematica
ni de la logica, pues sostenia que los objetos logico-matematicos eran construcciones o
invenciones constituidas por reglas gramaticales (cf. Mota, 2013).
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recursiva general (Church 1936).” Turing también formalizé la nocién
de computaciéon mediante el formalismo conocido como la maquina de
Turing (1937).° En su caso, la Tesis de Turing, asevera que una funciéon
es computable si y s6lo si es computable por una maquina de Turing
(Soare 2009, 373).

Uno de los autores mas resefiables que recibi6 la obra de Turing fue
Post (1921, 1943, 1944), cuyo formalismo consiste en un sistema capaz
de generar todas las proposiciones de la logica de enunciados. Asi, sea
g un enunciado de la légica proposicional y P una variable operacional
aplicada a dicho enunciado, el sistema produce un enunciado g’ que
sustituye a g. Esto se expresa en su sistema de produccion normal como
sigue: gP>Pg’ (Post 1943, 199). Su tesis, conocida como la Tesis de Post,
establece que un conjunto no vacio (como el de las proposiciones de las
légica de enunciados) es efectivamente numerable si y sélo si es deri-
vado de un sistema de produccién (normal) [derivado de su sistema
canonico (normal)] (Davis 1982; Soare 2009).”

5  Sin embargo, parece que la identificaciéon hecha por Church de las funciones computables
con las funciones recursivas generales adolecia de errores (véase Soare 2009).

6  Turing (1937) presentd un sistema formal que consistia en una mdquina de caracter
abstracto equipada con cinta potencialmente infinita dividida en cuadrados, cada uno
de los cuales podia expresar un simbolo. Asimismo, la maquina cuenta con una cabeza
lectora que escanea un unico cuadrado de la cinta cada vez. De forma muy esquematica,
dicha méquina cuenta con una serie finita de condiciones (g,...q,), que son las distintas
configuraciones de la mdquina, una serie de simbolos (por ejemplo, 0 y 1) y, un conjunto
de operaciones (como por ejemplo, escribir un nuevo simbolo; borrar un simbolo escrito;
o mover su cabeza lectora un cuadrado hacia la izquierda o hacia la derecha).Es frecuente
expresar las instrucciones de la maquina aludiendo a su estado inicial, el simbolo que esta
escaneando, el estado siguiente y la operacion a realizar. Esta cuddrupla se suele expresar
de la siguiente forma: E, 0, E, 1. Lo cual significa que la maquina esta en el estado E,
escaneando el simbolo ‘0" y pasa al estado E | al sustituir ‘0" por ‘1. Esta manera de proceder
es iterativa dado que se llevan a cabo diferentes operaciones de manera sucesiva, pasando
asi de una configuracién a otra (esto es, de un estado a otro en funcién del simbolo
escaneado y de la operacion a realizar).

7  Post (1944) también se centré6 en los conjuntos recursivamente numerables,
distinguiendo entre éstos y los conjuntos recursivos. Un conjunto S es recursivo si
se puede establecer un método efectivo —un procedimiento mecanico finito- para
determinar si, por ejemplo, un niimero entero positivo n pertenece o no al conjunto
S. Un conjunto S es recesivamente numerable si existe un procedimiento mecanico
efectivo para numerar efectivamente los elementos de S.
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Como indiqué al principio de este apartado, el concepto de recursién
se ha aplicado con cierta ambigiiedad dentro de la teoria de la compu-
tabilidad. Asi, tal y como sefiala Soare (1996, 1999, 2009), el concepto
de recursién se comenz6 a aplicar para significar ‘computabilidad’ Sin
embargo, el término ‘computabilidad’ (o ‘efectivamente computable’) se
refiere a una funcién para la que se establece un procedimiento (efec-
tivo) mecanico finito (procedimiento generativo/computacional o algo-
ritmo) por medio del cual es computada o calculada; esto es, si se ha
definido para ella una secuencia de reglas con las que, dado un input,
se obtuviera un output o valor, a través de un ndmero finito de pasos.
Desde 1996, Soare ha propuesto volver a emplear el concepto de recur-
sion en su sentido original, distinguiéndolo del de computabilidad, un
concepto relacionado pero no coextensivo, dado que hay formalismos
que no proceden recursivamente, como la maquina de Turing.

Como puede apreciarse, una rapida mirada sobre la historia y
evolucion del concepto de recursidon en su ambito de aplicacion original
muestra que no parece haber un lugar destacado para Wittgenstein, algo
que, como veremos, no representa la verdadera aportacion de este fil6-
sofo a la Teoria de la Computabilidad.

2. Wittgenstein y la definicién recursiva

Con respecto a la relacion entre Wittgenstein y la Teoria de la Computa-
bilidad, son obras de interés las de Marion (1995, 1998), Frascolla (1994)
y Odifreddi (2001), los cuales indican, por ejemplo, las relaciones entre
algunos planteamientos de Church (1932, 1936) y Wittgenstein (1922).5

8  Wittgenstein establecié en 6.02 la forma general de un numero natural mediante la
expresion ‘[x, § €]’ y en 6.021 mediante esta otra ‘[Q%x, Q”x, Q" x]. Wittgenstein
y Church presentaron una formulacién muy parecida para generar la secuencia de los
nimeros naturales. Asi, Wittgenstein aplica la variable operacional Q n veces sobre x, lo
que da lugar a la serie: x, Q(x), Q(Q(x)),... (véase 6.02 para las series propuestas). Por su
parte, Church definio la serie de los nimeros naturales bajo la formulacion del calculo-A.
De forma muy breve, el calculo-A estd basado principalmente en las operaciones de
aplicacion (una operacion F se aplica sobre un argumento X) y de abstraccion (que genera
féormulas tales como AxM, o mds explicitamente, (Ax.M[X])N donde x es una variable
en la funcién M[X] que toma a N como argumento: (Ax.M[X])N = M[N] (veamos un
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También son destacables los trabajos de Rodych (1999, 2002, 2003)
en torno a la relacion entre los desarrollos de Godel y Wittgenstein.
Otras obras que indican el conocimiento que Wittgenstein tenia sobre
los avances en la Teoria de la Computabilidad son Wrigley (1977),
Shanker (1987) y los apuntes que el propio Wittgenstein hizo sobre, por
ejemplo, el trabajo de Skolem vy las criticas al programa hilbertiano
(Wittgenstein 1974, 1975a).

Sin embargo, ninguno de ellos parece presentar de forma explicita
el papel de la recursion en la obra de Wittgenstein, presente ya desde el
Tractatus hasta su formulacién posterior centrada en la nocién de regla
gramatical (véase Mota 2013 para un ejemplo de tal relacion).

Wittgenstein distingue entre los niveles de analisis en torno a qué
hace un procedimiento mecanico finito (su definicion formal) y cémo lo hace
(cémo procede u opera), algo que se aprecia en el Tractatus (1922); siendo
el primer nivel el que se aplica a la definicién de la forma general y el
segundo a la aplicacion de la variable operacional, que caracteriza como
genera los distintos términos de la serie (cf. Wittgenstein 1975a, §154).

La primera forma general que define Wittgenstein, y de la que se
derivan las demas es la forma general de una serie de formas. Wittgens-
tein expresa tal forma como sigue: [a, x, O’x]. En 5.2522, Wittgenstein
explica en qué consiste esta notacion. Asi, “[e]l primer término...es el
comienzo de la serie de formas, el segundo es la forma de un término x
cualquiera de la serie y el tercero la forma de aquel término de la serie
que sigue inmediatamente a x”.

Este procedimiento genera series como la siguiente: a, Oa, O’Oa,
y asi sucesivamente. La operacion ‘O’ se aplica iterativamente, esto es,
de manera sucesiva, sobre su ultimo resultado producido.’ Pero, ;Qué

ejemplo: (Ax.2+x+x)1 = 2+1+1 = 4). La serie de los niimeros naturales puede generarse,
asi, mediante la aplicacion del operador F sobre X. Asi, la definicién recursiva para ambos
procedimientos es como sigue: QO”x = x (en el caso del formalismo de Church: FO(X) = X);
Q"Px = (V’Qx (en el caso del formalismo de Church: F**)(X) = F(F"(X))).

9  Un ejemplo es: Asi, ‘O°O’0’07’ es el resultado de cuatro operaciones sucesivas (iterativas)
sobre a, 0¥(a), de tal manera que la primera aplicacion sobre a, da como resultado O’a
[= O')(a)] otra aplicacién da como resultado O’'Ou [= 0O*?(a)], otra aplicacién de O’ sobre
su tltimo resultado es O°0O’0Ou [= O¥(a)] y la ultima aplicacion de O’ da como resultado
O’0’0’0u [= 0(a)] (cf. 5.2521).
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entiende Wittgenstein por operacion? Para Wittgenstein, una opera-
cién “muestra como se puede pasar de una forma de proposicion a otra”
(5.24). Dado que una serie de formas “es una serie que esta ordenada por
relaciones internas” (4.1252) y “[l]as estructuras de las proposiciones
estan en relaciones internas entre si” (5.2), se puede concluir que una
serie de proposiciones es una serie de formas.'® La serie de los nimeros
naturales también es una serie de formas, tal y como sefiala Wittgens-
tein en 4.1252. En este sentido, “[l]a relacion interna que ordena una
serie equivale a la operacion mediante la que un término resulta a partir
de otro” (5.232), siendo posible s6lo de esta manera “la progresién de un
término a otro en una serie de formas” (5.252).

Dicho esto, podemos aplicar ahora los dos niveles anteriormente
citados sobre la generacion de una serie de formas. Asi, podemos decir
que lo que hace este procedimiento es definir/generar recursivamente
términos de la serie. De este modo, la serie (y cada término) esta definida
por recursion en el sentido técnico arriba precisado. Por su parte, como hace
el procedimiento para generar tales términos queda explicado mediante la
aplicacion sucesiva (iterativa) de la operacién O’ sobre el ultimo elemento
generado en cada paso. Formalmente, este procedimiento puede definirse
recursivamente como sigue (Mota 2013, §2); siendo la primera ecuacion
el caso base y la segunda ecuacion el paso recursivo:

Def.
00(q) = a,
O™ (a) = 0’0" (a).

Este analisis se aplica exactamente igual al procedimiento meca-
nico finito que queda expresado mediante la forma general de una
proposicion que Wittgenstein presenta en 6: [p~, £, N(§7)]. El primer
término de la expresion se refiere al conjunto de las proposiciones base
o elementales, el segundo término se refiere a una variable proposi-
cional (véase 5.501) y el tercer término es aquel que se obtiene al aplicar

10  De hecho, Wittgenstein establece que las funciones de verdad pueden ordenarse en series
(5.1).
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la operacion N () a £~ (véase por ejemplo, 5.502 y 5.51).!" De este modo,
por medio de la negacién conjunta, podemos hacer surgir una nueva
proposicion N(§7) a partir de §, previamente generada. Asi, “[1]a opera-
cion es lo que le ha de suceder a una proposicion para hacer surgir otra
distinta a partir de ella” (5.23), y como el propio Wittgenstein se encarga
de establecer, “[e]sto no dice sino que toda proposicion es un resultado de
aplicaciones sucesivas [iterativas] de la operacion N(§7) a proposiciones
elementales” (6.001; véase también 6.002).

Dado que la serie de las proposiciones es una serie de formas (y por
tanto los niveles de andlisis arriba sefialados se aplican de igual manera), tal
forma general puede definirse recursivamente como sigue (Mota 2013, §2):

Def.

N(p,q) = p.g,
N(n)’(p,q) — N’N(”'I)’(p,q).lz

Por ultimo, Wittgenstein también proporciona un procedimiento
mecanico finito que permite definir/generar la serie de los nimeros
naturales; serie sobre la que se sustenta toda la aritmética. Asi, la
forma general de un nimero natural (o entero positivo) es ‘[0, , & +
1]’ Lo que hace el presente procedimiento es generar recursivamente
la serie de los nimeros naturales: I, (I)+1, ((I)+I)+L (((I)+I)+I)+I, y asi
sucesivamente (Wittgenstein 1978); aplicando sucesivamente (iterati-
vamente) la operaciéon ‘+1’. Su definiciéon formal, al ser una serie de
formas, es igual que la que he presentado en relacién con la forma
general de una serie de formas."

11  Como el propio Wittgenstein sefiala en 5.502, “N(§") es la negacion de todos los valores
de la variable proposicional £”. Por tanto, como indica en 5.51, si § = p, entonces N(§") =
(FVFV) (p). Por otra parte, si £ = p,g, entonces N(§7) = (FFFV) (p,q). Asi, la operacién
N(&) es equivalente a la operacion de la negacién conjunta, la cual se representa por
medio de la barra de Sheffer (Mounce, 1981).

12 Nétese que esta definicién se aplica de igual manera para § = p.

13 Es crucial, siguiendo mi argumentacién, entender que no hay nada intrinsecamente
recursivo en una expresion como ‘(((I)+I)+I)+I;, dado que ((I)+D)+D)+I = I+I+I+I o
(((M+I)+I)+I = (I+I)+(I+1I), dos definiciones no recursivas. La recursion no es en absoluto
una propiedad de las expresiones aisladas, sino de la regla: Q™I = Q1.
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Es posible generalizar la formulacién de la forma general de una
serie de formas a la forma general de un procedimiento mecanico
finito. Tal forma general expresa lo que es comun a todos ellos como
sistemas matematicos formales (expresa, por tanto, una variable).
Asi, todos los procedimientos mecanicos finitos presentados en la
seccidn anterior y en la actual constan de un conjunto de inputs
base (07), una variable que puede adoptar el valor de un subconjunto
de dichos inputs (¢7) y una variable operacional (O( )) que genera
nuevos valores (O(¢e”)) haciendo uso de valores previamente compu-
tados (¢7). Esta formulacion puede resumirse en al siguiente expresion:
[07 €7 O(e”)] (Mota 2013, §2).

Asi, sean los inputs base nimeros naturales o enunciados de lalogica
proposicional, y adopte la variable operacional O( ) el valor que adopte
(por ejemplo, la operacién de sumar, como en el caso de las funciones
recursivas; los operadores de la légica proposicional, como en el caso
de los formalismos de Wittgenstein o Post; o las operaciones que lleva
a cabo una maquina de Turing) se pueden definir para todos ellos la
siguiente serie: £7, O¢™, OO¢™.... y asi sucesivamente. La iteracion caracte-
riza cémo se genera cada término mediante la aplicacion iterativa de la
variable operacional en cada paso, pero cada uno de sus términos y, por
tanto, toda la serie, se define por recursion (ibid.):

Def.
OO(e™) = &7,
O™(e”) = 0’0" D(e7).

Como sefialé Wittgenstein (1975a, § 154), un sistema formal, como
lo son todos y cada uno de los sistemas arriba mencionados, es una serie
de formas, esto es, cada uno de sus términos estan ordenados por rela-
ciones internas, tal y como acabo de explicar.

Veamos varios ejemplos. En el caso de las funciones recursivas,
podemos ilustrar lo dicho mediante la funcién suma. Un ejemplo
concreto de la serie formal ‘€7, O¢~, OO¢™... puede ser 2+2, 2+2+1,
2+2+1+1... Tal serie puede definirse recursivamente mediante el
siguiente sistema de ecuaciones recursivas:
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0(2,2) = 2,2 (=[(2+2) = (2+2))),
0?(2,2) = 0°0"(2,2) (=[(2+4) = (2+3)+1]).

Tal sistema puede expresarse en el formalismo de Wittgenstein,
aqui reproducido como [Q%x, Q"x, 3”x]. Asi pues, sea la serie de defi-
niciones Q%*?’x, Q@¥’x, Q*’x vemos que:

Q2% = Q20%x (=[Q%x = x]),
Qe = QI (=[Q7x = CQTx]).

Pero esta misma forma general, puede aplicarse con la misma
correccion al formalismo de Post, el cual es capaz de generar todas
las proposiciones de la logica de enunciados. Recordemos que si a g
(un enunciado de la légica proposicional) se le aplica P (una variable
operacional) el sistema produce un enunciado g’ que sustituye a g. Asi,
podemos decir que lo que hace tal procedimiento es definir recursiva-
mente las proposiciones de la logica de enunciados como sigue:

Def.
P(O)’(g) = g,
P™(g) = P’PoD(g).

Asi, vemos como las distintas proposiciones de la légica de
enunciados se generan mediante sucesivas aplicaciones de la variable
operacional P sobre g. Por otro lado, los paralelismos entre este forma-
lismo y el presentado por Wittgenstein en su Tractatus, presentado unas
lineas mas arriba, resulta bastante claro.

Por otro lado, la forma general arriba definida también es aplicable
al formalismo de Turing. Asi, partiendo de un input base, por ejemplo, el
simbolo ‘0; este formalismo genera, aplicando las diferentes operaciones
arriba sefialadas (ver nota al pie 6), los distintos términos de la serie. Tal
serie es igual que la que he presentado arriba: 0, O(0), 00O(0),...y asi
sucesivamente. Veamoslo en un diagrama de estados:

...0000... (esta es la cinta simplificada)
a. La primera instruccién es: E , 0, E, 1: la maquina, estando en E_
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escaneando ‘0; pasa al estado E, substituyendo ‘0’ por ‘1™:
.1000... [E, se define como O sobre 0]

a. En este segundo paso, las instrucciones son: E, 1, E,, >: la
madquina, estando en E, escaneando ‘1 pasa a E, moviéndose a
la derecha:

[E, se define como O sobre E 0 como O sobre O(0)]

b. En el tercer paso, las instrucciones son: E,, 0, E,, 1: la méquina,

estando en E,, escaneando ‘0; pasa a E_ substituyendo ‘0" por ‘1:
.1100...[E, se define como O sobre E o como O sobre O’0(0)]

('y asi sucesivamente hasta que la maquina se detlene, omito aqui ese paso)

La formalizacién que present6 Turing no estaba expresada mediante

sistemas de ecuaciones, pero seria posible hacerlo, tal y como muestro
a continuacion:

Def.
07(0) =0,

O™’(0) = O’0"-(0).

Vemos asi que la primera ecuacion expresa el esto E| de la maquina,

mientras que la segunda ecuacion expresa la definicidn recursiva de los
distintos términos/estados. Es importante sefialar que ‘O’ es una variable
operacional cuyos valores son las distintas operaciones que realiza la
maquina de Turing. Esto sélo indica que la serie generada por una maquina
de Turing puede definirse recursivamente y esto es correcto en el nivel de
analisis relacionado con qué hace tal procedimiento. Sin embargo, respecto
a como procede u opera es claro que lo hace iterativamente, pasando en
sucesion de un estado a otro.

Esta forma general de un procedimiento mecanico finito deriva, pues,

de la forma general de una serie de formas, definida en el Tractatus.!* Como

14

Las distintas formulaciones de los diferentes procedimientos no son sino instancias
del concepto formal de procedimiento mecanico finito definido en el Tractatus Logico-
Philosophicus por Wittgenstein en términos generales de una serie de formas. Asi, como
operan o proceden los distintos procedimientos mecanicos finitos (iterativamente una
maquina de Turing o recursivamente una funcién recursiva) no es esencial a dicho
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he mostrado, tal forma general puede definirse recursivamente. Pero una
definicién recursiva del tipo ‘a+b’ = (a+b)+1’ 0 ‘0™’(0) = O’0"-P’(0)’ no
expresa sino una regla gramatical (Mota 2013). Es turno, por tanto, de
analizar en qué consisten las reglas gramaticales.'® Siguiendo a Wittgens-
tein en las Observaciones Filosoficas (1975a, § 7), vemos que las reglas
gramaticales “no permiten que se les justifique mediante la descripcién
de lo representado. Toda descripcion asi presupone ya las reglas de la
gramatica”. Es decir, una regla no es gramatical si puede ser justificada
“por el hecho de que una representacion acorde con ella coincida con la
realidad” (Wittgenstein 1974, §134). Por tanto, un criterio claro y seguro
para hablar de regla gramatical es su imposibilidad de justificaciéon
mediante una realidad (empirica o platonica) independiente de la regla.
Por esta razon, Wittgenstein (1974, § 133), indica que la reglas gramati-
cales “no tienen que rendirle cuentas a ninguna realidad”. Por ejemplo,
no puede haber discusion sobre si las reglas para una palabra cualquiera
son correctas o adecuadas dado que las reglas no dependen de ningun
significado (éste no es una realidad independiente de la regla), lo consti-
tuye; toda discusion en torno a su significado presupone ya la regla, pues
sin ella la palabra no tendria significado. Otro ejemplo muy claro con
respecto a la imposibilidad de acudir a una realidad independiente para
justificar una regla (gramatical) lo encontramos en la Gramadtica Filosé-
fica (§ 133), cuando Wittgenstein indica que aquellas son arbitrarias al
igual que una unidad de medida en el sentido de que la eleccién de una
unidad de medida (que no es mas que un sistema de reglas del tipo ‘Im
= 1000mmn’) es independiente de las propiedades fisicas del objeto de la

concepto formal. De este modo, las diferencias intensionales son vélidas y muy relevantes
para identificar, por ejemplo, cudles pueden ser las formulaciones de un procedimiento
mas claras y perspicuas, pero no para formular la forma general (el concepto formal) de un
procedimiento mecdnico finito, puesto que todas ellas caen bajo dicha forma general. La
razén fundamental es porque lo esencial a todo procedimiento es lo que todos ellos tienen
en comun entre si. Lo esencial es, asi, lo recogido en la forma general (Mota 2013, §2).

15 La nocién de regla gramatical comienza a aparecer en las Observaciones Filosdficas, un
texto que contiene las reflexiones de Wittgenstein a su llegada a Cambridge en 1929.
Es una nocién que no aparece en el Tractatus explicitamente pero que posteriormente
Wittgenstein iba a mostrar que estaba en la base de formulaciones tan importantes como
la forma/término general de una serie de formas.
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medida. Por tanto, un sistema de reglas gramaticales (como el octaedro
para los colores) es independiente de las condiciones en las que se puede
tener una post-imagen roja, lo cual puede establecerse mediante un expe-
rimento, pero lo primero no; la gramatica es a priori (Wittgenstein 1975a,
§ 1); y lo es precisamente porque no hay una realidad independiente que
pueda servir para justificar la gramatica, pues sin ella, las palabras para
los colores, por ejemplo, no tendrian aun significado. Toda descripcion y
relacion entre colores presupone ya la gramatica.'

En el dominio de la matematica, el propio Wittgenstein (1975b, 48)
indica que expresiones matematicas como 2+2 = 4’ son reglas. Concre-
tamente, son reglas que en enunciados empiricos permiten poner 2+2’
en lugar de ‘4’ (cf. Wittgenstein 1975b, 82). No hay duda, por tanto, que
las ecuaciones matematicas son reglas gramaticales, dado que el inter-
cambio entre expresiones no depende de las propiedades de los objetos
que aparecen en enunciados empiricos del tipo ‘dos piedras + dos piedras
= cuatro piedras. No se puede acudir a una realidad independiente de la
regla, como pueda ser la realidad empirica (obviamente, tampoco seria
adecuado acudir a una realidad platonica) para justificar la regla, pues el
intercambio entre expresiones presupone ya la regla.!” Por tanto, ver que
242’ es intercambiable con ‘4’ no depende de ninguna comparacion con
los hechos (cf. 6.2321). Por otro lado, conviene indicar que Wittgenstein
expresd claramente en su Tractatus que “las proposiciones de la mate-
matica no expresan pensamiento alguno” (6.21). Asi, las ecuaciones
matematicas, como las proposiciones de la légica, carecen de sentido,
no dicen nada, no son una figura ni una descripcién de una realidad
independiente. Mounce (1981, 63) indica algo parecido: “no dicen nada
ni sobre el mundo ni sobre su propia forma”. La regla muestra (no dice)
que podemos substituir 2+2” por ‘4’ constituyendo, de este modo, el

16 Las reglas no gramaticales o no convencionales como las reglas de cocina si pueden
justificarse por medio de una realidad independiente de la regla. Asi, una regla es correcta
si al seguirla pretendemos obtener un buen sabor (Wittgenstein 1974).

17  Este intercambio o substitucion entre expresiones es “el método que utiliza la matematica
para llegar a sus ecuaciones [...]”; “las ecuaciones expresan la substitutibilidad de dos
expresiones; y pasamos de cierto niimero de ecuaciones a ecuaciones nuevas al substituir
unas expresiones por otras de una manera que responda a las ecuaciones.” (6.24)
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significado de ambas expresiones. Asi, “la aritmética es la gramatica de
los numeros” (Wittgenstein 1975a, § 108) y su representacion perspicua
mostrara propiedades relevantes de las ecuaciones a las que subyace.

Una de tales reglas es la definicién recursiva, expresada como ‘a+b’
= (a+b)+1’ Una definicion tal, es, como el propio Wittgenstein (1975a,
§163) senala en las Observaciones Filosdficas, una regla fundamental del
sistema que nos indica cémo puedo proceder (y como tal, no se puede
aseverar o negar). Del mismo modo, en la Gramatica Filosdfica, nos indica
que “es una regla para la construccion de reglas de sustitucion, o también
el término general de una serie de definiciones [formas]” (1974, 36, 851)."®

Como acabo de mostrar, no hay una realidad independiente que
pueda servir para justificar la regla gramatical. De forma similar, la
propiedad de la recursidon no se puede justificar acudiendo unica-
mente a la organizacién interna de las estructuras gramaticales
(véase la siguiente seccidon) o de datos (como ‘(a+b)+c’). Asi, la ecua-
cién “2+2 = (2+1)+1” expresa una regla recursiva que muestra que
se puede intercambiar 2+2’ con ‘(2+1)+1’."° Las ecuaciones mate-
maticas expresan, asi, reglas gramaticales en el sentido en que las
emplea Wittgenstein, y constituyen propiedades como la recursion.
Podemos decir, por tanto, que un subgrupo propio de tales reglas
gramaticales son las reglas recursivas, fundamento de la propiedad
de la recursion del calculo que constituyen (Mota 2013).

Sorprende, pues, ver que en algunos articulos que se ocupan explici-
tamente de la historia y evolucion del concepto de recursion no aparezca
Wittgenstein como uno de los autores con aportaciones significativas a
la Teoria de la Computabilidad (por ejemplo, uno de los autores que

18  Esta cita es de crucial importancia para entender la continuidad de pensamiento entre
los primeros trabajos de Wittgenstein y sus posteriores escritos, teniendo ala propiedad
de la recursion como eje central. Asi, tal y como he mostrado, la forma general de una
serie de formas, por ejemplo, ‘[0, §, & + 1]} expresa una regla (gramatical) del tipo ‘(a+
(€ + 1)) = (a+ §)+1’ El caso base seria ‘0+a = a’; siendo el rango de a todo nimero
natural considerando el 0 como tal.

19  Notese que la organizacion interna de ‘((2+2)+1)+1" no justifica la recursién, dado que una
regla como 3+3 = ((2+2)+1)+1; aunque similar, no es una regla recursiva. La operacion
se llama a si misma, pero no se acude a valores previamente computados para argumentos
menores (3+2, 3+1, 3+0) del modo especificado por una regla recursiva.
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omite tales observaciones es Soare 1996, 1999, 2009). Sin embargo, tal y
como muestro aqui y en trabajos anteriores (Mota 2013), Wittgenstein
realiza una aportacion mas que reconocible a la historia y evolucién de
la nocion de recursion, y por tanto, a la Teoria de la Computabilidad y la
Logica Matematica.

En el siguiente apartado presentaré algunas de las consecuencias
que sus formulaciones pueden tener en otros dominios, como el de la
Ciencia Cognitiva del Lenguaje, en el que la nocién de recursién ha
cobrado gran importancia.

3. Larecursién como problema empirico

Es de sobra conocida la aportacion de Wittgenstein a la Psicologia y a la
Ciencia Cognitiva (Wittgenstein 1958, 1980a, 1980b, 1982, 1992; Proudfoot &
Copeland, 1994; Proudfoot, 2009; Racine & Miiller, 2009; Susswein & Racine,
2009). Sin embargo, no es frecuente encontrar una relacion explicita entre
los planteamientos de Wittgenstein en torno a la nocién de recursion y
la nocién de forma general, por un lado, y otros planteamientos dentro de la
Ciencia Cognitiva en los que la recursion sea una propiedad central de,
por ejemplo, el procedimiento computacional (generativo) que subyace a la
facultad del lenguaje, como es el caso de la formulacién de Noam Chomsky
(véase Mota, 2013, para un andlisis de esta relacion).

Asi, la propiedad de la recursividad ha suscitado mucho interés
en el campo de la ciencia cognitiva. Es muy conocido el ya clasico
trabajo de Hauser, Chomsky y Fitch (2002) en el que proponen que la
recursion es una propiedad central de la facultad del lenguaje. Estos
autores toman como referencia el Programa Minimista previamente
formulado por Chomsky (1995). Para Chomsky (1959, 1995, 2005, 2007,
2008, 2010, 2011, 2012), el lenguaje, esto es, el Lenguaje-I, puede ser
entendido como un procedimiento generativo o sistema de computo
capaz de generar una cantidad potencialmente infinita de expresiones
jerarquicas internas. De este modo, la teoria de la gramatica, que
comprende el estudio del lenguaje asi entendido, es el estudio de una
clase especial de funciones recursivas dentro de la teoria de la compu-
tacion (Chomsky 1959, 2012).
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Sin embargo, en la Ciencia Cognitiva el concepto de recursion
también se aplica a la organizacion interna de las estructuras que
estudia. Asi, una estructura recursiva se define como aquella en la cual
un constituyente (0 una estructura A) contiene a otro constituyente (o
estructura B) del mismo tipo (Pinker y Jackendoft 2005; Moro 2008;
Karlsson 2010; Kinsella 2010). Ejemplos de tales estructuras son tanto
“[la casa de [la sierra]sN]sN es de piedra” (dos SN, cf. Karlsson, op. cit.,
p. 51), como “[el ratén [que el gato [que el perro perseguiao mordié]o
corriaJo” (dos clausulas de relativo, cf. ibid.).

Este uso del término ‘recursion’ anade un significado adicional que
nada tiene que ver con su sentido original, a saber, el de auto-inclusién
(self-embedding). Asi, de acuerdo con Chomsky (1965), una estructura
con auto-inclusion es aquella en la que el sintagma (o estructura) A esta
auto-incluido en B si A estd anidado en B y, ademads, A es un sintagma
(o una estructura) del mismo tipo que B (véase que Chomsky no alude
al concepto de recursion).

Por su parte, Moro (2008), muestra que todos los sintagmas,
como por ejemplo, muchas casas viejas, presentan el esquema asimé-
trico siguiente: [Especificador-[Niicleo-Complemento]]. Asi, el espe-
cificador es muchas, el nuicleo es casas y el complemento es viejas.
Como seniala Moro (op. cit., p. 71), tanto el especificador como el
complemento (que anaden diferente informacion sobre el nucleo)
pueden presentar el mismo esquema asimétrico, que aplicado al
esquema anterior seria [...Niicleo...-[Nicleo-[...Niicleo...]]]. Este
uso de recursion, sin embargo, sigue significando lo mismo que en el
caso de los constituyentes, a saber: auto-inclusiéon —esquemas dentro
de esquemas del mismo tipo-.

Emplear de manera superficial el concepto de recursion para signi-
ficar ‘auto-inclusion’ refleja una falta de precision conceptual y produce
confusion dentro de la Ciencia Cognitiva. De hecho, aquellos trabajos
que han tratado de precisar la nocién de recursion dentro de la teoria
sintactica, cometen el error de creer que en cada clase de funciones
recursivas se define de manera distinta la nocién de recursion (tal es
el caso de Tomalin, 2007, 2011). Esto es un error porque la nocion de
recursion es invariable respecto de la cantidad de argumentos que se
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definen; todas ellas son recursivas por la misma razén, esto es, porque
para definir un nuevo valor se hace uso de un valor/valores previamente
computado/s para argumentos menores.

Tal y como defiendo en otro trabajo (Mota 2013), Chomsky ha
empleado correctamente la recursién como propiedad que define su
procedimiento generativo. En ese mismo trabajo defino recursivamente
de forma clara tal procedimiento, cuya operacion basica es Merge: la
forma general de Merge se puede formular de la siguiente manera,
siguiendo la notacion de Wittgenstein: [N, O, M(O)]. Asi, N hace refe-
rencia a items léxicos y objetos sintacticos que configuran la nume-
racion, O hace referencia a un objeto sintictico cualquiera de la serie
generada y M(O ) hace referencia a un objeto sintdctico nuevo generado
a partir de O, mediante la aplicacion de M (). Asi, sea la numeraciéon
N = {Juan, canta, muchas, canciones}, lo que Merge hace es tomar dos
items léxicos (definida aqui como una operacion binaria) ‘muchas’ y
‘canciones’ y forma el objeto sintactico {muchas, canciones} = {X,Y}.
Mediante otra aplicacion, Merge genera un nuevo objeto sintactico
{canta, {muchas, canciones}}, formado a partir de un objeto previa-
mente computado ({muchas, canciones}); por ultimo, Merge genera
{Juan, {canta, {muchas, canciones}}}. Asi, y de manera esquematica,
vemos que lo que Merge hace (esto es, generar/definir recursivamente
objetos sinticticos, independientemente de su estructura interna, como
muestro en la definicién formal) queda expresado mediante la siguiente
serie: O, MO, M'MO....; en el ejemplo: O, = = 5 M. .. O, has
cancionesp Muan Mcanta OS puchas, canciones ESLO puede definirse recursivamente
de manera formal como sigue (Mota, 2013, nota 2):

> >

Def.
MP(0) =0,
M™(0) = M'M™D(0).

Por otra parte, Chomsky (2007, p. 6; 2008, p. 139) ha insistido en que
el modo de operar (como procede, o puede implementarse de manera
abstracta) de este procedimiento generativo es aplicando iterativamente
la operacion Merge. Asi, la aplicacion iterativa queda descrita mediante
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la siguiente serie, que muestra, en cada paso, las n veces que Merge se
aplica de forma sucesiva, lo cual puede generar todo tipo de expresiones
(con auto-inclusion o no) del lenguaje natural: M@, MW, M@,..., M™.
Vemos, pues, que las estructuras con auto-inclusién no justifican la
propiedad de la recursion.

Es posible formular de la misma manera la propiedad de la recur-
sion en su anterior caracterizacion (empleada en los afios 60) del sistema
generativo, a saber, un sistema de reglas de rescritura, basado en el
formalismo de Post (Chomsky 1965). Veamoslo en el siguiente ejemplo:

Lo que hace un sistema de produccion tal y como lo aplica Chomsky, es
especificar recursivamente las oraciones de un lenguaje (Chomsky y Miller
1963). Esto, formalmente puede formularse como sigue: Sea R un conjunto
de reglas, s una estructura generada/especificada por esas reglas y R(s) una
nueva estructura generada/especificada por medio de la aplicacion de R( )
sobre una estructura previamente generada/especificada s, podemos definir
recursivamente tal generacion/especificacién como sigue:

Def.
R@'(s) =s,
R™’(s) = RR™V(s).

Este sistema de ecuaciones recursivas expresa que cada nueva estruc-
tura (sea una estructura con auto-inclusion o no) se define o se especifica
en funcion de estructuras previamente generadas. Ademas, una formulacion
tal da cuenta de la generacion potencialmente infinita de expresiones
lingiiisticas. Esta definicién recursiva guarda un gran parecido con los
sistemas de produccion de Post, tal como los he definido mas arriba.

Ahora, conviene detenerse un momento para analizar las reglas espe-
cificas de una gramatica. Dentro de la teoria de la gramatica, una regla
del tipo 2->eX se dice que es recursiva. Es recursiva porque el elemento
que aparece al lado izquierdo reaparece en el lado derecho de la flecha
(véase por ejemplo Luuk y Luuk, 2011). Si a esa regla le anadimos >-¢,
tenemos un sistema con dos reglas: £->eX; X->¢. Un sistema asi, genera
recursivamente, tal y como he indicado en la definicién arriba presen-
tada, series tales como g, €, ece,..., que puede expresarse como ¢, Re, al
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aplicar R sobre ¢, R'R’e y asi sucesivamente. De este modo, obtenemos
una serie de formas. Vemos pues que las dos formulaciones hechas
por Chomsky (en términos de sistemas de produccion y en términos
de Merge) no son sino instancias de una forma general de una serie de
formas, a las cuales subyacen reglas gramaticales wittgensteinianas.

Por otro lado, conviene sefialar que no es una aseveracién adecuada
decir que lo que hacen las reglas de rescritura puede caracterizarse mediante
la auto-inclusion (un ejemplo de tal aseveracion es Fitch, 2010). Lo que
sencillamente hacen es definir/generar una nueva descripcion estructural
desde una previamente generada (Post 1921). En este sentido, Post no
parece especificar en sus obras las reglas con la propiedad de la auto-inclu-
sion, por lo que no es adecuado relacionarlas con dicho término. Asi, un
sistema como X->€X; ¥->¢ no expresa sino reglas de un calculo que permite
generar 2, €, g, €eg, lo que equivale a X, RZ, RRZ, RRRX. A una serie
tal subyacen, como he mostrado en el apartado anterior, reglas gramati-
cales wittgensteinianas. Asi, para generar eeg, el sistema aplica eX->eeX (lo
cual quiere decir que las expresiones de lado izquierdo se rescriben por las
del lado derecho), que puede reformularse como ‘eeX = R(eX). Esta ultima
formulacion es una regla del tipo ‘a+b’ = (a+b)+1, es decir, reglas gramati-
cales que constituyen un calculo y no muestran sino que las expresiones son
intercambiables. Muestran, por tanto, que un valor se computa haciendo
uso de valores previamente computados y que un valor se substituye por
otro, por lo que la nocién de auto-inclusién no es adecuada para caracte-
rizar el calculo. Es en este sentido técnico en el que hay que tratar tales reglas
como recursivas y no tanto en el que emplean, por ejemplo, Luuk y Luuk.

Diversos trabajos han discutido el papel central de la recursion en
el dominio del lenguaje, pero desplazando el debate hacia la nocién de
auto-inclusion arriba mencionada. Un buen Ejemplo son los trabajos
de Everett (2005, 2009) sobre la lengua Pirahd, en la que parece que
estan ausentes estructuras con auto-inclusion.

Quiza, el ejemplo mas claro lo constituye Jackendoft (2011),
cuando senala que hay dos tipos de recursion, que denomina como
recursion formal y recursion estructural, respectivamente (op. cit., pp.
591-592). La primera de ellas se aproxima muy ligeramente a la nocién
de recursion en sentido original que he tratado arriba (de hecho se
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aproxima mucho mas a la de iteracion), y especifica que un conjunto
de reglas es recursivo si pueden aplicarse a su propio resultado un
numero ilimitado de veces a partir de un conjunto de items primitivos
o no definidos (op. cit., p. 591). En cambio, la segunda nocion se ajusta
a la definicion, que acabo de presentar, de ‘estructura recursiva. Asi,
Jackendoft (op. cit., p. 592) establece que una estructura es recursiva
si pueden incluirse constituyentes dentro de otros (del mismo tipo)
con una profundidad ilimitada. Después de establecer tal distincion,
Jackendoft (ibid.) sostiene que de ambos usos de recursion, el de recur-
sion estructural es mas util para los propdsitos de la Ciencia Cognitiva.
Asi, en el lenguaje natural, nos dice Jackendoff, tenemos que establecer
primero su dominio de recursion estructural y, si podemos hacerlo,
entonces podemos concluir que las reglas que definen el dominio son
formalmente recursivas. En otras palabras, segtn Jackendoff, podemos
inferir la recursion formal a partir de la recursion estructural.

Pero la auto-inclusién no determina ni conceptual (es decir, desde un
punto de vista logico o formal) ni empiricamente la recursion, por lo que la
aseveracion de Jackendoft sencillamente no es valida. Asi, por ejemplo, una
expresion como ¢(a,x) = y(¢(a,x-1)) expresa una definicion recursiva en la
cual no hay rastro de auto-inclusiéon. Como se ha sefialado mas arriba, esta
ecuacion muestra que la expresion del lado izquierdo (¢(a,x)) se puede
reemplazar/substituir/intercambiar (no auto-incluir) por la del lado derecho
(y(¢(a,x-1))), en donde ¥y ¢ son dos funciones diferentes.?® Por otro lado,
la recursion se encuentra en el hecho de que para definir un nuevo valor se
hace uso de un valor previamente computado para un argumento menor, es
decir, se hace uso de la definicion por recursion, pero ninguna de las expre-
siones por separado es recursiva; sino la definicion, la regla que subyace y
que constituye dicha ecuacion matematica (Mota 2013).

20 No hay que confundir el hecho de que en ambos lados del signo ‘=" aparece la funcion f
con la definicién de auto-inclusion. Asi, lo unico que indica lo primero es la auto-llamada,
restringida y determinada por el hecho de que para definir un valor se hace uso de un valor
previamente computado para un argumento menor por esa funcion, de ahi su presencia
en ambos lados. Sin embargo, esto no significa ni que la funcién inserte valores dentro
de valores del mismo tipo (algo que no tiene ningtin sentido) ni tampoco que la nocién de
recursion se defina aqui en el sentido de la auto-inclusion. En este caso, la nocién de recursion
se emplea en su sentido técnico original.
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Asi, la recursion es una propiedad del calculo, tanto si lo que se
estudia es su definicion formal, como en el caso de Merge, como silo que
se estudia es el algoritmo que caracteriza el procesamiento de, digamos,
oraciones del lenguaje natural. Como muy bien indicé Kenny (1990)
es una cuestion empirica determinar qué algoritmo subyace al proce-
samiento de tales oraciones —esto es, descubrir qué valor computa una
funcion gramatical para unos argumentos dados; viendo, por ejemplo,
el tiempo que tarda en dar una respuesta-. Ciertamente podemos
averiguar mediante un experimento qué algoritmo se esta aplicando
en la resolucion de una tarea, pero, afiado, no estamos, por ello, compro-
bando experimentalmente sus propiedades. Recuérdese, la recursion es
una propiedad de las reglas gramaticales (recursivas) que constituyen
el calculo (Mota 2013, nota 3); una regla que en enunciados empiricos
permite substituir un valor previamente computado para un argumento
menor por el valor que se define para el/los argumento/s actual/es; lo
cual presupone ya le regla. Sin embargo, esto no significa que una regla
gramatical (o las propiedades que constituye) sea susceptible de confir-
macion o disconfirmacidon empirica. Como he indicado mas arriba, una
regla tal, una definicion recursiva, no puede negar o aseverar nada, pues
no dice ni describe nada, sefiala como puedo proceder. Por tanto, la
substitucion constituida por una regla recursiva no depende de ninguna
comparacion con los hechos. La recursién no es una propiedad que
pueda ser probada (confirmada/disconfirmada) experimentalmente.

Por tanto, no podemos justificar, ni inferir, la propiedad de la recur-
sion, si la entendemos en su sentido original, a partir de la organiza-
cion interna de las estructuras con auto-inclusion (X dentro de X
del mismo tipo), cuyas propiedades son independientes de la regla
recursiva; igual que no se puede acudir al valor X para inferir si
éste ha sido definido por recursién.?! Asi, la nocién de recursiéon

21  Enel campo de la Ciencia de la Computacion se entiende que expresiones como ‘(x+y)+2’
0 ‘wx(xx(yxz))’ son recursivas en el sentido de que un componente contiene a otro del
mismo tipo. Este no es el sentido original de recursion. Este tltimo ha de entenderse como
una propiedad de una regla y no de una expresion aislada. Una regla recursiva constituye
el punto de vista especifico desde el que contemplar la igualdad de significado de dos
expresiones (cf. Wittgenstein, 6.2323).
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en Ciencia Cognitiva deberia reservarse a su sentido original para
evitar la confusiéon conceptual que supone identificar la auto-inclu-
sion con la recursion.

Conclusiones

Las principales conclusiones que se derivan de este trabajo son las
siguientes: (1) Wittgenstein debe considerarse como un autor central en
los estudios sobre la historia y la evolucién (asi como la precision) del
concepto de recursion, pues presenta un analisis claro y sin ambigiiedad
sobre la definicién recursiva.

(2) Wittgenstein es un autor central en el dominio de la Teoria de
la Computabilidad y la Légica Matematica, tanto por su discusion en
torno al programa hilbertiano, como por sus propuestas, las cuales
pueden recoger lo que es esencial a todo procedimiento mecanico finito.

(3) La nocioén de regla gramatical, tal como es formulada por Witt-
genstein, es basica para entender la nocién de recursidn, tanto dentro
de la Teoria de la Computabilidad como fuera de ella. Una compren-
sién de dicha nocidn, junto de otras que he presentado aqui, las cuales
muestran, por otro lado, una continuidad de pensamiento, permitira
entender la nocién de recursiéon en sentido técnico y evitar asi una
confusion conceptual que oscurece su sentido original.
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