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REsumo: Neste artigo, temos por objetivo apresentar o conceito de Padrio Fractal e seu
potencial no processo de ensino e aprendizagem de contetidos matemdticos, com énfase
em aspectos visuais e artisticos. Discutimos a ideia de que tanto a Matemdtica quanto a
Arte estdo atreladas as atividades humanas com manifestacoes oriundas da inteligéncia,
dos anseios, das ideias e das necessidades de expressdo. Essas formas de expressao nos
remetem ao dinamismo, rigor, criatividade, estética, harmonia, simetria e a muitos ou-
tros conceitos que estdo presentes na Arte, na Matemadtica e nos Padrées Fractais. Todos
os Padroes Fractais possuem as propriedades autossimilaridade e complexidade infinita
que sdo visuais e proporcionam a sensacdo de surpresa e a contemplagdo da estética nas
regularidades presentes na aparente irregularidade desses padroes.

PaLAVRAS-CHAVE: Ensino de Matemadtica. Fractal. Padroes visuais.

AsTrRACT: The main aim in this paper is to introduce the concept of fractal pattern
and its potential in teaching and learning of mathematical content, with emphasis on
visual and artistic aspects. We explore the idea that both Math and Arts are linked
to human activities with expressions derived from intelligence, wishes, ideas and needs
of expression. These expressions lead us to the dynamism, rigor, creativity, aesthetics,
harmony, symmetry and many other concepts that are present in Arts, Mathematics
and Fractal Patterns. Self similarity and infinite complexity are visual properties of the
Fractals Patterns that provide the feeling of surprise and the aesthetic contemplation of
the regularities present in the apparent irregularity of these patterns.

KEy worbDs: Fractal. Mathematics Education. Visual Patterns.
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1 Introducio

Neste artigo temos por objetivo apresentar o conceito de Padrao
Fractal e seu potencial no processo de ensino e aprendizagem de conted-
dos matemaiticos, com énfase em aspectos visuais e artisticos. Para tanto,
exploramos a relagao entre Matematica e Arte, a partir dos tipos de pa-
drdes, os fractais e suas propriedades visuais e as caracteristicas estéticas
dos Padroes Fractais.

Baier (2005) destaca a importancia dos padrées que emergem dos
processos iterativos que geram os fractais. Os fractais sdo entendidos
como uma alternativa para o ensino de Matemdtica na Educagao Bdsica,
baseada na ideia de que estamos inseridos em um mundo cercado por
imagens, sons e movimentos que englobam a natureza, a informdtica,
as relagoes humanas e suas organizagoes. Esta autora alerta que “[...] o
estudo de padrées ndo ¢ valorizado nos curriculos escolares [...]” (2005,
p- 84) e discorre sobre “[...] a importincia de valorizar, nos contetdos
escolares, os aspectos qualitativos da Matemitica, relacionados com pa-
droes visuais e ligados com a Arte.” (BAIER, 2005, p.137). Nesse sentido,
entendemos que a exploragio de contetidos matemdticos existentes nos
Padrées Fractais permite que os alunos relacionem expressoes artisticas
com a Matemadtica escolar.

Na busca de apresentar essas ideias que nos levam a afirmar que
os Padrées Fractais estreitam a relagio entre Matemdtica e Arte, estru-
turamos este artigo com uma primeira se¢o dedicada a essa relagao. A
segunda se¢io aborda o tema padroes. A terceira trata dos fractais e suas
propriedades estéticas e visuais. A quarta se¢do apresenta o termo Padroes
Fractais e sua relacio com a Arte. Por fim, tecemos consideracoes sobre a
relagao entre os Padrées Fractais, a Matemdtica e a Arte.

2  Matematica e Arte
Acreditamos que o potencial educativo da Arte estd relacionado

com virias disciplinas, pois envolve diferentes possibilidades de contribui-
¢a0 para a formag¢do humana. Em especial, a Matemadtica estd relacionada
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as expressoes artisticas tanto na escola quanto em outros ambientes fre-
quentados pelos alunos.

Correa (2007) afirma que vivemos num mundo em constante trans-
formacao, mas, apesar disso, nossa sociedade tem sido imediatista e os cur-
riculos escolares tém privilegiado varias disciplinas e deixado para segundo
plano as artes. Segundo a autora:

Aparentemente, para alguns alunos e professores, pode pare-
cer que essa disciplina nao contribui em nada, para suas vidas
ou que serve apenas para momentos de lazer e descontragio.
Muitos ainda nio perceberam que a prética artistica na edu-
cacdo, além do prazer estético, estimula a imaginacdo, a cria-
tividade, a capacidade de sentir, observar e refletir aspectos
considerados essenciais para situagbes complexas que exigem
solugées rdpidas e criativas em qualquer profissio (CORREA,
2007, p. I1I-112).

Assim como as artes contribuem para o desenvolvimento de diversas
capacidades relacionadas a estética e a criatividade, o trabalho concomi-
tante da Matemdtica e da Arte permite o aprimoramento do raciocinio
l6gico. Por isso, concordamos que:

Diante de um mundo rico em informagdes, imagens e mani-
festagbes culturais, a educacio nao pode restringir-se somente a
ensinar a ler, escrever e calcular. Nesse contexto, deve também
desenvolver, nas criangas e jovens, o senso critico, a sensibilida-

de, a imaginacio, a percep¢ao, a criatividade e o valor humano
(CORREA, 2007, p. 112).

Mas de que Arte estamos falando? A Arte pode ser entendida e
manifestada de vdrias maneiras. Se percebermos a Arte “[...] como toda
agao que envolve simultaneamente emogio, habilidade e criatividade [...]”
(BARBOSA, 2002, p. 19), veremos o quanto ela estd relacionada com a
Matemitica. Afirmamos isso, pois ambas estao atreladas as atividades hu-
manas com manifestagoes oriundas da inteligéncia, dos anseios, das ideias
e das necessidades de expressao. Essas formas de expressio nos remetem

EccoS — Rev. Cient., Sao Paulo, n. 27, p. 33-53, jan./abr. 2012.

W~ » v 0O

OO0 =H»2ZmH

35



| »wo OO0t

>H o~ < mD

>0~ m—HdZE =0

36

Padrées Fractais: conectando Matematica e Arte

ao dinamismo, rigor, criatividade, estética, harmonia, simetria e a mui-
tos outros conceitos relacionados simultaneamente 4 Arte e 3 Matemadtica.
Segundo Santos (2006):

A Arte propicia o desenvolvimento do pensamento artistico,
que caracteriza um modo préprio de dar sentido e ordenar as
experiéncias, o que favorece a sua articulagio com as outras
disciplinas do curriculo, auxiliando, por exemplo, o desenvol-
vimento de estratégias para resolver um problema. A Arte, em
suas especificidades, estd diretamente relacionada com todas
as formas de criagio humana e respectivas expressoes, como
ocorre, por exemplo, na literatura e nas ciéncias em geral, in-
clusive nas ciéncias exatas e, portanto, na Matemdtica, jd que,
a0 exercitar continuamente a imaginac¢ao do aprendiz, ela abre
possibilidades para que ele veja caminhos para resolver uma si-
tuagdo que pode envolver o raciocinio matemdtico (SANTOS,
2006, p. 61).

A Matemdtica e a Arte possuem o potencial de revelar estruturas e
padrées que nos auxiliam a compreender o mundo e a desenvolver a ima-
ginagido de forma estruturada. Devido a relagio com a visualiza¢do, o cam-
po da Matemitica que estd mais relacionada com a Arte é a Geometria.
Segundo os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNis):

A Geometria é um campo fértil para se trabalhar com situa-
¢oes-problema e ¢ um tema pelo qual os alunos costumam se
interessar naturalmente. O trabalho com nogées geométricas
contribui para a aprendizagem de nimeros e medidas, pois es-
timula a criancga a observar, perceber semelhancas e diferengas,
identificar regularidades e vice-versa.

Além disso, se esse trabalho for feito a partir da exploragao dos
objetos do mundo fisico, de obras de Arte, pinturas, desenhos,
esculturas e Artesanato, ele permitird ao aluno estabelecer co-
nexoes entre a Matemdtica e outras dreas do conhecimento
(BRASIL, 1997, p. 39).

EccoS — Rev. Cient., Sao Paulo, n. 27, p. 33-53, jan./abr. 2012.



FARIA, R. W. S.;; MALTEMPI, M. V.

Neste trabalho de conexio entre a Arte e Matemdtica, os PCNs
recomendam a valoriza¢do da geometria em criagdbes humanas por meio
de atividades em que se possam explorar as “[...] formas em obras de Arte,
esculturas, pinturas, arquitetura, ou ainda em desenhos feitos em tecidos,
vasos, papéis decorativos, mosaicos, pisos, etc.” (BRASIL, 1997, p. 83).
Seguindo essas recomendagoes, no trabalho com a Arte e a Matemitica,
podemos sugerir atividades envolvendo pavimentag¢des, dobraduras, razao
durea, mosaicos, poliminés, entre outros.

Especificamente neste artigo, apresentaremos os Padroes Fractais
como um dos elos possiveis entre a Matemadtica e a Arte. Com este intuito,
relacionamos as principais propriedades dos Padrées Fractais, que envol-
vem aspectos visuais com grande apelo estético. Apresentamos, também,
parte dos dados de uma pesquisa de mestrado que indica o interesse pela
parte estética e a sensagao de surpresa dos alunos, sujeitos dessa pesquisa,
durante a exploracio dos Padroes Fractais no software GeoGebra' (FARIA,
2012). Nesse trabalho com os Padrées Fractais, o software GeoGebra es-
timulou que conjecturas fossem testadas para que ideias pudessem ser
comprovadas ou refutadas, pois atuou no processo iterativo de construgao,
manipulagdo e andlise desses padroes.

Durante uma entrevista realizada na coleta de dados, a aluna
Viviane® destacou o potencial do GeoGebra. Para ela, este

[...] é um software interessante. Na parte de construir e depois
ter como vocé voltar e ver todos os passos da construcio. E o
tamanho, as medidas sio mais certas com o programa. Talvez,
se fosse feito & mio, nao iriam ficar tao perfeitas quanto. Até
mesmo uma pessoa que nio tem habilidade de desenho, usando
0 GeoGebra, acaba conseguindo fazer bem feito, diferentemen-

te se ela estivesse fazendo 4 mio.

As entrevistas e os demais dados dessa pesquisa foram coleta-
dos ao longo de um curso realizado com 17 alunos do primeiro ano do
Ensino Médio, em um laboratério de informdtica do Instituto Federal
Fluminense* ao longo do qual foram aplicadas seis atividades, de forma a
explorar cada um dos Padrées Fractais abordados.
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3  Padroes

Segundo Vale et al. (2005), o termo “padrio” nos remete aos padroes
visuais, dos tipos que encontramos em tecidos, papéis de parede e pegas
de arte. Contudo, alertam que o entendimento de padrao nao se restringe
a esses exemplos, podendo assumir diferentes conceitos, de acordo com a
finalidade almejada. Dessa forma, “padrio” é por eles usado para referir-
se a disposi¢ao ou aos arranjos de niimeros, formas, cores ou sons onde se
detectam regularidades. Barbosa (2000) destaca que toda a Matemadtica
estd relacionada aos padroes:

[...] propriedades, regras e algoritmos, podem ser considera-
das como padroes; alids, a Matemdtica, talvez exagerando um
pouco, pode ser pensada como um conjunto de padrées: nu-

méricos, geométricos, algébricos, etc. (BARBOSA, 2000, p. 9).

Podemos pensar em exemplos para ilustrar essa afirmagio de
Barbosa (2000). A frequéncia com que ocorrem as copas do mundo de
futebol, a cada quatro anos, segue um padrio numérico, determinado
por uma progressao aritmética de razio 4. Ao vermos uma sequéncia, que
segue um padrio algébrico, composta por expressdes numéricas como:
(x+1), (x+1)*, (x+1)}, (x+1)*, logo percebemos que o centésimo termo serd
(x+1)°. Um exemplo de padrio geométrico pode ser dado pela Espiral
Logaritmica construida no Retdngulo Aureo (Figura 1). No processo de
construgdo dessa figura, primeiramente ¢ feito um Retangulo Aureo, em
seguida, sobre seu maior lado ¢ feito um quadrado de modo que esse lado
pertenga ao Retingulo Aureo e ao quadrado, concomitantemente. Esse
quadrado passa a integrar a figura, formando um Retangulo Aureo maior.
O processo continua para construgio dos préximos retingulos. Para cons-
truir a Espiral Logaritimica, o padrio geométrico consiste em tragar os
arcos circulares de cada quadrado que compée os Retangulos Aureos. Isso
pode ser verificado dividindo a medida do maior lado de cada retdngulo
pela medida de seu menor lado. Ao efetuarmos essa divisao obtemos o
Ntmero de Ouro (¢ = 1,618).

Vale e Pimentel (2005) propoem algumas tarefas de reconhecimento
de padrées e generalizacao em diferentes representagoes, como pictérica
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Figura 1: Espiral Logaritmica no Retingulo Aureo
Fonte: FARIA; RIBEIRO, (2009, p. 55).

ou geométrica, numérica e mista. Além disso, recomendam que o trabalho
com os diversos tipos e padroes seja simultineo, pois:

Os alunos que trabalham na forma exclusivamente numérica
manifestaram insuficiéncias na resolucio, nio conseguindo
obter uma generalizagio completa ou obtendo uma lei de for-
macio errada. De modo geral os alunos que tém mais sucesso
nas tarefas sao os que recorrem a uma abordagem exclusiva-
mente geométrica ou mista. Neste sentido devemos incentivar
os nossos alunos a olhar para os problemas propostos de vdrios
modos, ¢ a mobilizar todos os seus conhecimentos sejam eles

de natureza numérica ou geométrica. (VALE; PIMENTEL,
2005, p. 19).

Nesse sentido, entendemos que Vale e Pimentel (2005) recomen-
dam o trabalho concomitante das propriedades numéricas e geomé-
tricas dos padrdes. Uma alternativa para essa maltipla abordagem de
padroes estd nos Padroes Fractais, pois eles proporcionam a exploragio
niao somente das caracteristicas numéricas e geométricas, mas também
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de propriedades algébricas. Nesse sentido, entendemos que os Padroes
Fractais sdo tipos especificos de padrées, que serdo apresentados em
uma proxima segao.

4  Fractais

Nos trabalhos que envolvem fractais percebemos que, quando se
trata de uma formalizacio desse conceito, ainda existem diversas ideias
distintas. Mandelbrot, que foi o precursor e também quem nomeou* a geo-
metria fractal, afirmou que esta geometria “E o estudo de diversos objetos,
tanto matemdticos como naturais, que nio sio regulares, mas rugosos,
porosos, ou fragmentados, sendo-o no mesmo grau e em todas as escalas”

(MANDELBROT, 1991, p. 207).
Gouvea e Murari (2004) explicitam que consideram fractais as:

[...] formas que se caracterizam por repetir um determinado
padrio (autossimilaridade). Em conseqiiéncia da autossimilari-
dade, quando vistas através de uma lente de aumento, as dife-
rentes partes de um Fractal se mostram similares a forma como
um todo.

Os Fractais sao formas geométricas abstratas de uma beleza in-
crivel, com padroes complexos que se repetem infinitamente,

mesmo limitados a uma d4rea finita (GOUVEA, MURARI,
2004, P.5).

A autossimilaridade é uma propriedade relacionada ao aspecto vi-
sual do fractal, assim como a propriedade da complexidade infinita, que
também pode ser observada por meio da visualizagio da iteragdo dos niveis
do fractal.

A complexidade infinita, portanto, estd associada as infinitas itera-
¢oes que ocorrem na constru¢io de um fractal, pois ele é regido por um
padrio que repete sua estrutura propria por uma quantidade ilimitada de
vezes e que ocorre algébrica e geometricamente. Eberson (2004) destaca
que esta propriedade é
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[...] responsdvel pelo grande fascinio que estas figuras provo-
cam pois, na maioria dos casos, os fractais sio construidos a
partir de “elementos” extremamente simples mas que, apesar
disso, dao origem a figuras com extraordindria complexidade
e riqueza de detalhes justamente gracas s infinitas iteragoes

presentes em sua construgdo (EBERSON, 2004, p. 18-19).

As propriedades autossimilaridade e complexidade infinita sao identi-
ficadas nos Padrées Fractais por meio da observagao. Para exemplificar essas
duas propriedades vamos analisar o Tridngulo de Sierpinski (Figura 2).

AAAAAAAMAAMMA

Figura 2: Padrao Fractal Tridngulo de Sierpinski

Fonte: Os autores.

Neste fractal a autossimilaridade pode ser notada ao longo dos ni-
veis, intuitivamente. Para isso, é preciso observar o quanto os triéngulos
ABC, DEC, FGC e HIC, por exemplo, possuem semelhangas entre si ao
longo do processo de retirada dos triingulos. Além do aspecto visual, essa
propriedade estd presente no fractal, pois ele é construido a partir de um
triingulo equildtero qualquer, no qual se determinam os pontos médios
dos lados desse tridngulo e se retira um tridngulo central, com vértices nos
pontos médios marcados, restando, entdo, os demais trés triingulos, que
sao semelhantes ao anterior, pois também sio equildteros.

EccoS — Rev. Cient., Sao Paulo, n. 27, p. 33-53, jan./abr. 2012.
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Se analisarmos que esse fractal é construido obedecendo a esse pa-
drao, veremos que o processo de iteracio pode ser realizado infinitas vezes,
pois a cada tridngulo retirado obtém-se mais trés triingulos. Deste modo,
a complexidade infinita do Tridngulo de Sierpinski estd relacionada as in-
finitas retiradas e geragoes de tridngulos que ocorrem devido ao processo
de iteragao ao qual ele é submetido.

As propriedades apresentadas nessa secio estdo presentes nio
apenas no Tridngulo de Sierpinski, mas em todos os Padroes Fractais.
Apresentamos alguns deles na préxima secio, além de expormos dados
de uma pesquisa de mestrado que indicam as relagoes existentes entre

Matematica e Arte (FARIA, 2012).

5 Padroes Fractais

Entendemos que os Padroes Fractais estao relacionados ao modelo
pelo qual os fractais estdo condicionados numérica, algébrica e geome-
tricamente. Neste modelo é repetida, periodicamente, uma determinada
estrutura invariante, para a feitura dos préximos niveis em uma ou mais
diregdes. Entendemos que “[...] ao conceito de padrio estio associados
termos tais como: regularidade, sequéncia, motivo, regra e ordem.” (VALE
etal., 2005, p. 3).

Todos os Padrées Fractais possuem as propriedades autossimilarida-
de e complexidade infinitas, que sao visuais. Essas propriedades proporcio-
nam a sensagao de surpresa e a contemplagdo da estética nas regularidades
presentes na aparente irregularidade desses padréoes. Esse efeito, causado
na observacio, estd relacionado ao fato de cada propriedade ser composta
de caracteristicas como harmonia e simetria, oriundas da atividade huma-
na para construcdo desses objetos, com rigor e criatividade.

A construcio, manipulacio e andlise de Padrées Fractais no sof-
tware de geometria dindmica (SGD) GeoGebra, permitiu uma investiga-
¢ao dinidmica e uma interagdo com os objetos construidos no GeoGebra.
Segundo Maltempi (2009), os SGD podem facilitar a aprendizagem e a
generalizagao do conhecimento que estd sendo estudado, favorecendo a
descoberta de um método para reproduzir e expressar um conceito mate-
mitico. Nesse sentido, os SGD podem ir além da comparagao de figuras
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geométricas, pois permitem criar, mover, distorcer, analisar e testar pro-
priedades de figuras em um processo de investigagao.

Barbosa (2002, p.19) afirma que um dos motivos do trabalho de
fractais, na sala de aula, estd relacionado 2 “Existéncia do belo nos fractais
e possibilidade de desenvolver o senso estético com o estudo e Arte aplica-
da a construcio de fractais.”

Desse modo, quando observamos um Padrio Fractal podemos pre-
ver o que ocorrerd ao longo das iteragoes’. Assim, a cada iteracio o padrao
chega a um nivel sucessor que serd a base para a iteracio seguinte.

No Padrao Fractal Lunda-design, por exemplo, podemos observar
oito quadrados iguais, dispostos como no nivel o, da Figura 3. O processo
de iteracdo consiste em reproduzir a figura inicial no interior de cada um
dos quadrados do nivel anterior. Nesse processo de itera¢ao, novos niveis
védo sendo formados.

|
|
[ |
(]
| [ |
nivel 0 nivel 1

Figura 3: Padrio Fractal Lunda-design representado em dois niveis

Fonte: Os autores.

As observagoes das caracteristicas geométricas presentes nos Padroes
Fractais nos levam a concordar que:

O despertar e desenvolver do senso estético pode muito bem ser
cuidado e aproveitado com o tema fractais, quer apresentando
o belo irradiante, quer observando a regularidade harmoniosa

nas suas préprias irregularidades (BARBOSA, 2002, p. 14).
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E nesse sentido que discutimos neste artigo a possibilidade de explo-
ragao de Padroes Fractais como um meio de trabalho concomitante entre
Matematica e Arte.

Entre os védrios Padroes Fractais existentes, apresentaremos os se-
guintes: Arvore Pitagérica, Tridngulo de Sierpinski, Curva de Koch, Tetra
Circulo, Lunda-Design e Hexagonal tipo Diirer. Todas essas construgoes
foram realizadas no soffware GeoGebra.

Para obtengio do Padrio Fractal Arvore Pitagérica (Figura 4),
constréi-se um tridngulo retdngulo. Na sequéncia, utilizando a hipo-
tenusa desse tridngulo, é feito um quadrado com um dos lados sendo
a prépria hipotenusa. O mesmo processo de constru¢io de quadrado é
realizado valendo-se dos catetos. A partir do nivel o, sobre cada um dos
quadrados construidos sobre os catetos do tridngulo do nivel anterior,
sao desenhados tridngulos retAngulos com o seguinte procedimento:
sobre o lado desses quadrados que é oposto ao lado que também ¢é
cateto do tridngulo do nivel anterior, construimos um novo tridingulo
retingulo tendo esse lado como hipotenusa. Vale ressaltar que todos
os tridngulos sdo construidos com angulos tendo a mesma medida do
tridngulo retingulo do nivel o. Para concluir o nivel, sobre os catetos
dos novos tridngulos, sao feitos quadrados com um dos lados sendo os
proprios catetos.

L AR o/

g
pd

o

Figura 4: quarto nivel do Fractal Arvore Pitagérica

Fonte: Os autores.
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Neste Padrao Fractal, o nivel inicial (nivel 0), consiste na figura re-
presentativa do Teorema de Pitdgoras, formada por um tridngulo retingu-
lo e os trés quadrados desenhados sobre os lados. Assim, no nivel 1, temos
mais duas figuras que representam o Teorema de Pitdgoras e, com o passar
dos niveis, o niimero de novas figuras que representam esse Teorema vai
dobrando. Nesse Padrao Fractal, os contetidos matemdticos drea de qua-
drados, progressoes aritméticas, uso de tabelas e o teorema de Pitdgoras
foram trabalhados em uma atividade com os alunos que participaram da
pesquisa.

Um segundo Padrao Fractal construido foi o Tridngulo de Sierpinski
(Figura 2). Seu processo de iteragao consiste em, primeiramente, construir
um tridngulo equildtero e marcar os pontos médios de cada um dos lados
do tridngulo; em seguida, os pontos médios sao unidos por trés segmentos
de reta, que dividem o tridngulo original em quatro novos tridngulos me-
nores e congruentes. Deste ponto em diante, o tridingulo central é retirado
e o mesmo procedimento ¢é realizado nos tridingulos menores para iteragao
dos niveis seguintes. Neste Padrio Fractal, por meio da manipulagio e
andlise dos niveis, os contetidos matemdticos perimetro, comparagoes de
segmentos, fracoes e o uso de tabelas foram explorados.

No Padrao Fractal Tridngulo de Sierpinski, a sensacio de surpresa
que falamos ao longo deste artigo é evidenciada na fala do aluno Higor.
“Cara, isso pode ser infinito! Isso pode ser infinito... af cria um aqui,
outro aqui, outro aqui, outro aqui, outro aqui (Higor diz isso enquanto
mostra a Patricia os passos da construgao). Muito louco isso aqui!”

Nesse momento, é possivel ouvir os risos de Patricia na gravacao,
e eles continuam revendo os passos da construc¢io. O destaque dado por
Higor sobre o processo de construcio do Padrio Fractal ser infinito indica
que, mesmo informalmente, ele compreendeu a propriedade complexida-
de infinita neste Padrao Fractal, propriedade esta que estd relacionada as
infinitas iteragoes que ocorrem na construgao desse fractal.

O Padrio Fractal Curva de Koch (Figura 5) também foi construido.
Ele ¢ iniciado com um segmento de reta. Seu processo recursivo consiste
em dividir este segmento em trés partes congruentes e, em seguida, retirar
o segmento central e substitui-lo por dois outros segmentos que formariam
um tridngulo equildtero com o segmento que foi retirado. Desta maneira,
obtém-se quatro segmentos congruentes. A partir dai, em cada segmento ¢é
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Figura 5: quarto nivel do Fractal Curva de Koch

Fonte: Os autores.

realizado o mesmo processo para conseguir o nivel seguinte. Nesse Padrio
Fractal, os contetidos matemadticos explorados foram poténcias, uso de ta-
belas e progressoes geométricas.

No Padrio Fractal Tetra Circulo (Figura 6) a construco ¢ iniciada
com uma circunferéncia. Nela sdo marcados quatro pontos equidistan-
tes (de modo que estes arcos dividam a circunferéncia em quatro arcos
congruentes), os quais sao centros de quatro novas circunferéncias, cujos
raios sdo iguais a metade do raio da circunferéncia anterior. Para a feitura
dos niveis seguintes, em cada nova circunferéncia, sao feitas mais qua-
tro, seguindo o mesmo processo. Com esse Padrio Fractal, os contetidos
matemdticos poténcias, uso de tabelas, frages e comparacio de raios de
circunferéncias, foram explorados.

Figura 6: terceiro nivel do Fractal Tetra Circulo

Fonte: Os autores.
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Durante uma conversa a respeito do Padrao Fractal Tetra Circulo
com os alunos do curso, foi destacado que o processo de construcio dos
niveis do fractal era infinito, pois embora houvessem apenas quatro niveis
representados, neste quarto nivel, em cada circunferéncia gerada, quatro
novas poderiam ser formadas e este mesmo processo poderia ser realizado
indefinidamente, embora restrito a uma drea finita. Neste sentido, foi fala-
do da limitagdo nestes casos para uma representagao no papel, pois como
as circunferéncias possuem raios que vao sendo reduzidos & metade, em
um nivel bem préximo jd nao conseguiriamos fazer a representagio dessas
circunferéncias, devido ao pequeno tamanho que teriam. Foi destacado
ainda a possibilidade que o SGD GeoGebra traria neste caso, pois por
meio da ferramenta zoom, que permite que ampliagdes e reducdes sejam
realizadas, poderfamos ampliar uma pequena circunferéncia, e nela cons-
truir quatro novas, seguindo o processo de constru¢io do Padrio Fractal.
Enquanto faldvamos sobre essa ferramenta, uma dupla de alunos foi apro-
ximando (zoom) a tela nas circunferéncias menores, fazendo o teste das
propriedades que haviamos apresentado. A Figura 7 mostra a construgio
realizada pela dupla, registrada pelo soffware CamStudio®.

Figura 7: Padrao Fractal Tetra Circulo construido pela dupla Maisa e
Viviane

Fonte: Os autores.
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Na entrevista realizada com a aluna Viviane, no final do curso, ela falou
sobre a construgio dos Padrées Fractais no GeoGebra. Na opinio da aluna:

Construir é muito interessante. A medida que a gente vai cons-
truindo, a gente vai conseguindo ver o quanto isso pode ser
usado, principalmente pelas pessoas que entendem bem para
trabalhar nessa drea, porque eu acho bonito os desenhos e tudo.
Até para um professor tentar inventar novas aulas, melhorar,

tentar fazer as aulas ficarem mais produtivas.

A fala de Viviane evidencia que, para ela, o trabalho com construgio
de Padroes Fractais também pode ser usado como uma alternativa para
que as aulas de Matemadtica fiquem mais interessantes.

No Padrio Fractal Lunda-design, inicialmente construimos oito
quadrados iguais, dispostos como no nivel o, da Figura 3. O processo de
iteragdo consiste em reproduzir a figura inicial no interior de cada um
dos quadrados do nivel anterior. O Padrao Fractal Lunda-design foi ma-
nipulado e analisado e os contetidos matemdticos sequéncias e criagio de
expressoes gerais, foram trabalhados.

Na constru¢do do Padrao Fractal Hexagonal tipo Diirer (Figura 8),
primeiramente constréi-se um hexdgono regular (nivel o). Em seguida,
para a feitura dos préximos niveis, inserimos em cada hexdgono gerado no

Figura 8: quarto nivel do Fractal Hexagonal Tipo Diirer

Fonte: Os autores.
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nivel anterior, seis hexdgonos regulares menores, com lados iguais a 1/3 do
hexdgono do nivel anterior, de modo que cada novo hexdgono tenha um
de seus Angulos coincidentes com os Angulos do hexdgono regular do nivel
anterior e esses hexdgonos menores tenham um vértice em comum. Além
disso, os hexdgonos do nivel anterior sao retirados e a figura de cada nivel
¢ composta somente pelos novos.

Neste Padrao Fractal foram abordados os contetidos matemdticos
fracoes, poténcias, uso de tabelas e progressdes geométricas. Este Padrio
Fractal foi construido pelas alunas Gisele e Mariana no software GeoGebra

(Figura 9).

XY XX Y

Figura 9: construgio do Padrio Fractal Hexagonal, tipo Diirer,
realizado pelas alunas Gisele e Mariana

Fonte: Os autores.

Sobre este Padrio Fractal, Mariana disse 2 turma que observou
que “A cada hexdgono, se acrescenta eternamente mais seis”. A palavra
em destaque na fala de Mariana revela sua compreensao, ainda que infor-
malmente, da propriedade complexidade infinita de um Padrio Fractal,
pois esta propriedade estd relacionada as iteragdes que ocorrem infinita-
mente na construcio de um fractal. Essa caracteristica identificada estd
ligada a explorac¢do visual dos Padroes Fractais realizada pelas alunas no
software GeoGebra.

Os Padrées Fractais aqui apresentados foram trabalhados em ativida-
des realizadas em um curso com alunos do primeiro ano do Ensino Médio.
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Essas atividades foram pensadas para que os alunos se dedicassem a manipu-
lagdo e andlise destes padroes, buscando identificar aspectos comuns, visan-
do a alcancar a generalizagao de contetidos matemdticos. Vdrios contetdos
matemdticos que foram abordados, como drea de quadrados, comparagio
entre raios de circunferéncias e entre segmentos, criagao de expressoes gerais,
fracoes, uso de tabelas, perimetros, poténcias, progressoes aritméticas e geo-
métricas, sequéncias e o teorema de Pitdgoras, poderiam ser explorados em
outros Padroes Fractais. Além disso, outros conteildos matemdticos, como
nogao de limite, drea de outras figuras geométricas e logaritmos podem
ser explorados nos Padréoes Fractais aqui apresentados e em outros Padroes
Fractais que ndo foram explorados nesta pesquisa. Além disso, outros ti-
pos de padroes podem ser estudados por meio do GeoGebra, e também, os
Padroes Fractais podem ser estudados em outros SGD.

Especificamente na constru¢ao de Padrées Fractais, muitas sio as
possibilidades de criagao. Com ousadia e criatividade, é possivel formar
diversos Padroes Fractais. Na exploragao de Padroes Fractais destacamos a
importancia da visualiza¢io e exploragio das caracteristicas que estreitam
a relagdo entre Arte e Matemadtica.

6  Consideragoes finais

Neste artigo tivemos por objetivo apresentar o conceito de Padrao
Fractal e seu potencial no processo de ensino e aprendizagem de conted-
dos matemidticos, com énfase em aspectos visuais e artisticos. Buscando
alcancar esse objetivo, discutimos sobre o quanto os Padrées Fractais estao
relacionados a visualizagao e as propriedades autossimilaridade e comple-
xidade infinita, as quais acreditamos gerar a sensa¢ao de admiragao pela
beleza dos fractais, sensagao essa semelhante a que temos quando obser-
vamos uma obra de Arte. E nesse sentido que Barbosa (2002) afirma que:

[...] algumas 4reas da Matemdtica, como a Geometria, pos-
sibilitam o surgimento de prazer e gozo que merecem ser ex-
plorados pelos educadores. Assim sdo as situagdes de contem-
plagao de aspectos harmoniosos ou de contrastes na Arte, na

pintura ou arquitetura, o na prépria natureza. A visualizagao de
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simetrias, por exemplo, ¢ um fator poderoso para sentir o belo
(BARBOSA, 2002, p. 13).

Acreditamos que a exploragao de Padroes Fractais ¢ uma das possibi-
lidades de contemplagio de aspectos visuais que relacionam a Matemdtica
e a Arte. Deste modo, afirmamos que a explora¢io de Padrées Fractais é
um dos elos entre esses dois campos do saber.

O trabalho com os Padroes Fractais aponta para a formagao de ima-
gens mentais pelos alunos, obtidas principalmente por meio da exploracao
visual dos fractais. No trecho a seguir, a aluna Gisele foi questionada sobre
o que ficou de fractais apds o curso realizado. Essa aluna afirmou:

Gisele: Eu entendi que é um desenho [...] que depois vai se
multiplicando dentro dele mesmo ou fora, como a Arvore
(Pitagérica), nio foi?

Rejane: Sim. E um (Padrio Fractal) que vocé lembra que foi (se
multiplicando para) dentro?

Gisele: O Triangulo (de Sierpinski) e o (Tetra) Circulo.

Embora essa fala seja breve, indica que imagens mentais dos Padroes
Fractais formaram-se na memoria da aluna.

Também questionada sobre o que entendia por Fractais apds o cur-
s0, a aluna Patricia evidenciou as relagoes complexidade infinita e a autos-
similaridade. Patricia afirmou que para ela, fractal “[...] é uma figura que
se repete. Pode ser infinitamente e em propor¢des menores, repetindo um

padrio”. A aluna Mariana também fez suas afirmagées no mesmo sentido:
“A gente pega as figuras geométricas e faz uma relagio que vocé pode usar
uma_pequena parte no todo. [...] Vocé segue um padrio e vai fazendo
infinitamente”.

J4 Mariana destacou que, no processo de andlise, as caracteristicas
sao melhor identificadas e, assim, é possivel perceber vdrias particularida-
des. Nas palavras da aluna: “Analisar os padrées. .. E a gente analisar. Ndo
¢ s6 perceber, é saber por questdes geométricas. Af a gente acaba vendo
cada fato do fractal”.

As palavras em destaque na fala dessas alunas indicam o que ficou
mais claro para elas sobre o que sao fractais. A palavra “infinitamente” na
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fala de ambas estd relacionada com a propriedade complexidade infinita,
que se refere as infinitas iteragoes presentes nos Padroes Fractais. Também
destacamos a fala de Patricia sobre “propor¢ées menores”, e a de Mariana
sobre “pequena parte no todo”, pois a propriedade de autossimilaridade
tem o sentido de conseguirmos identificar a figura inicial (o fractal no
nivel 0) em cada parte do fractal em um nivel mais avangado. Além disso,
Mariana fala em “seguir um padrio” e Patricia encerra dizendo que vai
“repetindo um padrio”. Nesses trechos fica claro que as alunas consegui-
ram compreender a ideia de que os fractais sao regidos por padroes capazes
de repetir sua estrutura algébrica e geometricamente.

Na discussao realizada neste artigo, entendemos por Arte as agoes hu-
manas que abrangem a emogao, a habilidade e a criatividade (BARBOSA,
2002). Nesse sentido, entendemos que os Padrées Fractais sao um dos elos
entre Matemitica e Arte, pois a0 mesmo tempo em que se trata de figuras
construidas geometricamente, também podem ser considerados uma for-
ma de expressao artistica.

Notas

1 Mais informagoes e o download do GeoGebra podem estio disponiveis em: www.geogebra.org.
2 Os nomes dos alunos aqui relatados sao ficticios.
IFF — Campus Campos Centro (Campos dos Goytacazes/R]).

4 Baseado no adjetivo em latim fractus, que tem por verbo correspondente frangere que significa,
entre outras coisas, fragmentar (BARBOSA, 2002).

s O sentido de iterar um padrio estd relacionado a repeti¢io que pode ocorrer indefinidamente.

6 Mais informagées e o download do CamStudio estio disponiveis em: http:/CamStudio.org/.
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