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RESUMEN

En este trabajo se presenta una aproximacion para un nimero difuso de tipo trapezoidal por una secuencia de niimeros
difusos e-diferenciables, es decir, nimeros difusos cuya funcidn de pertenencia es diferenciable en el interior del nivel &. El
proceso consiste en la construccién de un niimero difuso diferenciable usando la sup-min-convolucién de un nimero difuso
con un nimero difuso simétrico casi Gaussiano. Se presentan algunos ejemplos numéricos y un algoritmo computacional
para este proceso.

Palabras clave: Numero difuso, nimero difuso tipo trapezoidal, aproximacién de nimeros difusos.
ABSTRACT
In this paper presents an approximation for a trapezoidal type fuzzy number by a sequence of &e-differentiable fuzzy

numbers, i.e. fuzzy numbers with differentiable membership function in the interior of the &-level. The process consists on
the construction of a differentiable fuzzy number using sup-min-convolution of a fuzzy number with a quasi-Gaussian fuzzy

number. This work shows some numerical examples and a computational algorithm for this process.

Keywords: Fuzzy number, trapezoidal type fuzzy number, approximation of fuzzy numbers.

INTRODUCCION

Lateorfa de conjuntos difusos es una herramienta importante
para modelar incertezas y para procesar informacién vaga
o subjetiva en modelos matematicos. Sus direcciones de
desarrollo han sido diversas y con aplicaciones en diversos
problemas reales, por ejemplo, la 16gica difusa tiene
una gran variedad de aplicaciones, las cuales van desde
control de complejos procesos industriales, hasta el disefio
de dispositivos artificiales automaticos, pasando por la
construccion de artefactos electrénicos de uso doméstico
y de entretenimiento, asi como también de sistemas
de diagndstico. Una referencia bésica sobre conjuntos
difusos, l16gica difusa y aplicaciones son los libros [20-
21]. También, podemos encontrar conjuntos difusos en
modelos matemadticos aplicados a medicina [2], [3], en
sistemas cadticos [9, 22-23], en diversos problemas de
ingenieria [15-18, 27], en biologia [11-12], etc.

AW =

Formulaciones tipicas encontradas en la literatura utilizan,
para procesar informacién vaga, conjuntos difusos
cuyas funciones de pertenencia son lineales o lineales
por tramos, por ejemplo en el disefio electromagnético
difuso [27], en optimizacién difusa [7]. También, es
usado en aplicaciones de control difuso donde los
recursos computacionales son limitados y no permite el
uso de funciones de pertenencia complicadas [15]. Sin
embargo, el uso de funciones de pertenencia diferenciables
es necesario en diversos casos, tal como ocurre en la
implementacién de sistemas expertos difusos y sus
aplicaciones. Por ejemplo, en modelos de aprendizaje
neuro difuso, los cuales estan basados en el método
del gradiente descendente, es necesario que la funcién
de pertenencia sea diferenciable, es decir, la entrada
(input) tiene que ser un conjunto difuso cuya funcién de
pertenencia es diferenciable (ver [4]). También, en otras
areas, los pardmetros de los modelos deben ser conjuntos
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difusos cuya funcién de pertenencia es diferenciable,
por ejemplo, en los métodos de optimizacion difusa que
estdn basados en la gradiente, ver [15]. En particular en
[15] se sugiere el uso de un nimero difuso simétrico
casi Gaussiano. Por otro lado, en [13] se resalta que la
construccion de funciones de pertenencia diferenciables
juega un rol relevante en el modelamiento y resolucién
de problemas reales.

En [1] se utilizan funciones de pertenencia de tipo casi
Gaussiana como funciones de pertenencia diferenciables
(ver también [18]). Estas, también son usadas en [17]
para el estudio de la influencia de variabilidad difusa
en la estimacién de conductividad hidraulica y en [16]
para problemas de ingenieria mecdnica, entre otras
aplicaciones.

Abhora, en la teoria de conjuntos difusos existen muchas
situaciones donde es necesaria la aproximacién de un
nimero difuso por nimeros difusos con propiedades mas
convenientes. Por ejemplo, en [24] los autores presentan
una aproximaciéon de un nimero difuso por nimeros
difusos Lipschitz (funcién de pertenencia Lipschitz);
en [8] se presenta una aproximacién de un nimero
difuso por nimeros difusos de tipo trapezoidal; en [5]
se muestra una aproximacién de un nimero difuso por
numeros difusos diferenciables casi en todas partes. En
esta tltima aproximacién se usa la convolucién de un
ndmero difuso con un nimero difuso cuadritico. Otros
tipos de aproximacién de niimeros difusos es estudiado
en los trabajos [6, 10, 19, 26].

En este trabajo se presenta una nueva forma de construir
conjuntos difusos diferenciables y, junto con ello, se
muestra un nuevo tipo de aproximacién para conjuntos
difusos de tipo trapezoidal, cuyo proceso es diferente de los
existentes. Para esto se usa la sup-min-convolucién de un
nimero difuso tipo trapezoidal u con los nimeros difusos
simétricos casi Gaussianos 77, generando la secuencia
de nimeros difusos w, . Se muestra que w, €s un niimero
difuso &-diferenciable, para cadan € X y €= 0.011, los
cuales convergen (en d_-métrica) rdpidamente a u. Este
resultado generaliza la aproximacion presentada en [8].
Ademads, se implementa un algoritmo computacional
para este proceso.

PRELIMINARES

Un conjunto difuso # en un conjunto universo X se
representa por una aplicacién u : X — [0,1], siendo u(-)
la funcién de pertenencia asociada al conjunto difuso u.
En este caso, la interpretacion es que para cada x € X,

u(x) representa el grado de pertenencia de x al conjunto
difuso u.

Para un conjunto difuso u en R, el conjunto de
los ndmeros reales, definimos el a-nivel de u por

[u]az{xeiﬁ/u(x)Za}, con 0 < ¢ £ 1. Para
a = 0 tenemos el soporte de u, el cual es dado por

Supp(u) = {x e R/u(x)> 0}, donde A denota la
cerradura del conjunto A. Note que [1]° indica el grado de
incerteza del conjunto difuso u (este también es llamado
intervalo de incerteza).

Denotamos por 3 1a familia de todos los ndimeros difusos,
es decir, la familia de todo conjunto difuso u en R tal
que [u]“ es un intervalo cerrado y limitado para cada &
e [0,1].

Para cualquier nimero difuso u existen cuatro (4) nimeros
reales a, b, ¢, d y dos funciones semicontinuas superior
L:[ab] > [0,1]y R : [c,d] — [0,1], donde L es una
funcioén no decreciente y R es una funcién no creciente
con L(b) = R(c) = 1, tal que u puede ser descrito de la
siguiente manera

0 si x<a
L(x) si a<x<b

u(x)=9 1 si b<x<c H
R(x) si c<x<d
0 si x>d.

Denotamos por 3 ,.1a familia de todos los nimeros difusos
de tipo trapezoidal, es decir, la familia de todo nimero
difuso u tal que L es estrictamente creciente en [a,b],
diferenciable en (a,b) y R es estrictamente decreciente
en [c,d], diferenciable en (c, d) y L(a) = R(d) = 0. Es
claro que esta familia 3., contiene a los niimeros difusos
triangulares.

Siu € 3, entonces tenemos que
o _[,-1 -1
[u]" <[ @R @],
para cada « € [0,1], donde L™ y R son las funciones
inversas de L y R, respectivamente.
También, denotemos por 3 Dp(e 12 familia de todos los
numeros difusos &-diferenciables, es decir, la familia de

todos los nimeros difusos u tal que u es diferenciable en
el interior de [u]%.
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De las definiciones anteriores, notemos que ST 3. Esta
inclusion es estricta, como vemos en las figuras 1 y 2,
donde w € S perow ¢ 3.

1

0

0 i 2 3
Figura 1. Numero difuso tipo trapezoidal.

0.5

0.25

0 .
0 1 2
Figura 2. Numero difuso que no es tipo trapezoidal.

Un nimero difuso simétrico casi Gaussiano es definido
por (ver [17-18])

=)

nw=e 2

para |x—_%|£30‘ yn(x)=0parax>m+30 o x<m-30,
donde m y o denotan el valor medio y la desviacién
estandar de la distribucién Gaussiana, respectivamente.
La figura 3 es un nimero difuso casi Gaussiano, con valor
medio 0y desviacion estandar 1/3.
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0.5

0

-1 0 1
Figura 3. Numero difuso casi Gaussiano, con valor medio
0y desviacion estandar 1/3.

Observacion 1.- El miimero difuso simétrico casi Gaussiano

fue motivo de estudio de varios autores y usado en los
mds diversos topicos, ver [1, 15, 17-18] y referencias.
Cabe resaltar que este niimero difuso es un nimero
difuso e-diferenciable, con € = 0.011, ya que tiene la
propiedad de ser diferenciable en el interior [17]*=[1]°,
no es diferenciable en los extremos del mismo y no es un
ntimero difuso tipo trapezoidal segiin la definicion de
S ver figura 3. Esto quiere decir que el menor grado
de pertenencia para los elementos del soporte de 1 es €
y este es bastante “pequeiio”. Pero, por las propiedades
interesantes de la distribucion Gaussiana en la teoria de
probabilidades, hace que este niimero difuso sea importante
en la teoria de conjuntos difusos, ver [1, 15, 17-18].

Las operaciones de suma y multiplicacién por un
escalar en el espacio 3 son generadas por el principio de
extension (véase [20]). Pero, a su vez, estas operaciones
son equivalentes a:

(u+v)(x) = )Hs_légx{u(y)/\ v(z)} 2

X

= i A#0
(A-u)(x)= u(l] N
Z{O}()C) si A=0.

donde % [0y €8 la funcién caracteristica de {0} y A denota
el minimo entre dos niimeros.

También, para cada « € [0,1] las siguientes relaciones
se cumplen

[+ vI® =[] +[v]" y [A-u]” = A -[u]”.
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Note que la suma de dos niimeros difusos u y v dada en
(1) es equivalente a la sup-min-convolucién uVv, tépico
bastante conocido en la teoria de andlisis convexo [25].
Mais precisamente,

@Vv)(x) = (u+v)(x) = sup {u(y) A v(x -y}
yeR

Esta definicién fue estudiada y usada por los autores en
[24] para la aproximacion de un conjunto difuso por una
secuencia de conjuntos difusos Lipschitz. También, en
[5] fue estudiada la convolucion de un nimero difuso
con un nimero difuso cuadritico, generando un niimero
difuso casi diferenciable.

Para dos nimeros difusos u y v cualesquiera, la distancia
entre ambos es dada por

d_(u,v)= sup H([u]a ,[V]a),

0<o<l1

donde H es la métrica de Hausdorff que es definida por
H([a,b],[c,d]) = max{|a - c|,|b— d|},

para cada par de intervalos cerrados y limitados [a,b],
[e,d].

Dados u, v y w nimeros difusos, se cumple que

doo(u +w,v+w)< doo(u, V). 3)

APROXIMACION

Denotemos por 77, el nimero difuso casi Gaussiano con
media m =0 y desviacién estdndar o= p/3, es decir,

_9x%
n = 2p ] <x<
»=1e si —p<x<p
0 si xe[—p,p}.

Para cada o € [0,1] tenemos

\/ 2p \/ 2p2 -9/2

o —|= In(et), 4 |[—-——In(ex) | si e <a<l
[np] - ’

I:—p,p:l si OSage_g/z.

En esta seccién tomamos

9

e=e 2=0.011.

Construiremos una secuencia de nimeros difusos
&-diferenciables w, = ”an o @ partir de un nimero difuso
u. Mostraremos también que la secuencia w, converge a
u en la métrica d_.

Antes de mostrar la convergencia, presentamos una
propiedad de regularizacién asociada a la convolucion de

un numero difuso de tipo trapezoidal # con 17 -

Teorema 1.- Sea 1 un nimero difuso. Siu € 3Tentonces
uVi, € 3

Demostracion Como u es un nimero difuso tipo trapezoidal,
entonces podemos considerar # como en (1) donde Ly R

son diferenciables en (a,b) y (c,d), respectivamente, y son
estrictamente monotonas. También, tenemos que

[u]" = [L_l (@), R ((x)].
Luego

["V"p T =

2 2 _
-1 2p -1 2p .
L (a)—4——In(a),R (o) +4|——In(ex) | si e
9 9

2
2

NSRIN]

IN
S

IN
—_

I:Lil(a)—p,Ril(tx)+p:| si 0<ac<e

Ahora, consideremos

2p° -
Loy —-Ln(a) si e?2<ac<l
fly= 0

9
L' a)-p si 0<a<e?

2 9
R (o) + —%ln(a) si e ?

gla)=

161
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entonces f'y g son funciones biyectivas en [0,1] y
diferenciables en (g, 1) y, ademds, se tiene que

0 si x<a-p,
f_l(x) si a-p<x<b,
(anp)(x)z 1 si b<x<c,

g_l(x) si c<x<d+p,

0 si d+p<x.

Luego, uVn, = £~ es diferenciable en (L™ (€)= p,b
p

y anp = 1gf1 es diferenciable en (c,R™'(€)+p,b). Para
completar la demostracién, mostramos que

d(anp) . d(uVﬂP)

= =0.
dx dx ©
En efecto,
@Vn )Yx)—@Vn )b
lim il b il =0
X—
x—bT

Considerando f~!(x) = & y tomando en cuenta la regla
de L’Hopital,

@Vn,)(x) = @V, )Xb)

lim

_ x—b
x—b
ARV ()
Iim —— ——
_ x—b
x—b
_ o—1

= lim >
oa—1 L‘l(a)—\/—zgln(a)—b
, 20/~ In(ax)
= lim ) : - =0.
o—1 205\/—1n(a)(L’1) (a)+\/2p

9
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Por lo tanto, d(_uVT[p) b)=0.
dx
dwV
Similarmente M(e) =0.Asi, anp eg D&y
dx

Teorema 2.- Sea u un niimero difuso. Si u € 3. entonces
existe una secuencia de nimeros difusos (w ) c 3
tal que

D(e)

d_(w,u)<l/n,

n

paratodon =1,2,3,...

Demostracién: Sea u nimero difuso tal que u € 3. Si
tomamos w, = uV,, entonces, por el Teorema 1, tenemos
que w, es un nimero difuso &-diferenciable, paran =1, 2,
3,.... Ademas, de la propiedad (3) de la métrica d_,

d(w,,u)= dw(an”n,u)

< doo(nlln’l{o})z 1/n.

paratodon =1, 2, 3,...

Observacién 2.

a) Del Teorema 2, concluimos que un niimero difuso
tipo trapezoidal se puede aproximar por una secuencia
de niimeros difusos &-diferenciables, para € = 0.011.
Destacamos que la convergencia es dada en la métrica
d_, la cual es una métrica fuerte en la teoria de conjuntos
difusos.

b) Note que el niimero difuso casi Gaussiano 1y los niimeros
difusos aproximantes w, tienen similar comportamiento
de diferenciabilidad, en el sentido que son diferenciables
en el interior del nivel €y no son diferenciables en los
extremos del nivel €.

UN ALGORITMO SIMPLE

Proponemos un algoritmo computacional que nos permite
visualizar varias aproximaciones w,. Este algoritmo es
el siguiente:

APROXIMACION-DIFUSO (n,L,R) Return w,
input: n nimero de aproximaciones
L funcién creciente (lado izquierdo) de u
R funcién decreciente (lado derecho) de u
L17 funcién creciente (lado izquierdo) de 7, ,,
R,7 funcién decreciente (lado derecho) de 7,
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Li=INVERSE(L())
Ri=INVERSE(R())

f=Li-L,
g=Ri+R,

fn=INVERSE(f)
en=INVERSE(g)
return: fny gn

Ejemplo 1.- Consideremos el nimero difuso de tipo
trapezoidal u (figura 4) dado por

x> si 0<x<1
u(x) = 1 si 1£x<2
—x+3 si 2<x<3

Este conjunto difuso no es diferenciable en x = 1 y en
x =2. Por otro lado, para cada o € [0,1], sus niveles son
dados por

[u]" =[Vor.3-].

Usando el algoritmo propuesto tenemos los graficos de
los nimeros difusos &-diferenciables w, w,, w, y w, que
se aproximan a #, como se muestra en la figura 5.

1 T T

05 F E

0 05 T 3 5 25 3

Figura 4. El nimero difuso u.

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

05 0 05 1 15 2 25 3 35 4
Figura 5. Las aproximaciones w, w,, Wy y w,.
Por otro lado, haciendo un zoom al gréfico anterior

podemos ver que w, no es diferenciable en los extremos
del nivel & como podemos ver en la figura 6.

0.06 E

0.05 E

0.04 g

0.03 -

0.02 -

0.01

I ~0.95 0.9 ~0.85 038 ~0.75 0.7
Figura 6. La aproximacién w, no es diferenciable en los
puntos extremos del nivel &.

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado una nueva forma de
aproximar un nimero difuso tipo trapezoidal por nimeros
difusos e-diferenciables, con €= 0.011.

La convergencia es dada en la métrica d_, la cual es una
métrica fuerte en la teoria de conjuntos difusos. Esto
hace que nuestro algoritmo mejore substancialmente
el algoritmo presentado en [8], donde se obtiene una
aproximacién de un nimero difuso tipo trapezoidal
usando la funcién sigmoidal, mas los conjuntos difusos
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aproximantes no son niimeros difusos, porque para valores
cerca de o = 1 los niveles son conjuntos vacios y asi
no existe convergencia en la métrica d_. También, cabe
resaltar que los niimeros difusos w, tienen propiedades
similares de diferenciabilidad con el niimero difuso casi
Gaussiano 7.

Por otro lado, las operaciones matematicas involucradas
en la construccién del algoritmo, la convergencia rapida,
asi como la implementacién computacional del mismo,
hacen que el algoritmo sea eficiente.

En teoria difusa, el empleo de funciones de pertenencia
diferenciables es con el fin de permitir el uso de métodos
basados en gradientes. Por ejemplo, es necesario funciones
de pertenencia diferenciables en el disefio de un micromotor
electrostético [15]. Asi, cada vez que surjan en el modelo
funciones de pertenencia trapezoidales, estas necesitan ser
aproximadas por funciones de pertenencia diferenciables.
En esta instancia el resultado de este trabajo puede ser
usado.
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