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RESUMEN

La ecuación constitutiva hipoplástica es una herramienta matemática que puede simular de manera confiable el comportamiento 
que experimentan materiales granulares no tratados (GNT) bajo carga estática y monotónica. Sin embargo, para el caso 
de cargas cíclicas, como las que ocurren en un pavimento, la ecuación sobreestima la acumulación de las deformaciones 
permanentes. En el presente artículo se presenta una versión extendida de la ecuación constitutiva hipoplástica de Wolffersdorff 
(1996) (una de las más utilizadas actualmente en el mundo) que intenta mejorar dicha limitación. Adicionalmente se 
presenta la simulación de ensayos triaxiales cíclicos con presión de confinamiento constante y variable (los cuales son los 
más utilizados en el mundo para estudiar el comportamiento de GNT en pavimentos) utilizando la versión extendida. Las 
simulaciones realizadas demuestran la amplia capacidad que tiene la ecuación hipoplástica para reproducir el comportamiento 
que el material granular experimenta en los ensayos cíclicos.

Palabras clave: Ensayos triaxiales cíclicos, materiales granulares no tratados, hipoplasticidad, presión de confinamiento 
constante, presión de confinamiento variable.

ABSTRACT

Hypoplastic constitutive equation is a mathematical tool which offers the possibility to reliably simulate unbound granular 
materials (UGM) behavior under static and monotonic loads. However, such equation overestimates the permanent strain 
accumulation under cyclic loads (e.g. in a pavement structure). This paper presents an extension of the Wolffersdorff’s 
Hypoplastic constitutive equation (1996) (currently one of the most used equations), aiming for improving its performance 
under cyclic loads. Beside this, cyclic triaxial tests simulations are presented using the extended version with constant and 
variable confining pressures. Triaxial tests are the most used when studying UGM behavior in pavements. Simulation results 
demonstrated the ability of the proposed equation for reproducing the behavior of granular materials under cyclic tests.

Keywords: Cyclic triaxial tests, unbound granular materials, hypoplasticity, constant confining pressure, variable confining 
pressure.
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INTRODUCCIÓN

En el mundo se han desarrollado diversas ecuaciones 
constitutivas con el fin de intentar simular y predecir el 
comportamiento que experimentan materiales granulares 
no tratados (GNT) en un pavimento flexible. En este tipo 
de estructura cada eje de carga genera en las capas de base 
y subbase (compuestas por GNT) deformaciones tanto 
resilientes (recuperables) como permanentes (plásticas). 
Sin embargo, para el cálculo de esfuerzos y deformaciones 
gran parte de los métodos de diseño mecanicistas de 
pavimentos emplean ecuaciones elásticas lineales, las cuales 
son incapaces de predecir la evolución de la deformación 

permanente en el tiempo. Suponer que el comportamiento 
de materiales granulares es completamente elástico 
conduce a una respuesta aproximada, correspondiente 
quizás a muy bajos niveles de esfuerzos. Además en 
este tipo de ecuaciones elásticas se impide considerar 
un módulo de rigidez del material dependiente de la 
magnitud del esfuerzo aplicado como lo demuestra la 
evidencia experimental (p.e., [1-12]). Por lo anterior, es 
necesario utilizar otro tipo de ecuaciones con el fin de 
intentar predecir las deformaciones que pueden ocurrir en 
estos materiales durante la vida útil del pavimento. Una 
amplia oportunidad para la formulación de ecuaciones 
que simulen el comportamiento bajo carga cíclica de 
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materiales granulares la ofrecen las estructuras de la 
elastoplasticidad e hipoplasticidad [13-18].

A pesar de que las ecuaciones elastoplásticas son una 
herramienta interesante para la formulación de ecuaciones 
en el área de los pavimentos, presentan como principales 
desventajas [2, 18-20]:

•	 La estructuración matemática de las ecuaciones 
es compleja y no es fácil llevar a cabo 
modificaciones.

•	 La mayor parte de estas ecuaciones son empleadas 
en problemas geotécnicos y por lo general las 
simulaciones son restringidas a muy pocos ciclos 
de carga.

•	 Para la aplicación de estas ecuaciones en 
pavimentos donde el número de ciclos de carga 
es del orden de 103-107 es necesario realizar 
sustanciales modificaciones.

•	 Los parámetros son de difícil determinación 
experimental.

En el caso de la ecuación hipoplástica, su formulación 
matemática y la determinación de sus parámetros mecánicos 
es relativamente simple. Presenta una amplia capacidad para 
simular el comportamiento que experimentan materiales 
granulares bajo carga monotónica y estática [21-23]. Sin 
embargo, su principal limitación es que sobrestima la 
acumulación de la deformación que experimenta un material 
granular no tratado baja carga cíclica (especialmente 
cuando el número de ciclos de carga es alto) [24].

En esta investigación se utilizó una versión hipoplástica 
para simular el comportamiento que experimentó un GNT 
en ensayos triaxiales cíclicos con presión de confinamiento 
constante (PCC) y variable (PCV). Los anteriores ensayos 
son los más utilizados para estudiar el comportamiento 
elastoplástico que experimentan GNT en pavimentos 
flexibles. Estos ensayos fueron realizados en el Instituto de 
Investigaciones de Mecánica de Suelos y Cimentaciones 
de la Ruhr Universität Bochum (Alemania) con el fin 
de comparar la respuesta que experimenta este tipo de 
materiales en ambos tipos de prueba y sus resultados 
son descritos detalladamente en [25]. Inicialmente se 
realizaron las simulaciones de los ensayos cíclicos 
empleando las versiones hipoplásticas de Niemunis [24] 
y Wolffersdorff [26]. De estas simulaciones se evidencia 
que las versiones actuales de la ecuación sobrestiman la 
acumulación de las deformaciones permanentes. Por tal 
motivo uno de los objetivos de la presente investigación 
fue extender la ecuación con el fin de poder predecir 
los resultados obtenidos de los ensayos PCC y PCV. La 
ecuación extendida no debe ser tenida en cuenta como una 
versión definitiva. Las modificaciones propuestas deben 

ser consideradas como una primera aproximación para 
que otro investigador las tenga en cuenta y pueda generar 
una versión más elegante y precisa. Los alcances y las 
limitaciones de la ecuación modificada son expuestos al 
final del artículo.

Inicialmente se presentan algunas generalidades de la 
ecuación constitutiva hipoplástica. Luego se presentan de 
manera resumida los resultados de los ensayos triaxiales 
cíclicos. Después se evidencia, mediante una simulación, 
el problema ya mencionado de la ecuación. Por ultimo se 
presentan las modificaciones realizadas a la ecuación y 
los resultados de las simulaciones de los ensayos PCC y 
PCV utilizando la versión hipoplástica extendida. Algunos 
de los modelos matemáticos desarrollados para simular la 
respuesta que experimentan estos materiales bajo carga 
cíclica, los factores que afectan dicha respuesta y el 
estado del conocimiento del tema pueden ser consultados 
en [3, 5, 27].

HIPOPLASTICIDAD

Generalidades
Algunas características de la ecuación constitutiva 
hipoplástica son:

•	 Permite describir deformaciones inelásticas desde 
el comienzo del proceso de carga.

•	 Permite modelar fenómenos de dilatancia y 
contractancia.

•	 Puede determinar la rigidez y la deformación que 
se producen en materiales granulares sin recurrir 
a dos ecuaciones distintas en un ciclo de carga y 
descarga.

•	 A diferencia de la elastoplasticidad, la 
hipoplasticidad no descompone la deformación 
en una parte elástica y plástica, ni presenta 
superficies que delimiten el comportamiento 
elástico o plástico del material.

Para el desarrollo de la ecuación constitutiva se tuvo en 
cuenta el comportamiento que experimentan materiales 
granulares en ensayos edométricos, de corte, triaxiales y 
biaxiales. En este tipo de ensayos se ha demostrado que estos 
materiales dependiendo de las condiciones de frontera, del 
nivel de esfuerzos y de la densidad del material presentan 
rigidez y resistencia al corte diferentes. Además alcanzan 
estados límites de falla y las curvas esfuerzo-deformación 
difieren con cambios en la magnitud del confinamiento 
del material. Todas estas observaciones son tomadas en 
cuenta por la ecuación hipoplástica y son reproducidas 
de manera confiable por la misma para el caso de carga 
monotónica y estática.
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Para poder predecir el comportamiento de materiales 
granulares la ecuación hipoplástica supone que:

•	 El estado del material es totalmente caracterizado 
por el tensor de esfuerzos efectivos (T) y por la 
relación de vacíos (e) (ver ecuación (1)).

	 T T D


= ( )h e, , 	 (1)

		 h es una función y T


, D son la velocidad de 
esfuerzo y de deformación respectivamente.

•	 El comportamiento mecánico no depende de la 
velocidad de deformación.

•	 Los granos son permanentes, por lo tanto la 
deformación es debida al reacomodo de las partículas 
durante procesos de carga y descarga (no se tiene 
en cuenta desgaste ni fractura de partículas).

•	 Efectos como capilaridad y cementación no son 
tenidos en cuenta.

•	 La deformación es homogénea (sin cortante 
localizado).

Las limitaciones de la ecuación constitutiva son:

•	 La simulación del comportamiento de materiales 
granulares bajo carga cíclica no es satisfactoria.

•	 No predice el comportamiento viscoso de suelos 
cohesivos. Una extensión de la ecuación para 
predecir el comportamiento de este tipo de suelos 
es la viscohipoplasticidad [24].

•	 Existe dificultad experimental para la obtención 
de parámetros hipoplásticos sobre materiales 
granulares con partículas grandes como las 
gravas.

Ecuación hipoplástica
Entre las diversas versiones de ecuaciones constitutivas 
hipoplásticas la más empleada es la de Wolffersdorff [26], 
la cual puede escribirse mediante la siguiente ecuación 
tensorial no lineal [24, 28-30]:

	 T = L : D + N D


fd ,	 (2)

T es el tensor de velocidad de esfuerzos, L (T, e) y N (T, e) 
son los tensores de rigidez lineal y no lineal, los cuales 
son función del esfuerzo y la relación de vacíos (e). D 
es el tensor de velocidad de deformación y fd (factor de 
picnotropía) es una variable de estado que tiene en cuenta 
cómo la densidad del material granular influye sobre el 
comportamiento del mismo.

La representación matemática de L (T, e) y N (T, e) se 
describe a continuación:

	 L =
T : T

I + TTf 1 F as ˆ ˆ
ˆ ˆ2 2( ) , 	  (3)
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T : T
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T es el tensor de esfuerzos, I denota el tensor unitario 
de cuarto orden con componentes Iijkl = δik δjl, ϕc es el 
ángulo de fricción crítico y los factores fs y fd tienen en 
cuenta la influencia que ejercen sobre el comportamiento 
del material, la presión media ejercida (barotropía) y la 
densidad del mismo (picnotropía). fs y fd se describen por 
medio de las siguientes ecuaciones [31]:
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eio es la relación de vacíos máxima alcanzada durante 
compresión isotrópica, eco es la relación de vacíos crítica 
y edo es la relación de vacíos mínima cuando el material 
se encuentra libre de presiones. Estas tres relaciones de 
vacíos decrecen con la presión media p ejercida al material 
por medio de la siguiente ecuación [31].

	 e
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	 (14)

La ecuación (14) se denomina ley de compresión isotrópica 
del material y relaciona en una gráfica datos experimentales 
del cambio que experimenta el suelo cuando éste es 
sometido a una determinada presión de referencia.
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El factor de barotropía (fb) se obtiene de la ecuación 
hipoplástica (2) y de la ley de compresión del material 
(ecuación 14). Para el caso de compresión isotrópica la 
ecuación constitutiva hipoplástica (2) se convierte en la 
ecuación (15). Si se conoce la presión media del material 

p tr
s = T

3
, y si de la ecuación (14) se calcula el cambio 

que experimenta p debido a un cambio en la relación de 
vacíos se obtiene:

	 T f f a f a Db e d



1
2

13 3= + −





	 (15)

	 p
p

h

h

ne
e

o
s

s

n
s

i

o

= −




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−
3

3

1
	 (16)

Conociendo que D
e

e
kl

o

kl=
+( )3 1

δ , por sustitución se 

obtiene en la ecuación (15) e igualación en la ecuación 

(16), el factor de barotopía fs = fbfe.

Los parámetros a y F tienen en cuenta el criterio de falla 
empleado por la ecuación constitutiva hipoplástica, el cual 
es el de Matsuoka-Nakai (Figura 1, extraída de [24]).

Figura 1.	 Representación gráfica del criterio de falla de 
Matsuoka-Nakai.

En la ecuación (7) se puede observar la relación que 
existe entre ϕc y el parámetro a. Esta relación se obtiene 
de la ecuación constitutiva hipoplástica. Para el caso de 
una muestra cilíndrica sometida a compresión triaxial, la 
ecuación (2) se reduce a dos ecuaciones escalares:
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Si en las ecuaciones (17)-(18) se considera el caso de 
una elevada deformación monotónica de corte (p. e. 
triaxial):

	 T T D D

D

 

1 2 1 2

1

2 0

0

= = + =
≠

, 	 (19)

y usando la definición del ángulo de fricción (ϕ),

	 sen
T T

T T
ϕ = −

+






max ,1 2

1 2

	 (20)

se obtiene la relación mencionada entre a y ϕc 
(ecuación (7)).

Los parámetros de la ecuación constitutiva hipoplástica 
son el ángulo de fricción crítica (ϕc), eio, eco y edo, una 
constante que describe la ley de compresión del material 
(n), la dureza granular (hs), el exponente de picnotropía 
(α) y el de barotropía (β). Los valores que se obtienen 
al determinar los parámetros hipoplásticos dependen 
de las características granulométricas del suelo, forma, 
angularidad, dureza y resistencia de las partículas. Dichos 
parámetros pueden ser obtenidos de muestras alteradas, 
es decir, son independientes del estado del material  
[21-22, 32] y por lo general se calculan de ensayos 
índices, de compresión isotrópica, edométricos y triaxiales 
drenados. Algunos parámetros hipoplásticos de diversos 
materiales granulares encontrados en la literatura de 
referencia pueden ser consultados en [25]. El significado 
físico de los ensayos y la forma como son determinados 
pueden ser consultados en [4, 21-22].

Para visualizar aspectos cualitativos de los tensores L 
y N se pueden utilizar envolventes de respuestas [33]. 
Las envolventes de respuesta para un estado conocido 
de esfuerzo T y de relación de vacíos e son definidas 
como la superficie cubierta para toda tasa de esfuerzo 
a la cual le corresponden diferentes tasas de velocidad 

de deformación D con magnitud unitaria (por ejemplo 

D = 1 ). Como ejemplo, en la Figura 2 se observa la 

envolvente de respuesta para un estado de esfuerzo 
axisimétrico (T1, T2 = T3) y coaxial de tasa de deformación 
(D1, D2 = D3). En la envolvente de respuesta se observa 
que con el tensor L la rigidez para carga y descarga es 
la misma. Al introducir el tensor N en la ecuación, la 
envolvente se traslada a un punto en el cual para carga 
y descarga la rigidez es diferente.

MOHR/COULOMB
	 φ = 43
MATSUOKA/NAKAI
	 φ = 43

MATSUOKA/NAKAI
	 φ = 30

MATSUOKA/NAKAI
	 φ = 20
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Figura 2.	 Envolvente de respuesta (extraída de [31]).

Ecuación hipoplástica con deformación inter­
granular
La ecuación (2) es utilizada con un alto grado de confianza 
para predecir el comportamiento que experimentan 
materiales granulares bajo cargas estáticas o monotónicas. 
Para el caso de cargas cíclicas, la acumulación de la 
deformación con los ciclos de carga es sobrestimada. Para 
mejorar esta deficiencia, la ecuación (2) fue modificada por 
Niemunis y Herle en 1997 [28], introduciendo una nueva 
variable de estado llamada deformación intergranular (δ). 
Esta variable tiene en cuenta que un cambio de dirección 
de la deformación en ciclos de carga y descarga genera 
un cambio en la rigidez de los materiales granulares. 
La versión extendida de la ecuación hipoplástica es la 
siguiente:

	 T M : D


= ,	  (21)

M es el tensor de rigidez, el cual es calculado de los 
tensores L (T, e) y N (T, e) de la ecuación (2). Esta versión 
del modelo hipoplástico necesita para su utilización la 
determinación de cinco parámetros adicionales por medio 
de ensayos triaxiales cíclicos o de columna resonante: mT, 
mR, R, βr y χ.  mT define el aumento de la rigidez después 
de un cambio de dirección de la deformación de 90° y 
mR después de un cambio de 180° con respecto al valor 
obtenido bajo deformación monotónica. R es el máximo 
valor de la deformación intergranular. βr controla la 
evolución de la deformación intergranular y χ la rigidez 
del material después de un cambio de dirección de la 
deformación. La representación matemática del tensor 
M, δ y los parámetros de la ecuación son descritos con 
mayor detalle en [24, 28].

Esta versión extendida de la ecuación hipoplástica tiene 
como principales desventajas:

•	 Sus parámetros son de difícil determinación 
experimental.

•	 La predicción de la acumulación de la deformación 
es sobrestimada cuando el número de ciclos de 
carga es alto.

•	 Puede ser utilizada para el caso en el cual el 
material se encuentre en el rango elástico.

ENSAYOS TRIAXIALES CÍCLICOS

En la Tabla 1 se presenta la información del programa 
de ensayos triaxiales cíclicos drenados. Las trayectorias 
de esfuerzos descritas en la Tabla 1 se representan de 
manera gráfica en la Figura 3. En esta figura se observa 
que para cada trayectoria PCV existe una PCC con los 
mismos valores promedios de esfuerzo desviador, presión 
media (qmed, pmed) y esfuerzo desviador máximo qmax. 
En la Figura 4 se describe esquemáticamente la notación 
de la distribución del esfuerzo durante los ensayos. Al 
igual que en los ensayos monotónicos las muestras eran 
saturadas después de ser compactadas empleando el 
contenido de agua óptimo (5,2%) obtenido del ensayo 
Proctor modificado.

Tabla 1.	 Programa de ensayos triaxiales cíclicos 
(pmin = presión media mínima, pmax = presión 
media máxima, pmed = presión media promedio, 
pampl  =  amplitud de la presión media,  
qmin = esfuerzo desviador mínimo, qmax = esfuerzo 
desviador máximo, qmed = esfuerzo desviador 
promedio, qampl = amplitud del esfuerzo 
desviador.

Ensayo pmin
[kPa]

pmax
[kPa]

pmed 
[kPa]

pampl 
[kPa]

qmax
[kPa]

qmed 
[kPa]

qampl 
[kPa]

1 20 200,0 110 90 135 67,5 67,5

3 20 100,0 60 40 60 30 30

4 20 100,0 60 40 120 60 60

5 20 200,0 110 90 270 135 135

6 20 200,0 110 90 202,5 101,25 101,25

2, 7 87,5 132,5 110 22,5 135 67,5 67,5

8 50 70,0 60 10 60 30 30

9 40 80,0 60 20 120 60 60

10 65 155,0 110 45 270 135 135

11 76,25 143,8 110 33,78 202,5 101,25 101,25

Las frecuencias de carga (f) fueron de 0,05 Hz y de 1,0 Hz 
para los ensayos PCV y PCC, respectivamente. Esta 
diferencia en la frecuencia fue debido a razones técnicas de 
operación del equipo triaxial ya que la máxima velocidad 
de carga en el ensayo PCV debe ser de 0,05 Hz. En este 
estudio fueron realizados ensayos que demuestran que la 
frecuencia de carga sobre la acumulación de la deformación 
vertical ε1

p es poco significativa [25].

Envolvente de respuesta

Hipoelástico
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Figura 3.	 Trayectorias de esfuerzos utilizadas para los 
ensayos cíclicos.
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σ
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Figura 4.	 Notación de la distribución del esfuerzo 
 en los ensayos cíclicos.

En las Figuras 5 y 6 se observa la evolución de la 
deformación permanente vertical (ε1

p) y volumétrica 
(εv

p=ε1
p + 2ε3

p) con la relación entre el esfuerzo desviador 
máximo y la presión media de confinamiento qmax/σ3med 
para el caso de los ensayos PCC. Para el caso de los PCV, 
los resultados son presentados en las Figuras 7 y 8; sin 
embargo, en vez de utilizar la relación qmax/σ3med, se utilizó 

el parámetro L q q p p= −( ) + −( )max min max min ,
2 2

ya  
que en los PCV la presión de confinamiento σ3 no 
permanece constante durante el ensayo (varía desde un 
valor mínimo σ3min a uno máximo σ3max).
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Figura 6.	 εv
p vs. N para diferentes qmax/σ3med.
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Figura 5.	 ε1
p vs. N para diferentes qmax/σ3med.

4,0

3,5

3,0

2,5

2,0

1,5

1,0

0,5

0,0
1x101	 1x102	 1x103	 1x104	 1x105	 1x106

ε 1P  
[%

]

Número de ciclos

Figura 7.	 ε1
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Figura 8.	 εv
p vs. N para diferente s L.

Una descripción más detallada de los objetivos de estos 
ensayos y sus resultados pueden ser consultados en [25].

SIMULACIÓN DE LOS ENSAYOS 
CÍCLICOS EMPLEANDO UNA ECUACIÓN 

HIPOPLÁSTICA EXTENDIDA

Como ya se mencionó, una de las principales limitaciones 
de la ecuación constitutiva hipoplástica es que sobrestima 
la deformación que experimentan materiales granulares 
bajo carga cíclica. Incluso esta limitación es encontrada 
cuando se emplea la versión extendida con deformación 
intergranular. Para representar gráficamente esta afirmación, 
en la Figura 9 se presenta la simulación del ensayo 8 
(PCC). Para la simulación empleando el concepto de 
deformación intergranular se supuso los valores de 
mR = mT = 5, R = 10–4, βr = 0,05 y χ = 6,0. Con estos 
valores, el material experimenta la mayor rigidez que 
puede alcanzar durante la simulación. Se observa que 
la predicción de la deformación utilizando la versión 
hipoplástica original y extendida es sobrestimada. A 
pesar de que la introducción del concepto de deformación 
intergranular en la ecuación remueve parte del exceso 
de acumulación de la deformación, la predicción de la 
evolución de la rigidez con el número de ciclos de carga 
N no es lo suficientemente precisa.

Bauer [31] presenta a través de una envolvente de 
respuesta (similar a la Figura 2) la forma como el factor 
de picnotropía fe (ecuación (11)) influye sobre la evolución 
de la rigidez en las simulaciones utilizando la ecuación 
hipoplástica. Bauer [31] muestra que fe causa una expansión 
proporcional de la envolvente de respuesta a medida que 
disminuye la relación de vacíos, es decir, la rigidez en la 
simulación incrementa conforme disminuye la relación 
de vacíos del material. De igual forma que fe, el factor 
fb (ecuación (11)) multiplica de manera proporcional los 

tensores de rigidez L y N, es decir, la rigidez evoluciona 
también con la presión media. De lo anterior es obvio 
pensar que ambos factores controlan en gran medida la 
rigidez durante las simulaciones.
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Figura 9.	 Simulación del ensayo triaxial cíclico Nº 8 
empleando la ecuación hipoplástica con y sin 
deformación intergranular.

Para el caso de simulaciones de un material granular bajo 
carga cíclica el factor fb evoluciona desde un valor mínimo 
hasta uno máximo (dependiendo del esfuerzo mínimo y 
máximo durante la simulación), pero siempre se mantiene 
en el mismo rango de valores para cada ciclo de carga y 
descarga. fe por el contrario evoluciona ya que en cada 
ciclo de carga y descarga la relación de vacíos cambia; 
sin embargo, este cambio no es suficiente para describir 
la forma como evoluciona la rigidez con el número de 
ciclos de carga. Por lo anterior, para que la ecuación 
hipoplástica (2) pueda tener en cuenta la evolución de 
la rigidez con N, se propone multiplicar los factores de 
barotropía y picnotropía mencionados (fs = fbfe) por una 
función escalar denominada Factor que evolucione con N 
(ecuación (22)). Como el material experimenta rigidización 
en cada ciclo de carga y descarga, inicialmente se propuso 
una función lineal de evolución para tal fin (ecuación 
(23)). Las simulaciones fueron realizadas utilizando el 
programa MATLAB 7.0.

	 f Factor f fs e b= ⋅ ,	 (22)

	 f zN f fs e b= ⋅ 	 (23)

Con z la ecuación tiene en cuenta la evolución de 
la rigidez con N y es un parámetro que depende de 
la relación qmax/σ3med y de L para los ensayos PCC y 
PCV respectivamente. Como los datos de entrada para 
las simulaciones son los esfuerzos y los de salida las 
deformaciones, fue necesario utilizar la solución “inversa” 
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de la ecuación hipoplástica desarrollada por Niemunis 
(2003) (ecuaciones 24 y 25).

D = L T­ L N D = A ­ B D­1 ­1
o

,  siendo  A = L T­1
o

, 

B = L N­1 y x = D 	 (24)

x = =








D

A B

B B ­ 1
+

A B

B B ­ 1
­

A A

B B ­ 1

T

T

T

T

2
T

T
	 (25)

Una simulación de los ensayos empleando la ecuación 
(23) se presenta en las Figuras 10-13. Como dato de 
entrada para la simulación fue necesaria la introducción 
del estado inicial de deformación en el primer ciclo de 
carga y descarga obtenido de los resultados experimentales 
(debido a que en z = 0 la rigidez es nula). Se observa 
que la predicción de la acumulación de la deformación 
vertical con N es mejor cuando se emplea esta ecuación 
en comparación con la versión hipoplástica sin modificar 
y aquella que utiliza el concepto de deformación 
intergranular. Sin embargo, la reproducción de la curva 
de evolución de la deformación con N no es satisfactoria 
cuando la magnitud del esfuerzo es alta. Para el caso de 
la deformación volumétrica, la predicción no es buena 
y por lo general es subestimada.
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Figura 10.	Simulación de los ensayos PCC empleando la 
ecuación (23) para el caso de ε1
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Figura 11.	Simulación de los ensayos PCC empleando la 
ecuación (23) para el caso de εv
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Figura 12.	Simulación de los ensayos PCV empleando la 
ecuación (23) para el caso de ε1
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Figura 13.	Simulación de los ensayos PCV empleando la 
ecuación (23) para el caso de εv

p.

En la Tabla 2 se presentan los valores de z para cada 
ensayo y en las Figuras 14 y 15 la representación gráfica 
de la evolución de z con L y qmax/σ3med para los ensayos 
PCV y PCC respectivamente. Se observa en la Figura 14 
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que el valor de z y por lo tanto la rigidez en los ensayos 
PCV aumenta con la magnitud del esfuerzo hasta un valor 
máximo a partir del cual disminuye. Una evolución similar 
de z se observa en los ensayos PCC cuando se incrementa 
qmax/σ3med (Figura 15). Estos resultados son acordes con la 
amplia evidencia experimental reportada sobre la evolución 
de la rigidez con la amplitud del esfuerzo [5].

Tabla 2.	 Valores de z.

PCV L [kPa] z [–]
  1 225 4,6

  3 100 3,6

  4 144 7,5

  5 325 1,0

  6 271 2,5

PCC qmax/σ3med [–] z [–]

  2 1,54 5,3

  8 1,20 4,8

  9 3,00 1,05

10 2,66 0,7

11 4,15 1,0

8

6

4

2

0
0	 100	 200	 300	 400

z

L [kPa]
Figura 14.	Variación de z con L (ensayos PCV).
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Figura 15.	Variación de z con qmax/σ3med (ensayos 
PCC).

Para mejorar la predicción de la deformación a altos 
niveles de esfuerzo, se plantearon diferentes factores 
de evolución de la rigidez y mediante un procedimiento 
de ensayo y error se encontró aquel que reportó los 
mejores resultados (ver ecuación (26)). Para el caso de 
la deformación volumétrica es necesario que la ecuación 
hipoplástica pueda tener en cuenta que la rigidez que 
experimentan materiales granulares es anisotrópica. Para 
tal fin se propone multiplicar las componentes L2211, L2222, 
L2233, L3311, L3322 y L3333 del tensor de rigidez L con un 
factor de anisotropía λ que tenga en cuenta la diferencia 
que existe entre la rigidez vertical y horizontal. Para el 
caso de las componentes L1111, L1122 y L1133, λ=1.

	 f A N B N f fs e b= ( ) + ( )





⋅2
ln 	 (26)

A y B son parámetros que dependen de η.

En las Figuras 16-19 se presenta la simulación de los ensayos 
utilizando la ecuación (26). Se observa en las figuras una 
mejor predicción de la deformación permanente vertical 
y volumétrica cuando se utiliza esta ecuación.
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Figura 16.	Simulación de los ensayos PCC empleando la 

ecuación (26) para el caso de ε1
p.
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En la Tabla 3 se presentan los valores de A(N)2+Bln(N) 
para cada uno de los ensayos (con N=3x104), y en las 
Figuras 20-21 la representación gráfica de la evolución de 
A(N)2+Bln(N) con L y qmax/σ3med para los ensayos PCV 
y PCC respectivamente. Se observa en la Figura 20 una 
tendencia similar a la presentada y descrita en la Figura 14. 
Además se observa en la simulación que la rigidez que 
experimentó el material granular en los ensayos PCV fue 
mayor en comparación con los PCC.

Como ya se mencionó, λ es un parámetro que controla 
la relación entre la rigidez vertical y horizontal. Para el 
caso de los ensayos PCC los valores de λ se encuentran 
en un rango entre 0,48 y 0,55 (Figura 22), lo cual indica 
que la rigidez vertical es mayor que la horizontal ya que 
λ=1 para las componentes L1111, L1122 y L1133 del tensor 
L. Estos valores de λ son acordes con la amplia evidencia 
experimental reportada en la literatura de referencia. En 
los ensayos PCV el valor de λ se encuentra en un rango 
entre 0.48 y 0.62 para L=100, 144 y 225 kPa. Cuando la 
amplitud del esfuerzo incrementa (L=271 y 325 kPa), el 
valor de λ alcanza valores superiores a 1.0 tal como se 
observa en la Figura 23, lo cual significaría que la rigidez 
horizontal es mayor que la vertical para este rango de 
esfuerzo. Tal vez este incremento es debido al cambio de 
dirección que experimenta la deformación radial cuando la 
amplitud del esfuerzo es alta. Es decir, λ podría controlar 
no solamente la diferencia entre la rigidez vertical y 
horizontal. Para obtener una descripción física más detallada 
del parámetro λ es necesario realizar un programa de 
ensayos con trayectorias de esfuerzos adicionales a las 
que se realizaron en el presente estudio.

Algunas limitaciones de la ecuación (26) son:

•	 La obtención de los parámetros A, B y λ es de 
difícil determinación numérica.

•	 Para obtener un significado físico más preciso 
del parámetro λ es necesario el desarrollo de otro 
programa de ensayos.

•	 El tiempo computacional para simular los ciclos 
de carga y descarga es alto cuando el número de 
ciclos es elevado.

•	 La predicción de la deformación resiliente es 
subestimada. Una forma de mejorar esta predicción 
puede estar en la modificación del tensor N ya 
que éste controla el comportamiento inelástico 
del material durante la simulación.

Figura 17.	Simulación de los ensayos PCC empleando la 
ecuación (26) para el caso de εv
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Figura 18.	Simulación de los ensayos PCV empleando la 
ecuación (26) para el caso de ε1
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Figura 19.	Simulación de los ensayos PCV empleando la 
ecuación (26) para el caso de εv
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Tabla 3.	 Valores de A, B, A(N)2+Bln(N) y λ.

PCV L [kPa] A [10–4] B [–]
A(N)2+Bln(N) 

[105]
λ [–]

1 225 2,7 200 2,45 0,48

3 100 2,7 100 2,44 0,62

4 144 4,0 200 3,62 0,44

5 325 0,46 200 0,43 2,0

6 271 1,1 200 0,92 1,1

PCC
qmax/σ3med 

[–]
A [10–5] B [–]

A(N)2+Bln(N) 
[104]

λ [–]

2 1,54 8,5 200 7,86 0,48

8 1,20 6,0 200 5,61 0,51

9 3,00 0,35 100 0,42 0,48

10 2,66 0,50 100 0,55 0,55

11 0,92 0,40 100 0,46 0,52
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Figura 20.	Variación de A(N)2+Bln(N) con L (ensayos 
PCV).
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Figura 21.	Variación de A(N)2+Bln(N) con qmax/σ3med 
(ensayos PCC).
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Figura 22.	Variación de λ con qmax/σ3med.
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Figura 23.	Variación de λ con L.

CONCLUSIONES

Las simulaciones de los ensayos triaxiales cíclicos fueron 
realizadas empleando la versión original y una versión 
modificada de la ecuación constitutiva hipoplástica. Para 
tal fin se desarrolló un programa Element-test utilizando 
como herramienta de simulación el MATLAB 7.0. Los 
parámetros de la ecuación original y modificada fueron 
obtenidos por medio de ensayos índices, edométricos bajo 
carga monotónica, y triaxiales bajo carga monotónica 
y cíclica, con el material en estado denso y suelto. Las 
simulaciones realizadas muestran la amplia capacidad 
que tiene la ecuación para reproducir el comportamiento 
que el material granular experimentó en los ensayos. Para 
las simulaciones bajo carga cíclica, como el material 
experimenta rigidización en cada ciclo de carga y descarga, 
se propuso que los factores de barotropía y picnotropía de la 
versión original de la ecuación hipoplástica se multiplicaran 
por un factor escalar que rigidizara la misma.

La ecuación modificada es el primer intento para mejorar 
la versión original y no debe ser considerada como una 
versión definitiva. La ecuación modificada subestima 
los valores de deformación resiliente y requiere la 



Ingeniare. Revista chilena de ingeniería, vol. 18 Nº 2, 2010

226

introducción de un estado inicial de deformación para 
las simulaciones. Además requiere introducir a la versión 
original de la ecuación tres parámetros adicionales, los 
cuales son obtenidos por medio de regresión. Para obtener 
un significado físico más preciso de los parámetros y una 
versión más elegante de la ecuación es necesario realizar 
mayor investigación sobre el tema.
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