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RESUMEN

Este articulo propone un método para seleccionar una wavelet madre adecuada para el andlisis frecuencial
de sefiales eléctricas transitorias, considerando sus propiedades y las necesidades del caso de aplicacion.
Se utiliz6 la descomposicidn wavelet por paquetes analizando las wavelets como filtros y para cuantificar
la dispersién de informacién evaluando el desempefio de diferentes familias incluidas en las librerias
de Matlab. Para validar el método propuesto se presenta un caso de aplicacién donde se estima el valor
eficaz (RMS) de una sefial transitoria.

El método de seleccidn utilizado permite tener una vision clara de como aprovechar las propiedades de
las wavelets para escoger una adecuada, dependiendo del caso de aplicacion.

Palabras clave: Transformada wavelet, sefiales transitorias, wavelet madre, descomposicidon wavelet por
paquetes, andlisis frecuencial.

ABSTRACT

This paper proposes a method to select an appropriate mother wavelet for the frequency analysis of
electrical transient signals, based on the wavelet properties and considering the needs of the application
case. The Wavelet Packet Decomposition (WPD) was used to analyze wavelets as filters and to quantify
the information leakage by evaluating the performance of different families included in the Matlab’s
libraries. To validate the method proposed, an application case is presented where the effective value
(RMS) is estimated for a transient signal.

The selection method used provides a clear scope on how to exploit the wavelet properties to select the
appropriate one depending on the particular application.

Keywords: Wavelet transform, transient signals, mother wavelet, wavelet packet decomposition, frequency
analysis.

INTRODUCCION

El analisis por Fourier ha sido una de las herramientas
mas importantes en el tratamiento de sefiales
eléctricas, pero presenta inconvenientes cuando
se requiere el estudio de sefiales no estacionarias,
las cuales aparecen en el campo de la ingenieria

habitualmente. Recientemente, la Transformada
Wavelet (WT) ha tomado fuerza en el analisis
de eventos transitorios debido a su propiedad de
resolucién variable en términos del tiempo y la
frecuencia, lo que permite modificar el ancho de
la ventana a aplicar, haciendo posible localizar
en el tiempo los eventos de baja y alta frecuencia
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simultdneamente [1-6]. Lo anterior permite analizar
con buena resolucién en frecuencia componentes
que oscilan lentamente, tales como la frecuencia
natural del sistema (60 Hz), sus armonicos y sus
subarménicos. También permite analizar con buena
resolucién en tiempo los componentes que oscilan
rapidamente, que normalmente corresponden a
eventos transitorios.

La calidad de la informacién obtenida a partir de
un andlisis donde se aplica la WT depende en gran
medida de la wavelet madre utilizada, de modo
que se debe considerar como una etapa dentro del
analisis por WT la seleccién de una wavelet madre
adecuada para cada caso particular de estudio [7-8].

En la bibliografia revisada no se identificé un método
o algoritmo claro que permita la seleccién adecuada
de una wavelet basado en sus propiedades, sino que
basicamente se emplean tres criterios: el primero
consiste en determinar visualmente la semejanza
que tiene la forma de la wavelet madre y la de la
sefial bajo andlisis; el segundo consiste en ensayar
distintas wavelets o métodos para cada caso de
estudio [9, 11], y a partir de los resultados escoger
una; el ultimo simplemente usa la wavelet db4,
por ser la mas empleada en el andlisis de sefiales
eléctricas [12-14].

Sin embargo, se dispone de una gran variedad de
wavelets madre y cada una tiene caracteristicas
propias, por lo que pueden ofrecer diferentes
resultados para cada caso de estudio particular.

ANALISIS WAVELET

La base de la Transformada de Fourier (FT) son
funciones seno y coseno, afiadiéndose para el caso
de la Transformada en Ventana de Fourier (STFT)
una funcién ventana para analizar por partes una
sefial determinada. Con la WT se conjugan estos
dos conceptos de funcién base y funcién ventana,
para resolver el problema de resolucién del analisis
por Fourier, el cual consiste en el compromiso entre
resolucién temporal y resolucién frecuencial, tal
como lo plantea el principio de incertidumbre de
Heisenberg [15].

La transformacion de 1la WT se realiza a través de
una funcion llamada wavelet (o wavelet madre),

con la que se descompone una sefial en diferentes
componentes de frecuencia que conforman una
familia de funciones que son traslaciones y
dilataciones de una funcién madre y (7). Este
proceso de traslacién y dilatacién se define en (1).

L (t—_fj
'/ff,a—\/al// P (1

Donde trealiza la traslacion y a provee la dilatacion
(o escalamiento).

Las wavelets deben tener valor promedio nulo, energia
finita y cumplir con una condicién de admisibilidad,
estos tres criterios se muestran en las ecuaciones
(2), (3) y (4), respectivamente.

f; y(t)dr=0 )
J:|I/I(t)|2 dt < oo 3)

~ 2
C, = |" wdw <oo @)

v 2= o
Donde v () es la FT de (7).

La Transformada Wavelet Continua (CWT) se
define en (5).

1 o _
== <oy (ITT)dt 5)

Donde (1) es el complejo conjugado de y(r).

Sin embargo, cuando se evalia computacionalmente
la CWT, los resultados son altamente redundantes
debido a la gran cantidad de informacién, por esto se
emplea la Transformada Wavelet Discreta (DWT),

en la cual los pardmetros a y t varfan de acuerdo
con (6) y (7), respectivamente.

a=aj (©6)
7= ktoap (7)

Donde j es un entero positivo.
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Para mejorar la eficiencia en términos de célculo
computacional se toma ay=2y Tp=1, con esto
se define la forma practica de la DWT llamada
Analisis Multirresolucién (MRA), la cual puede ser
vista como la descomposicién de una sefial usando
filtros paso alto (HP) y paso bajo (LP), tal como se
muestra en la Figura 1.

HP

Figura 1. Arbol de descomposicién del MRA.

Donde la salida de un filtro paso bajo se conoce
como aproximacion, y la salida de un filtro paso
alto como detalle. En la Figura 2 se muestra como
se divide el ancho de banda de la sefial, a medida
que se efectda el proceso de descomposicion.

ganancia [dB]

fmax
frecuencia [Hz]

Figura 2. Divisién del ancho de banda del MRA.

La divisién no uniforme del ancho de banda
usando el andlisis MRA hace que se concentre
mucha informacidn en los primeros componentes
de frecuencia, lo cual puede ser un inconveniente
dependiendo del tipo de aplicacién, por tal motivo
se hace la Descomposicién Wavelet por Paquetes
(WPD), dividiendo el ancho de banda de la sefial de
forma uniforme, tal como se presenta en la Figura 3.
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Figura 3. Division del ancho de banda de la WPD.

Para lograr la divisién del ancho de banda usando
la WPD se emplean etapas de filtrado tanto a las
aproximaciones (informacién de baja frecuencia)
como a los detalles (informacion de alta frecuencia),
tal como se muestra en la Figura 4.
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Figura 4. Arbol de descomposicién de la WPD.

CARACTERISTICAS Y PROPIEDADES
DE LAS WAVELETS

Enla Tabla 1 se presentan las caracteristicas de las
wavelets mas conocidas y algunas de sus propiedades.
A continuacion se presenta una descripcion de las
propiedades mds importantes.

Momentos de desvanecimiento. Es una propiedad
relacionada con la compresién de informacién
y eliminacién de ruido. El i-ésimo momento de
desvanecimiento de la wavelet se calcula usando (8).

J_Zl//(t)ti dt=0 )

De tal forma que la wavelet tiene v momentos de
desvanecimiento, si se cumple (8) parai=0,1,...,v—1.

En términos précticos, la cantidad de momentos
de desvanecimiento esta directamente relacionada
con la selectividad de la descomposicion wavelet,
vista como proceso de filtrado [16].

Tamaiio del soporte. Esta directamente relacionado
con la cantidad de momentos de desvanecimiento,
debido a que en una wavelet con v momentos de
desvanecimiento el tamafio del soporte es 2v—1
[16]. Normalmente esta propiedad estd directamente
relacionada con la cantidad de coeficientes del filtro
(teniendo en cuenta que una wavelet se puede ver
como un filtro), e influye directamente en el tiempo
de cdlculo y en la distorsién que se produce en los
extremos al procesar una sefial; dado esto, aunque
se prefiere una gran cantidad de momentos de
desvanecimiento, se debe lograr un equilibrio entre
ambos pardmetros para llevar a cabo un andlisis
apropiado.
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Tabla 1. Caracteristicas y propiedades de las wavelets mads comunes.

Haar Mexican Morlet Daubechies | Symmlets Coiflets Gaussiana Biorthogonal . Reverse Meyer Discrete
Hat Biorthogonal Meyer

Propiedades (haar) (mexh) (morl) (dbN) (symN) (coifN) (gausN) (biorNr.Nd)* (rbioNr.Nd)* (meyr) (dmey)
Orden 1,2, 0,450 | 1,2, 0,412 | 1,2,..,5% | 1,2, 447 | 11, 13,...,6.8% | 1.1,13,...,6.8
Regularidad No Si Si Relativa® Relativa’® Relativa® Si Relativa® Relativa® Si Si
Tamaio
del Soporte ! R N N ON-1 15.5] 2Nd+1 ONr+l 8.8 | [8.8]
Longitud 6 6
del Filtro 2 - - N N N - - -
Simetria St St St No Aproximada | Aproximada St St St St St
Momentos de 1 N N N Nr Nd
Desvanecimiento
Funcién Si No No Si si st No St St No St
de Escala
CWT Posible Posible Posible Posible Posible Posible Posible Posible Posible Posible Posible
DWT Posible | No Permite | No Permite Posible Posible Posible No Permite Posible Posible No Permite | Posible
Expresin St St Si No No No Si No No Si Si
Explicita

Regularidad. Es la capacidad de una wavelet de
reconstruir fielmente una sefial a partir los coeficientes
calculados en el proceso de transformacién [16],
o dicho de otro modo, representa la suavidad de
la wavelet.

Simetria. Sila wavelet es simétrica, al verla como
un filtro se puede decir que tiene fase lineal, si
no es simétrica se introduce distorsioén en la fase
[17]. Esto es de especial interés en aplicaciones de
procesamiento de sonido e imédgenes.

Funcion de escala. Es una funcién ortogonal a la
wavelet y, eventualmente, si ambas funciones son
normalizadas constituyen una base ortonormal
del espacio [16]. Al no tener definida una funcién
de escala, una wavelet determinada no puede ser
utilizada en la aplicacioén de la DWT.

En sintesis, para el andlisis frecuencial de sefiales
transitorias las propiedades mas importantes son: la
cantidad de momentos de desvanecimiento, ya que
es conveniente que los anchos de banda compartan
el minimo de informacién posible, y el tamafio del
soporte, porque influye considerablemente en el
tiempo de cdlculo. También se debe considerar la
existencia de la funcién de escala, ya que dependiendo
del tipo de aplicaciéon (CWT o DWT), algunas
wavelets no podrdn ser utilizadas. Sin embargo, la
importancia de una propiedad sobre otra depende
fundamentalmente de las necesidades del caso de
aplicacion.

2 Matemdticamente se podria tener un orden mayor al indicado,
pero en Matlab las wavelets indicadas solo estan definidas
hasta dicho orden.

LAS WAVELETS VISTAS COMO FILTROS

Utilizando el teorema de Parseval [18] se puede
visualizar la respuesta en frecuencia de las wavelets
[19], para evidenciar la informacién que comparten
los anchos de banda en el proceso de filtrado. Como
ejercicio se puede aplicar la WPD a una sefial senoidal
que varfa su frecuencia desde O hasta 1 kHz (con
frecuencia de muestreo Fs=2 kHz); para cada valor
de frecuencia se calcula la energia que recoge cada
componente en el nivel 2 de descomposicion, con
relacion a la energfa total de sefal. En la Figura 5
y la Figura 6 se muestran las respuestas de las
wavelets db4 y db20, respectivamente.

1 — : ——
AN TN RN //
- \ ) / \\ / \\ /
N\ /
& 05 \’/ N g \;< i
Ex / N / /‘ \
/
// \\ - ~_ ./  \
0 = L — X\ L »—x ~ L \\ L
0 200 400 600 800 1000

frecuencia (Hz)

Figura 5. Respuesta en frecuencia de la wavelet
db4.

La wavelet aumenta su regularidad en cuanto mayor es el
orden.

Esta wavelet posee un orden compuesto por dos cifras y se debe
a que utiliza una wavelet para el proceso de descomposicion
(Nd) y otra para el proceso de reconstruccién (Nr). No hay
una secuencia para la combinaciéon Nr.Nd, los posibles
casos se pueden observar con el comando waveinfo(‘bior’)
o waveinfo(‘rbio’) de MatLab.

Solo aplica para el proceso de descomposicion.

No se puede dar una expresion, con el comando waveinfo(‘bior’)
o waveinfo(‘rbio’) se pueden ver los valores.
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Figura 6. Respuesta en frecuencia de la wavelet
db20.

Las dos figuras anteriores se pueden comparar con
la Figura 3, donde se evidencia que el orden de la
wavelet (asociado con la cantidad de momentos
de desvanecimiento) influye sobre la dispersién
de informacion frecuencial. Sin embargo, en este
punto solo se muestra un andlisis visual, que no
es de gran ayuda si se quiere escoger una wavelet
dentro de un grupo considerable; por tal motivo,
en este trabajo se plantea un método que cuantifica
la dispersién de informacién frecuencial logrando
una cuantificacién para tomar una decision sobre
la dispersion frecuencial de una wavelet.

METODO PARA CUANTIFICAR
LA DISPERSION

El algoritmo planteado para cuantificar la dispersién
que posee una wavelet determinada [20] se describe
en la Figura 7, el cual consiste en aplicar la WPD
y utilizar los componentes de cualquier nivel de
descomposicidn, luego se determina cudnta energia
queda por fuera del ancho de banda al que pertenece
la frecuencia de la sefial de entrada (el ancho de
banda de la sefal se determina con el teorema de
Nyquist) y, por dltimo, se promedian las energias
de dispersion calculadas.

Cabe resaltar que se puede usar cualquier nivel
de descomposicion u otro rango para el barrido
frecuencial, ya que los resultados se mantienen (esto
fue probado haciendo un andlisis de sensibilidad
al algoritmo desarrollado), y la seleccion de los
parametros mencionados se basd principalmente
en la resolucion frecuencial y el tiempo de cdlculo.

El método desarrollado se empled en la seleccion
de una wavelet aplicable al andlisis de transitorios
eléctricos, evaluando las cinco principales familias

[16] disponibles en el Toolbox de MatLab:

e Daubechies (dbl, 2, 3, ..., 40).
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wavelet
nivel
Fs

Definir anchos
de banda

f=sin(2pift)

Aplicar WPD y obtener la
matrizde coeficientes

Tomar anchode banda
inicial: ab=Fs/(27{n+1))

Calcular laenergia del ancho
de banda, la energia totaly la
energia de dispersion relativa

Promediar la energia
de dispersion relativa

FIN

Figura 7. Algoritmo para cuantificar la dispersion.

e Symmlets (syml, 2, 3, ..., 25).

e Coiflets (coifl, 2, 3, 4, 5).

*  Biorthogonal (biorl.1, 1.3, 1.5, 2.2, 2.4, 2.6,
2.8,3.1,3.3,3.5,3.7,3.9,44,55y 6.8).

* Reverse-Biorthognal (los mismos indices que
la familia Biorthogonal).

El analisis se realiz6 sobre un total de 100 wavelets,
mostrandose en la Figura 8 el resultado de evaluar
la familia Daubechies.

50 :
40 H f----a--

)
i
5
@
g 30 S B
o ' ' . '
s 20f i s B B e e
= ' ' ' ' ' |
@ H : H :
2 HH Hﬂ | ”
-
a 0

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Orden

Figura 8. Dispersién promedio calculada con la
familia Daubechies.

En el grafico anterior se observa que al aumentar la
cantidad de momentos de desvanecimiento disminuye
la dispersion de informacion.
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En la Figura 9 se muestran los resultados obtenidos
con todas las familias mencionadas, aplicando el
mismo procedimiento.
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153

MOMENTOS DE DESVANECIMIENTO
Figura 9. Dispersién promedio de las familias bajo
andlisis.

Aunque sea lgico inferir que lo mds conveniente es
usar una wavelet con un mayor nimero de momentos
de desvanecimiento (o alto orden), se debe tener
en cuenta que la longitud del filtro aumenta con
relacion al orden de la wavelet, de modo que a
medida que aumenta la cantidad de momentos de
desvanecimiento también aumenta el tiempo de
célculo que toma la aplicacién de la transformada.
Por esto se debe tener un balance entre estas dos
propiedades, de tal forma que se seleccione una
wavelet que ofrezca poca dispersion de informacion
y requiera un tiempo de calculo moderado.

En la Figura 10 se grafican los resultados obtenidos
pero en funcién de la longitud del filtro.

DISPERSION PROMEDIO %

LONGITUD DEL FILTRO
Figura 10. Dispersién promedio en funcién de la
longitud del filtro.

Tomando como referencia a la wavelet db4 [12-14],
que como filtro posee ocho coeficientes (Tabla 1),
se centra la atencion en las wavelets cuya longitud
del filtro esta entre seis y doce coeficientes. En la
Tabla 2 se muestra el grupo de wavelets seleccionadas.

Tabla 2. Grupo de wavelets acotado.

Wavelet Dispersion Longitud Momentos de
promedio % | delfiltro | desvanecimiento
Db3 29,8953 6 3
Sym3 29,8953 6 3
Coifl 35,1067 6 2
Biorl.3 37,5091 6 1
Rbiod.4 28,1346 7 4
Db4 26,4961 8 4
Sym4 26,9376 8 4
Bior3.3 45,9144 8 3
Bior5.5 25,0642 9 5
Bior4.4 28,0054 9 4
Bior2.4 34,7727 9 2
Db5 23,9753 10 5
Sym5 24,4773 10 5
Biorl.5 34,0737 10 1
Rbi06.8 21,8379 11 8
Rbi05.5 25,3876 11 5
Db6 22,0970 12 6
Sym6 22,7049 12 6
Coif2 26,2503 12 4
Bior3.5 41,5002 12 3

De este grupo se seleccionan las wavelets que
ofrecen mejores resultados en la dispersién para
cada valor de longitud del filtro: db3, rbio4.4,
db4, bior5.5, dbS5, rbio6.8 y db6. Se considera la
cantidad de momentos de desvanecimiento y el
tamafio del soporte de la wavelet para el proceso
de seleccion.

CASO DE APLICACION

Para validar el método se aplicé el andlisis de una
sefial transitoria obtenida de la suma de diferentes
armonicos.

Aplicando la WPD se determiné el valor RMS de la

sefial a partir de los coeficientes de transformacion,
utilizando (9) [21-22].

Vs = %Z;(df 0) )

Donde L es la longitud de la sefial digitalizada, d/
es el componente del arbol de descomposicion en
el nodo i y el nivel j.
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Se simulé el transitorio de voltaje de la Figura 11,
que tiene una presencia temporal de los armdnicos
3,5y 7, esto se puede apreciar en la Figura 12
donde se descompone la sefial utilizando la WPD.
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Figura 11. Transitorio de voltaje.
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Figura 12. Descomposicién por WPD de la sefial
de la Figura 11.

Con las wavelets seleccionadas en la seccién anterior
se analiz6 el transitorio de la Figura 11 con el
objeto de encontrar el valor eficaz (RMS) de cada
armoénico y compararlo con el obtenido de forma
analitica; los resultados se presentan en la Tabla 3.

Tabla 3. Valores RMS del transitorio de la Figura 12.

1 Error

Armonicos (60Hz) 3 5 7 promedio
(%)

Analitico | 1199V [32,4V |21,4V | 10,7V -
Db3 2,18 | 26,13 2,84 | 5,80 9,24
Rbio4.4 7,44 | 28,94 | 16,98 | 10,80 16,04
Db4 0,67 | 7,64 | 493 | 7,12 5,09
Bior55 27,23 | 16,15 | 0,98 | 41,15 21,38
Db5 0,19 | 5,67 | 9,30 | 10,24 6,35
Rbi06.8 0,29 | 5,04 | 6,87 8,23 5,11
Db6 0,55 | 4,71 0,66 | 3,08 2,25
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Se observa el buen desempefio de la wavelet db4;
sin embargo, para el caso de estudio se selecciona la
wavelet db6 debido a que es la que presenta menor
error promedio. Se debe tener en cuenta que al utilizar
wavelets con un mayor nimero de momentos de
desvanecimiento los resultados mejoran, pero de
una forma no muy considerable; pero como los
coeficientes del filtro aumentan proporcionalmente
a los momentos de desvanecimiento, dicha mejoria
en relacién con el cédlculo computacional no es
justificable.

CONCLUSIONES

El método propuesto permite encontrar una wavelet
adecuada para el andlisis frecuencial de sefiales
transitorias de acuerdo con sus propiedades, dando
mayor importancia a la cantidad de momentos de
desvanecimiento (relacionada con la dispersién
de informacién o dispersiéon de energia de los
coeficientes) y al tamafio del soporte (que esta
relacionado con el tiempo de cdlculo), factores
relevantes en el andlisis frecuencial de sefiales
transitorias.

Con el método propuesto, a partir de un grupo inicial
de 100 wavelets se redujo el problema de seleccién a
solo 7 wavelets. Al valorar los resultados obtenidos
con el caso de aplicacién se ratificé el desempefio
de la wavelet db4, sin embargo, se seleccioné la
wavelet db6.

Los resultados del caso de aplicacién implementado
permitieron validar el método de seleccién
desarrollado tal como se observa en la Tabla 3.
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