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RESUMEN

En este articulo caracterizamos la dindmica de la magnetizacién de una particula magnética anisotrdpica
bajo la accién de campos magnéticos externos. La ecuaciéon de movimiento en estudio es la ecuacién de
Landau-Lifshitz-Gilbert. La anisotropia del sistema se asume uni-axial, mientras que los campos magnéticos
externos estan compuestos de un término constante y uno dependiente del tiempo, perpendiculares entre
si. Para la componente dependiente del tiempo, se analiza tanto el caso de un forzamiento periédico
como uno cuasiperiddico. Se utilizan diferentes indicadores para detectar los distintos comportamientos
dindmicos, tal como exponentes de Lyapunov y espectros de Fourier. Tanto para forzamientos periédicos
como cuasiperiddicos se muestra que el sistema exhibe tanto estados cadticos como regulares dependiendo
de los parametros. Se hace un andlisis intensivo desde el punto paramétrico, ya que en el cdlculo del
maximo exponente de Lyapunov se varfan simultdneamente dos pardmetros. En el ultimo caso otros
estados llamados “atractores extrafios no cadticos”” también han sido encontrados.

Palabras clave: Dindmica de espines, caos, atractores extrafios no cadticos.
ABSTRACT

In this work, we characterize the magnetization dynamics of an anisotropic magnetic particle under the
presence of external magnetic fields. The temporal evolution is described by the Landau-Lifshitz-Gilbert
equation. The anisotropy is assumed uniaxial, whereas the external magnetic fields are composed by
a homogenous and a time-dependent one. We analyze the case of a periodic and a quasi-periodic time
driven dependent field. Different indicators are used to detect the dynamical behaviors, such as Lyapunov
exponent and Fourier power spectrum. We show that for both periodic and quasi-periodic driven fields
the system exhibits chaotic and regular states. We perform an intensive analysis from the parametric point
of view, since we vary simultaneously two parameters when the largest Lyapunov exponent is calculated.
Finally, we found that there are other states called strange non-chaotic attractors.

Keywords: Spin dynamics, chaos, strange nonchaotic attractors.

INTRODUCCION bio-magnetismo para usos medicinales [3] o en

magnoénica [4], solo por nombrar algunos. Ademads,

La dindmica de la magnetizacién ha sido estudiada  varios enfoques sobre el aspecto no-lineal del

ampliamente debido a sus implicaciones en comportamiento dindmico de particulas magnéticas

posibles aplicaciones tecnoldgicas, por ejemplo,  cldsicas han sido un tema de investigacion recurrente
en espintrénica [1], magnetismo molecular [2], en las tltimas décadas.
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El estado del arte se puede encontrar en las
referencias [5-6].

Las aproximaciones mas usadas para describir las
ecuaciones de movimientos son las ecuaciones de
Landau -Lifshitz o Landau-Lifshitz-Gilbert (LLG)
[6], esta dltima sera utilizada en este articulo. En este
contexto se ha estudiado la dindmica de sistemas
magnéticos con diferentes configuraciones tanto
de campos externos, como de ejes de anisotropia
[7-18], dando lugar a fenémenos como el caos; de
hecho estos fendmenos caéticos han sido medidos
experimentalmente [7-10]. Sin embargo, no han
mostrado una tnica ruta al caos, por lo que el
estudio tedrico sobre estos sistemas puede ayudar
a dilucidar cudles son las diferentes rutas al caos
en sistemas magnéticos.

Por otra parte, los sistemas forzados
cuasiperiodicamente han sido estudiados tedrica
y experimentalmente en diferentes ramas de la
fisica en las dltimas décadas [19-23]. Este tipo de
forzamiento es la extension natural de una dnica
frecuencia de forzamiento, y la razén por la cual
uno puede esperar un comportamiento mucho mas
complejo. De hecho, los conjuntos invariantes mas
simples son en forma de foros [20]. Mds atin, hay
comunmente otros tipos de atractores, llamados
atractores extraios no-cadticos, donde “extrafio”
implica que la topologia atractor es complicada y
no lisa; y donde “no-cadtico” indica que no tiene
dependencia sensible de las condiciones iniciales [24].

El objetivo de este trabajo es investigar el
comportamiento dindmico de una particula
magnética anisotrépica en presencia de un campo
magnético externo aplicado dependiente del tiempo.
En particular, nos focalizaremos tanto en campos
magnéticos periédicos como cuasiperiédicos,
caracterizando la dindmica con diferentes indicadores
como son el espectro de Fourier, diagramas de
bifurcacion y exponentes de Lyapunov. Desde el
punto de vista numérico, para el computo de los
exponentes de Lyapunov se hacen calculos intensivos
ya que se varian dos pardmetros simultineamente,
creando diagramas de fases completos [25]. Este
trabajo es una continuacién y extension de la
referencia [23], donde se estudié el caso puramente
cuasiperiddico. En el presente articulo se analizan
y comparan las diferencias de tener forzamientos
periddicos y cuasiperiédicos. Ademas, se hace un

analisis mas detallado de los atractores extrafos
no caoticos.

Finalmente, haremos un andlisis comparativo del
maximo exponente de Lyapunov para ambos tipos
de forzamiento. El manuscrito estd ordenado de
la siguiente forma: En la seccién dos se expone
el modelo tedrico. En la seccidn tres se muestran
los resultados numéricos y se hace un andlisis de
ellos. Por dltimo, en la dltima seccién se exponen
las conclusiones.

MODELO TEORICO

Consideremos que la particula magnética puede ser un
mono-dominio magnético, tal que su magnetizaciéon
es representada por el vector de magnetizacién
M = M (#). La evolucién temporal de la particula
puede ser modelada por la ecuacién vectorial de
LLG adimensional [6]:

d_m:_mxr—nmx(mxf), (1)
T

donde m = M/M, y donde t=1[y/M,/x con
k=1+n2 Aqui M, es la magnetizaci6n de saturacion,
produciendo que la normalizacién sea a la unidad
[m [£1. El factor giromagnético esta representado
por 7, éste estd asociado al espin del electrén tal
que su valor numérico aproximado estd dado
por [y=2,21x105mA-'s"1. Ademis, N denota
el coeficiente de disipacién fenomenoldgico
adimensional, el cual es una propiedad del material
magnético, con valores tipicos del orden de 10 a
1073 en granates; y 102 o mayores para cobalto,
niquel o en permalloy (NigoFe,y) [6]. Con estos
ordenes de magnitud se tiene que 1/x=0,99=1.
Valores experimentales tipicos de M, son por ejemplo
Mjico=1,42x1 0° A/m para materiales de cobalto y
MS[NiJrA,SXlOS A/m para materiales de niquel, por
lo tanto se tiene que [ y/ Mco=308GHz y que [yl
M ni=106GH?z, respectivamente. Esto implica que
las escalas de tiempo para estos materiales son ( }//
Mco)™'=3 ps'y (|7 [M i) =6 ps, respectivamente.

Ademds, cabe sefialar que en estos materiales la
aproximacién de macrospin (particulas descritas
por mono-dominios magnéticos) es valida para
particulas con tamafios aproximados de 10-20
nm, ya que para tamafios menores los efectos de
anisotropia de superficie son relevantes [26]; y para
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tamafios mayores aparecen estados magnéticos no-
uniformes, como por ejemplo vértices en nanohilos
de cobalto. Asimismo, la forma de la particula
tiene un rol importante en la aproximacion de
macrospin [27].

El campo efectivo, I, que actia sobre la magnetizacion
viene dado por:

I'=h+ B(m- )i, )

donde h es el campo magnético externo y § mide
la anisotropia a lo largo del eje i ; el cual en lo que
sigue lo tomaremos como el eje z. Esta anisotropia
es uni-axial, y 1a constante 3 depende de la sustancia
especifica y de la forma de la muestra. De hecho,
puede tomar tanto valores positivos como negativos
[6]. Nétese que este término proviene de una energia
de anisotropia cuadrdtica, E,y =—f(m- i)’

El campo magnético externo se asume que estd
compuesto de dos partes, una constante y otra
dependiente de una modulacién temporal. En
particular, usaremos la siguiente configuracién [23]:

h=h2+h, sinQD%+h,sin@Q,D%, (3

donde los coeficientes {h_,h,,;,h,Q,} son
constantes. De acorde a la seleccion de escalamiento
dimensional, el campo externo y las frecuencias
adimensionales sonh=H/M;y Q=@ x /(yM,)
con j=(1,2). Dado que la amplitud del campo H
y de las frecuencias son medidas en unidades de
M,y de (yM,), respectivamente, uno encuentra
que para materiales como el cobalto o el niquel
los 6rdenes de magnitud son 10°-10! kOe y GHz.
En este articulo, se variardn los parametros en el
mismo rango de magnitudes.

Por otra parte, existen dos casos relevantes para la
raz6n entre las frecuencias, £2,/€2,. Cuando £2,/€2,
es racional, el sistema estd forzado periddicamente
(P), mientras que un valor irracional de £2,/€2,
produce un forzamiento cuasiperiédico (CP) de
dos-frecuencias.

Finalmente, remarcamos que cuando el sistema
tiene un forzamiento CP el sistema tridimensional
no-auténomo (1) puede ser descrito por un sistema
auténomo equivalente de dimensién cinco. Como el
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sistema tiene la restriccion de que el médulo de la
magnetizacion es una constante de movimiento con
|m| =1, implica que el sistema dindmico auténomo
efectivo es de dimension cuatro.

Caso Conservativo

Cuando la disipacién es nula (n=0) y sin forzamiento
paramétrico (h,;=h,,=0) la ecuacién vectorial
(1) es conservativa, y puede ser derivada desde un
funcional de energia. Es decir:

dm
—=mxV_G(m),
g7 - X VmGm) 4)

donde G denota la energia libre. En este caso el
campo efectivo se reduce a T'y =(h,+Bm_)Z,y
por lo tanto las componentes de la ecuacién (1)
pueden ser escritas como:

dm
dT" =—(h, + pm,)m,, 4.1)
m,
d—; =—(h, + Bm_)m,, 4.2)
dmZ
= 0’
It (4.3)

Este conjunto de ecuaciones tiene una familia de
soluciones homoclinas dado por:

m, ,(T) =m,q cos(®yT) - my sin(®,7), (4.2)
my, ()= my cos(®y7) — m,(sin(P,7), (4.b)
M, (7) =, (4.c)

donde @y=h_+mf,qy el periodo Ty =2m/P,. Las

condiciones iniciales tienen la restriccién dada por el
. 2 2 2 Py

moédulo My +miy+m7y = 1. Para una energia libre

fija G, se tiene que: M. =B (—h, t[hZ = Z,BG).
Dado que m,, debe ser real, las soluciones serdn
estables hasta: . = hzz(ZG).

Por otra parte, la disipacion y la inyeccién de la
energia colocan a la particula en situaciones fuera
del equilibrio. Estos fendmenos serdan analizados
en la préxima seccion.
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SIMULACIONES

Esta seccién la dividiremos en dos partes. En la
primera sub-seccién discutimos brevemente los
indicadores con los cuales vamos a caracterizar los
diferentes regimenes; y en la segunda son presentados
los resultados numéricos y su correspondiente
analisis.

Indicadores

El sistema dindmico descrito por la ecuacién (1)
bajo la accién de un campo externo dependiente
del tiempo de la forma (3) no puede ser resuelto
analiticamente, esto es debido a las no-linealidades
y las dependencias temporales. Por lo tanto, se
debe resolver numéricamente. En orden de integrar
numéricamente las ecuaciones de movimiento
y abolir artefactos numéricos, es recomendable
resolver la ecuacién (1) en su representacién
cartesiana. Asimismo, para obtener una precision
de 1078 en el campo de magnetizacién hemos
integrado la ecuacién (1) usando el método de
Runge-Kutta de cuarto orden con un paso de
tiempo fijo d7=0,01.

En primer lugar, se hace la caracterizacion de
los comportamientos dindmicos de la ecuacién
(1) mediante la evaluacién de los exponentes de
Lyapunov (ELs). Este método consiste en cuantificar
la divergencia entre dos trayectorias cercanas del
campo vectorial [1, 15, 18, 25, 28].

En general, para un sistema dindmico de dimensién
efectiva N descrito por un conjunto de ecuaciones
de la forma, dX'/dt= F(X, 1), el i- ésimo exponente
de Lyapunov viene dado por:

A; = lim Ly H6Xé | , (5)

T—o0 T H6X6

donde HSX&H es la distancia entre las trayectorias
de la i-ésima componente del campo vectorial en
el tiempo &. Estos exponentes pueden ser en forma
descendente, desde el mayor hasta el menor: 4,>4,>
...2 . El primer exponente, A,, se conoce como el
mdximo exponente de Lyapunov (MEL). Explorando
la dependencia del MEL con los diferentes pardmetros
del sistema, uno puede identificar dreas en el espacio
de pardmetros donde la dindmica es cadtica (MEL
positivo), o bien donde se presentan dindmicas

no-cadticas regulares (MEL cero o negativo). Como
estamos tratando con un sistema forzado con dos-
frecuencias, al menos dos de los exponentes de
Lyapunov seran siempre cero; por lo tanto el atractor
mas simple serd un Toro 72 [19]. Otra posibilidad es
tener tres exponentes de Lyapunov igual a cero. En
este caso el sistema exhibe un comportamiento CP
de tres-frecuencias T°. Enfatizamos que un sistema
forzado cuasi-periédicamente puede exhibir otros
tipos de atractores llamados atractores extrafios
no-caéticos. Estos poseen una topologia no-suave,
pero no tienen una dependencia en la sensibilidad
de las condiciones iniciales, que se traduce en
tener un MEL no positivo [20]. Los exponentes de
Lyapunov son calculados con las técnicas expuestas
en las referencias [15, 18, 25]. El error es del orden
del 1%, el cual es suficientemente pequefio para el
presente andlisis.

Ademas de este método, existen otros indicadores
de como medir los diferentes estados dindmicos
de un sistema, tal como el espectro de Fourier,
secciones de Poincaré, funciones de correlacion,
o diagramas de bifurcacién, entre otros [5, 6,
11, 12, 15-18]. El maés clasico es el espectro de
Fourier, el cual denotaremos por S(f). Usando
este espectro uno puede definir la funcién de
distribucién de espectral N(o) como el nimero de
cuspides de [S(p) [con amplitudes mayores que ©.
Esta cantidad obedece diferentes leyes de escala
dependiendo del comportamiento dindmico. En
particular, N(0) o< In(1/ 0’) para un comportamiento
CP de dos frecuencias, N(o) <>c(ln(1/(7))2 para
un comportamiento CP de tres frecuencias, y
N(0) < 0~% con 1 < & < 2, para atractores extraflos
no-caéticos [19, 22]. En el caso del espectro Fourier
para regimenes cadticos, tipicamente se observa
una gran cantidad de cuspides, los cuales forman
como un “continuo” de puntos [5].

El célculo de la transformada rapida de Fourier es
computado después de un lapso suficientemente
largo para obtener el estado permanente del sistema,
y tomando en consideracién lo expuesto en las
referencias [22, 28].

RESULTADOS
Los principales resultados estan dados en las Figuras

1-9. En particular, centraremos la discusion en la
influencia de la componente del campo externo
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dependiente del tiempo. En lo que sigue los valores
de los pardmetros fijos son: n=0,05, B=1y h,=0,1.

Figura 1. Diagrama de fase que muestra el maximo
exponente de Lyapunov en cédigo de
color en funcién de Q; y de €2,. Los
valores fijos de la amplitud de campo
son h, =10y h,=0,5. El diagrama
contiene 135939 MELs.

La Figura 1 muestra un diagrama de fase del MEL,
Ay, en funcién de ambas frecuencias €, y £2,. Como
se puede observar para bajas frecuencias, £2;<0,32
y €2,<0,28, existen regiones de dindmica regular
(A,;<0). También en la linea £, = £2,, existen puntos
aislados donde la dindmica es cuasiperiddica; en otros
casos la dindmica es cadtica, ya que A, >0. Otras
islas cuasiperiddicas aisladas se pueden observar en
el diagrama fuera de esta linea. Asimismo, podemos
verificar que no hay una simetria de reflexién para
€=, ya que los valores de las amplitudes son
distintas, h #h,,.

La Figura 2 muestra un diagrama de fase para el
méximo exponente de Lyapunov, A;, en funcién
de ambas amplitudes de campo &, y h,,, para un
forzamiento cuasiperiédico €2,/ €, = /4. Podemos
observar que existe un patrén intrincado de aparicién
de regiones cadticas y cuasi-periddicas. Este patrén
se vuelve mds regular cuando la amplitud de A,
aumenta. El panel (a) de la Figura 3 muestra el
MEL, A, en funcién de la amplitud del campo £,
cuando h,,=0,1 para los mismos pardmetros fijos
de la Figura 2. Aqui, mostramos un mayor rango
de valores de h,;, para estudiar en mds detalle el
patrén de transicion regular-cadtico en el espacio
de pardmetros. La periodicidad de las regiones
cadticas cumple con una ley lineal doble, esto es, los
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Figura 2. Diagrama de fase que muestra el maximo
exponente de Lyapunov en cédigo de
color en funcién de h,, y de h,. Los
valores fijos de las frecuencias son:
Q,=1y Q,=n/4. El diagrama contiene
8421 MELs.

maximos estdn localizados en &, ~0,002+0,09n
para h,; <40 donde # indica el ndmero ordinal de
méaximos y con una doble distancia aproximada
Ah, ~3,1 para40< b <100.

En el panel (b) de la Figura 3 se presenta una
comparacion entre el exponente de Lyapunov para un
forzamiento cuasi-periddico débil (h,,=0,1) respecto
del periddico (h,,=0). En particular, se calcula la
diferencia de ambos, A;(h,,=0,1)-A4,(h»,=0), en
funcion de la amplitud del campo A,.

Ademads, es interesante hacer notar que para valores
mayores de la amplitud, h,,>75, la aparicién de
regiones cadticas decae drasticamente y para valores
h,1>100 las regiones cadticas no son mds visibles,
y por ende el sistema exhibe estados regulares.
Como podemos apreciar, las mayores diferencias
son de 10% para valores bajos e intermedios de
campo, mientras que éstos tienden a disminuir
considerablemente para altos valores de campo.
Ahora bien, aunque estas diferencias no sean por
un gran porcentaje son significativas y la topologia
de los atractores es completamente distinta. Por
ejemplo, para valores altos de campo ambos MEL
tienden a cero; sin embargo en el caso de forzamiento
periddico, el estado regular es un estado periddico,
mientras que en el forzamiento cuasiperiédico es
un estado cuasiperiddico, el cual puede ser de dos
o tres frecuencias dependiendo del valor de campo.
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Figura 3. (a) Médximo exponente de Lyapunov en
funcién de £, en el caso de forzamiento
cuasiperiodico (h,,=0,1) (b) Diferencia
entre el maximo exponente Lyapunov del
cuasiperiodico y el periddico (h,,=0)
en funcién de h,. Los valores fijos de
frecuencias son: Q,=1, ,=n/4. La
resolucion es 6 h,;=0,01.
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Figura 4. Diagrama de bifurcacién de m, en funcién
de h,. Los pardmetros fijos son los
mismos que en la Figura 3(a).

En la Figura 4 se expone el diagrama de bifurcacién
de la componente x de la magnetizacion m,, en
funcién de £,,. Este diagrama es calculado tomando
en consideracién los maximos locales de la serie
temporal de la componente en cada valor de campo.

Como podemos ver las regiones cadticas tienen
una dispersion amplia mientras que en los estados
no-caéticos la dispersion estd condensada. Ademas,
se corrobora el hecho de que para valores altos de
campo el sistema tiende a estados regulares.

En orden de particularizar los diferentes tipos
de comportamientos que exhibe el sistema, a
continuacion se muestran casos selectos de valores
de campo.

Las Figuras 5 y 6 muestran la serie temporal de la
componente x de la magnetizacién, m,, una seccién
de Poincaré bidimensional en funcién de m, y m,
obtenido con intervalos temporales de 27/€2;, el
espectro de Fourier de m, y su correspondiente
funcién de distribucién espectral, N(o), para dos
casos particulares de campo £,;=0,02 y h,=1,84,
respectivamente. El resto de los pardmetros fijos
son los mismos que en la Figura 3. Cabe destacar
que en ambos casos el MEL, A, es nulo desde el
punto de vista numérico, ya que sus valores estin
por debajo de 107, el cual es considerado como
cero numérico para el computo de los exponentes
de Lyapunov. Por lo tanto, el sistema se encuentra
en unos regimenes no-cadticos.

Como se puede apreciar en los paneles (a) de ambas
figuras la linea punteada siempre se mantiene en
la unidad. Esto es consecuente con la teorfa, ya
que se ha normalizado a la unidad, esto es [m E1.
Conjuntamente, podemos observar que las series
temporales no son abruptas ni irregulares.

Por otra parte, los paneles (b) muestran las secciones
de Poincaré comprobandose que son curvas cerradas
y suaves, lo que indica que estamos en regimenes
cuasiperiddicos. Para poder saber qué tipo de cuasi-
periodicidad se presenta recurrimos al espectro de
Fourier que se muestra en los paneles (c) de cada
figura, €stos muestran un conjunto de picos discretos.

En particular, en el caso de la Figura 5 aparecen
bastante pocos, habiendo tan solo dos picos
dominantes.

En los paneles (d) de las Figuras 5 y 6 se observa
la funcién de distribucién espectral N(o), la cual
nos proporciona una caracterizacién mas depurada.
De hecho, para el caso de h,;=0,02 (Figura 5)
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(a) m, (linea continua) y [m/ (linea
punteada) en funcién del tiempo 7.
(b) Seccion de Poincaré de m,~m, en
intervalos de tiempo de 277/€2;. (c) Espectro
de Fourier normalizado, [S(f) I/ Y1) /max,
en funcién de la frecuencia f. (d) Funcién
de distribucién espectral N(o) en funcién
de o. El valor de campo es h,;=0,02, y el
resto de pardmetros fijos son los mismos
que en la Figura 3(a).

encontramos que N(o)=uln(1/0) con u=5,174.
Esto implica que el sistema estd en un régimen
cuasiperiddico de dos frecuencias. Por otra parte,
en el caso de i, =1,84 (Figura 6) se tiene que la
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Figura 6. (a) m, (linea continua) y [m [ (Iinea

punteada) en funcién del tiempo 7.
(b) Seccioén de Poincaré de m,—m, en
intervalos de tiempo de 277/€2;. (c) Espectro
de Fourier normalizado, [S(f) 1 N0 /max,
en funcién de la frecuenciaf. (d) Funcién
de distribucién espectral N(o) en funcién
de o. El valor de campo es /,,=1,84 y el
resto de pardmetros fijos son los mismos
que en la Figura 3(a).

distribucion espectral ahora ajusta acorde a la ley
N(o)=uln(1/0)* con p=1,767. Luego, para estos
pardmetros el sistema exhibe un comportamiento
cuasiperiddico de tres frecuencias.
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En la Figura 7 se muestran los mismos paneles
que en las dos figuras precedentes para un valor
de campo h,;=16,50. En este caso el sistema se
encuentra en un estado cadtico ya que el valor del
MEL es 4,=0,049. Como podemos observar en el
panel (a), la serie temporal es irregular. Claramente,
la seccidon de Poincaré no es una curva cerrada,
y mds aun es rugosa como se puede apreciar en
el panel (b). Como se muestra en el panel (c), la
transformada de Fourier muestra un continuo de
puntos, tal que su distribucién espectral puede ser
ajustada con una ley potencial N(6)=uc~?%, donde
u=0,765 y donde a=0,935.

Un caso de atractor extrafio no cadtico se presenta
en la Figura 8. Este atractor se encuentra para un
valor de h,;=26,41. En este caso el valor del maximo
exponente de Lyapunov es nulo desde el punto de
vista numérico, de hecho éste es 1,=4x107, lo
cual estd muy por debajo del valor de corte. Los
paneles contienen los mismos indicadores que las
tres figuras anteriores. La serie temporal muestra
rasgos de irregularidad tanto en los valores maximos
como minimos. Como se puede apreciar claramente
en el panel (b) el mapa temporal de Poincaré es el
de un atractor extrafio.

De hecho, la ley que ajusta la funcién de distribucién
espectral es N(0)=po % con 1=0,6602 y o=1,00767,
lo cual es consecuente con la teoria.

Cabe destacar que este tipo de atractores son dificiles
de obtener ya que los métodos directos de computo
como los exponentes de Lyapunov, no generan
informacién de ellos, y se tiene que recurrir a otros
métodos como el ajuste de la funcién espectral
entre otros [19-23].

Remarcamos también que este tipo de regimenes son
s6lo obtenidos con forzamientos cuasiperiddicos.
Por otra parte, en este problema magnético estos
atractores extraflos no son muy ocurrentes en el
espacio de pardmetros, es decir anteceden o preceden
al caos en regiones muy acotadas del espacio de
pardmetros.

Finalmente, en la Figura 9 se muestran dos
secciones tridimensionales de Poincaré obtenidas
con intervalos temporales de 27/€2; cuando el
sistema exhibe un atractor extraflo no cadtico.
Estos dos casos particulares se encuentran para los
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Figura7. (a) m, (linea continua) y [m [ (linea

punteada) en funcién del tiempo 7.
(b) Seccion de Poincaré de m,—m, en
intervalos de tiempo de 277/€2;. (c) Espectro
de Fourier normalizado, K(f) I/ 10) / maxs
en funcion de la frecuencia f. (d) Funcién
de distribucién espectral N(o) en funcién
de o. El valor de campo es 1,,=16,50y el
resto de pardmetros fijos son los mismos
que en la Figura 3(a).

valores de campo h,;=24,39 yh,=27,64. Como se
puede ver en ambos casos el mapa es rugoso y con
discontinuidades, siendo una caracteristica de estos
atractores. Obviamente, los valores del MEL son
no positivos para ambos casos.
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Figura 8. (a) m, (linea continua) y [m [ (linea
punteada) en funcién del tiempo 7.
(b) Seccion de Poincaré de m,—m,
en intervalos de tiempo de 2m/€;.
(c) Espectro de Fourier normalizado,
SO 17 IS(F) [0, en funcién de la
frecuencia f. (d) Funcion de distribucién
espectral N(o) en funcion de o. El valor
de campo es h,;=26,41 y el resto de
pardmetros fijos son los mismos que

en la Figura 3(a).

CONCLUSIONES
En el presente articulo se ha estudiado la dindmica

de la magnetizacién de una particula magnética
con anisotropia cuadratica uni-axial descrita por
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Seccion de Poincaré de m en intervalos
de tiempo de 27m/€2;. Los valores de
campo h,;=24,39 y h,,=27,64. El resto
de pardmetros fijos son los mismos que
en la Figura 3 (a).

Figura 9.

la ecuacién de LLG. Particularmente, nos hemos
enfocado en comprender el efecto de forzamientos
tanto periédicos como cuasiperiddicos en el tiempo,
extendiendo los resultados obtenidos en la literatura
sobre este topico [11, 15-18, 23]. Para caracterizar la
dindmica, hemos empleado distintos métodos, como
transformada de Fourier, diagramas de bifurcaciones
y exponentes de Lyapunov. En primer lugar, hemos
calculado el maximo exponente de Lyapunov en
funcién de ambas frecuencias, lo cual da regiones
de ambos tipos de forzamiento dependiendo de
la razén entre las frecuencias, €2,/€2,. En la linea
Q,=£,, que da un forzamiento periédico, hemos
encontrado que para frecuencias intermedias y
altas existen islas de comportamientos dindmicos
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regulares A<0. Luego, nos hemos centrado en el caso
de forzamientos cuasiperiddicos con una relacién
particular de £2,/€,=4/7. En este caso, hemos variado
simultdneamente ambas amplitudes de campos de
forzamiento 4, y h,. Se ha encontrado un patrén
intrincado de transicién entre estados cadticos y
no cadticos. Para poder analizar en mds detalle las
transiciones hemos escogido un valor particular
del campo asociado a la segunda frecuencia de
forzamiento dado por 4,,=0,1 y logramos deducir
como es la periodicidad de la aparicion del caos.
Ademads, se compar6 con el caso de forzamiento
puramente periédico encontrando diferencias de
hasta un 10% en la amplitud del mdximo exponente
de Lyapunov a lo largo de la linea h,;.

Remarcamos nuevamente que a pesar de la
poca diferencia en las amplitudes los estados no
cadticos tienen una topologia muy diferente, ya
que en el caso cuasiperiddico el estado mds simple
es un Toro. Posteriormente, analizamos casos
particulares sobre la linea h,;, obteniendo tanto
estados cuasiperiddicos de dos y tres frecuencias
cadticos, como también atractores extrafios no
cadticos. Estos tltimos estados preceden o anteceden
al caos en regiones muy acotadas del espacio de
pardmetros. Finalmente, destacamos que como
los pardmetros escogidos estdn dentro del rango
experimental creemos que estos estados podrian
ser medidos.
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