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RESUMEN

En este artículo caracterizamos la dinámica de la magnetización de una partícula magnética anisotrópica 
bajo la acción de campos magnéticos externos. La ecuación de movimiento en estudio es la ecuación de 
Landau-Lifshitz-Gilbert. La anisotropía del sistema se asume uni-axial, mientras que los campos magnéticos 
externos están compuestos de un término constante y uno dependiente del tiempo, perpendiculares entre 
sí. Para la componente dependiente del tiempo, se analiza tanto el caso de un forzamiento periódico 
como uno cuasiperiódico. Se utilizan diferentes indicadores para detectar los distintos comportamientos 
dinámicos, tal como exponentes de Lyapunov y espectros de Fourier. Tanto para forzamientos periódicos 
como cuasiperiódicos se muestra que el sistema exhibe tanto estados caóticos como regulares dependiendo 
de los parámetros. Se hace un análisis intensivo desde el punto paramétrico, ya que en el cálculo del 
máximo exponente de Lyapunov se varían simultáneamente dos parámetros. En el último caso otros 
estados llamados “atractores extraños no caóticos” también han sido encontrados.

Palabras clave: Dinámica de espines, caos, atractores extraños no caóticos.

ABSTRACT

In this work, we characterize the magnetization dynamics of an anisotropic magnetic particle under the 
presence of external magnetic fields. The temporal evolution is described by the Landau-Lifshitz-Gilbert 
equation. The anisotropy is assumed uniaxial, whereas the external magnetic fields are composed by 
a homogenous and a time-dependent one. We analyze the case of a periodic and a quasi-periodic time 
driven dependent field. Different indicators are used to detect the dynamical behaviors, such as Lyapunov 
exponent and Fourier power spectrum. We show that for both periodic and quasi-periodic driven fields 
the system exhibits chaotic and regular states. We perform an intensive analysis from the parametric point 
of view, since we vary simultaneously two parameters when the largest Lyapunov exponent is calculated. 
Finally, we found that there are other states called strange non-chaotic attractors.

Keywords: Spin dynamics, chaos, strange nonchaotic attractors.
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INTRODUCCIÓN

La dinámica de la magnetización ha sido estudiada 
ampliamente debido a sus implicaciones en 
posibles aplicaciones tecnológicas, por ejemplo, 
en espintrónica [1], magnetismo molecular [2], 

bio-magnetismo para usos medicinales [3] o en 
magnónica [4], solo por nombrar algunos. Además, 
varios enfoques sobre el aspecto no-lineal del 
comportamiento dinámico de partículas magnéticas 
clásicas han sido un tema de investigación recurrente 
en las últimas décadas.
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El estado del arte se puede encontrar en las 
referencias [5-6]. 

Las aproximaciones más usadas para describir las 
ecuaciones de movimientos son las ecuaciones de 
Landau -Lifshitz o Landau-Lifshitz-Gilbert (LLG) 
[6], esta última será utilizada en este artículo. En este 
contexto se ha estudiado la dinámica de sistemas 
magnéticos con diferentes configuraciones tanto 
de campos externos, como de ejes de anisotropía 
[7-18], dando lugar a fenómenos como el caos; de 
hecho estos fenómenos caóticos han sido medidos 
experimentalmente [7-10]. Sin embargo, no han 
mostrado una única ruta al caos, por lo que el 
estudio teórico sobre estos sistemas puede ayudar 
a dilucidar cuáles son las diferentes rutas al caos 
en sistemas magnéticos. 

Por  o t ra  par te ,  los  s i s temas  forzados 
cuasiperiódicamente han sido estudiados teórica 
y experimentalmente en diferentes ramas de la 
física en las últimas décadas [19-23]. Este tipo de 
forzamiento es la extensión natural de una única 
frecuencia de forzamiento, y la razón por la cual 
uno puede esperar un comportamiento mucho más 
complejo. De hecho, los conjuntos invariantes más 
simples son en forma de toros [20]. Más aún, hay 
comúnmente otros tipos de atractores, llamados 
atractores extraños no-caóticos, donde “extraño” 
implica que la topología atractor es complicada y 
no lisa; y donde “no-caótico” indica que no tiene 
dependencia sensible de las condiciones iniciales [24].

El objetivo de este trabajo es investigar el 
comportamiento dinámico de una partícula 
magnética anisotrópica en presencia de un campo 
magnético externo aplicado dependiente del tiempo. 
En particular, nos focalizaremos tanto en campos 
magnéticos periódicos como cuasiperiódicos, 
caracterizando la dinámica con diferentes indicadores 
como son el espectro de Fourier, diagramas de 
bifurcación y exponentes de Lyapunov. Desde el 
punto de vista numérico, para el cómputo de los 
exponentes de Lyapunov se hacen cálculos intensivos 
ya que se varían dos parámetros simultáneamente, 
creando diagramas de fases completos [25]. Este 
trabajo es una continuación y extensión de la 
referencia [23], donde se estudió el caso puramente 
cuasiperiódico. En el presente artículo se analizan 
y comparan las diferencias de tener forzamientos 
periódicos y cuasiperiódicos. Además, se hace un 

análisis más detallado de los atractores extraños 
no caóticos. 

Finalmente, haremos un análisis comparativo del 
máximo exponente de Lyapunov para ambos tipos 
de forzamiento. El manuscrito está ordenado de 
la siguiente forma: En la sección dos se expone 
el modelo teórico. En la sección tres se muestran 
los resultados numéricos y se hace un análisis de 
ellos. Por último, en la última sección se exponen 
las conclusiones.

MODELO TEÓRICO

Consideremos que la partícula magnética puede ser un 
mono-dominio magnético, tal que su magnetización 
es representada por el vector de magnetización 
M = M (t). La evolución temporal de la partícula 
puede ser modelada por la ecuación vectorial de 
LLG adimensional [6]:

dm
dτ

= −m×Γ −ηm× (m×Γ ), (1)

donde m  =  M/Ms y donde τ = t⎥  γ  ⎢Ms /κ con 
κ = 1 + η2. Aquí Ms es la magnetización de saturación, 
produciendo que la normalización sea a la unidad 
⎢m⎥=1. El factor giromagnético está representado 
por γ, éste está asociado al espín del electrón tal 
que su valor numérico aproximado está dado 
por ⎢γ⎥≈2,21×105mA–1s–1. Además, η denota 
el coeficiente de disipación fenomenológico 
adimensional, el cual es una propiedad del material 
magnético, con valores típicos del orden de 10-4 a 
10-3 en granates; y 10-2 o mayores para cobalto, 
níquel o en permalloy (Ni80Fe20) [6]. Con estos 
órdenes de magnitud se tiene que l/κ≈0,99≈1. 
Valores experimentales típicos de Ms son por ejemplo 
Ms[Co]≈1,42×106 A/m para materiales de cobalto y 
Ms[Ni]≈4,8×105 A/m para materiales de níquel, por 
lo tanto se tiene que ⎢γ⎥ Ms[Co]≈308GHz y que ⎢γ⎥ 
Ms[Ni]≈106GHz, respectivamente. Esto implica que 
las escalas de tiempo para estos materiales son (⎢γ⎥ 
Ms[Co])–1≈3 ps y (⎢γ⎥ Ms[Ni])≈6 ps, respectivamente. 

Además, cabe señalar que en estos materiales la 
aproximación de macrospin (partículas descritas 
por mono-dominios magnéticos) es válida para 
partículas con tamaños aproximados de 10-20 
nm, ya que para tamaños menores los efectos de 
anisotropía de superficie son relevantes [26]; y para 
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tamaños mayores aparecen estados magnéticos no-
uniformes, como por ejemplo vértices en nanohilos 
de cobalto. Asimismo, la forma de la partícula 
tiene un rol importante en la aproximación de 
macrospin [27].

El campo efectivo, Γ, que actúa sobre la magnetización 
viene dado por:

Γ = h+ β(m ⋅ n̂)n̂, (2)

donde h es el campo magnético externo y β mide 
la anisotropía a lo largo del eje n̂ ; el cual en lo que 
sigue lo tomaremos como el eje z. Esta anisotropía 
es uni-axial, y la constante β depende de la sustancia 
específica y de la forma de la muestra. De hecho, 
puede tomar tanto valores positivos como negativos 
[6]. Nótese que este término proviene de una energía 
de anisotropía cuadrática, EAN = −β(m ⋅ n̂)2.  
El campo magnético externo se asume que está 
compuesto de dos partes, una constante y otra 
dependiente de una modulación temporal. En 
particular, usaremos la siguiente configuración [23]:

h = hzẑ + hx1 sin(Ω1τ )x̂ + hx2 sin(Ω2τ )x̂, (3)

donde los coeficientes {hz ,hx1,Ω1,hx2Ω2}  son 
constantes. De acorde a la selección de escalamiento 
dimensional, el campo externo y las frecuencias 
adimensionales son h = H / Ms y Ω j =ω jκ / (γMs )  
con j = (1,2). Dado que la amplitud del campo H 
y de las frecuencias son medidas en unidades de 
Ms y de (γMs), respectivamente, uno encuentra 
que para materiales como el cobalto o el níquel 
los órdenes de magnitud son 100–101 kOe y GHz. 
En este artículo, se variarán los parámetros en el 
mismo rango de magnitudes. 

Por otra parte, existen dos casos relevantes para la 
razón entre las frecuencias, Ω1/Ω2. Cuando Ω1/Ω2 
es racional, el sistema está forzado periódicamente 
(P), mientras que un valor irracional de Ω1/Ω2 

produce un forzamiento cuasiperiódico (CP) de 
dos-frecuencias.

Finalmente, remarcamos que cuando el sistema 
tiene un forzamiento CP el sistema tridimensional 
no-autónomo (1) puede ser descrito por un sistema 
autónomo equivalente de dimensión cinco. Como el 

sistema tiene la restricción de que el módulo de la 
magnetización es una constante de movimiento con
m = 1,  implica que el sistema dinámico autónomo 

efectivo es de dimensión cuatro. 

Caso Conservativo
Cuando la disipación es nula (η=0) y sin forzamiento 
paramétrico (hx1 = hx2 = 0) la ecuación vectorial 
(1) es conservativa, y puede ser derivada desde un 
funcional de energía. Es decir:

dm
dτ

= m×∇mG(m), (4)

donde G denota la energía libre. En este caso el 
campo efectivo se reduce a Γ0 = (hz + βmz )ẑ , y 
por lo tanto las componentes de la ecuación (1) 
pueden ser escritas como: 

dmx

dτ
= −(hz + βmz )my , (4.1)

dmy

dτ
= −(hz + βmz )mx , (4.2)

dmz

dτ
= 0, (4.3)

Este conjunto de ecuaciones tiene una familia de 
soluciones homoclinas dado por:

mx ,h(τ ) = mx0 cos(Φ0τ )−my0 sin(Φ0τ ), (4.a)

my,h(τ ) = my0 cos(Φ0τ )−mx0 sin(Φ0τ ), (4.b)

mzh (τ ) = mz0 , (4.c)

donde Φ0 = hz + mβz0 y el periodo THO = 2π/Φ0. Las 
condiciones iniciales tienen la restricción dada por el 
módulo mx0

2 +my0
2 +mz0

2 = 1. Para una energía libre 

fija G, se tiene que: mz0 = β−1 −hz ± hz
2 − 2βG( ).  

Dado que mz0 debe ser real, las soluciones serán 
estables hasta: βc = hz

2(2G). 

Por otra parte, la disipación y la inyección de la 
energía colocan a la partícula en situaciones fuera 
del equilibrio. Estos fenómenos serán analizados 
en la próxima sección. 
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SIMULACIONES

Esta sección la dividiremos en dos partes. En la 
primera sub-sección discutimos brevemente los 
indicadores con los cuales vamos a caracterizar los 
diferentes regímenes; y en la segunda son presentados 
los resultados numéricos y su correspondiente 
análisis. 

Indicadores
El sistema dinámico descrito por la ecuación (1) 
bajo la acción de un campo externo dependiente 
del tiempo de la forma (3) no puede ser resuelto 
analíticamente, esto es debido a las no-linealidades 
y las dependencias temporales. Por lo tanto, se 
debe resolver numéricamente. En orden de integrar 
numéricamente las ecuaciones de movimiento 
y abolir artefactos numéricos, es recomendable 
resolver la ecuación (1) en su representación 
cartesiana. Asimismo, para obtener una precisión 
de 10–8 en el campo de magnetización hemos 
integrado la ecuación (1) usando el método de 
Runge-Kutta de cuarto orden con un paso de 
tiempo fijo dτ = 0,01.

En primer lugar, se hace la caracterización de 
los comportamientos dinámicos de la ecuación 
(1) mediante la evaluación de los exponentes de 
Lyapunov (ELs). Este método consiste en cuantificar 
la divergencia entre dos trayectorias cercanas del 
campo vectorial [1, 15, 18, 25, 28]. 

En general, para un sistema dinámico de dimensión 
efectiva N descrito por un conjunto de ecuaciones 
de la forma, dXi/dτ = Fi(X, τ), el i- ésimo exponente 
de Lyapunov viene dado por:

λi = lim
τ→∞

1

τ
ln

δXτ
i

δX0
i

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟
, (5)

donde δXξ
i  es la distancia entre las trayectorias 

de la i-ésima componente del campo vectorial en 
el tiempo ξ. Estos exponentes pueden ser en forma 
descendente, desde el mayor hasta el menor: λ1≥ λ2≥ 
…≥ λN. El primer exponente, λ1, se conoce como el 
máximo exponente de Lyapunov (MEL). Explorando 
la dependencia del MEL con los diferentes parámetros 
del sistema, uno puede identificar áreas en el espacio 
de parámetros donde la dinámica es caótica (MEL 
positivo), o bien donde se presentan dinámicas 

no-caóticas regulares (MEL cero o negativo). Como 
estamos tratando con un sistema forzado con dos-
frecuencias, al menos dos de los exponentes de 
Lyapunov serán siempre cero; por lo tanto el atractor 
más simple será un Toro T2 [19]. Otra posibilidad es 
tener tres exponentes de Lyapunov igual a cero. En 
este caso el sistema exhibe un comportamiento CP 
de tres-frecuencias T3. Enfatizamos que un sistema 
forzado cuasi-periódicamente puede exhibir otros 
tipos de atractores llamados atractores extraños 
no-caóticos. Éstos poseen una topología no-suave, 
pero no tienen una dependencia en la sensibilidad 
de las condiciones iniciales, que se traduce en 
tener un MEL no positivo [20]. Los exponentes de 
Lyapunov son calculados con las técnicas expuestas 
en las referencias [15, 18, 25]. El error es del orden 
del 1%, el cual es suficientemente pequeño para el 
presente análisis.

Además de este método, existen otros indicadores 
de cómo medir los diferentes estados dinámicos 
de un sistema, tal como el espectro de Fourier, 
secciones de Poincaré, funciones de correlación, 
o diagramas de bifurcación, entre otros [5, 6, 
11, 12, 15-18]. El más clásico es el espectro de 
Fourier, el cual denotaremos por S(f). Usando 
este espectro uno puede definir la función de 
distribución de espectral N(σ) como el número de 
cúspides de ⎢S(f)⎥ con amplitudes mayores que σ. 
Esta cantidad obedece diferentes leyes de escala 
dependiendo del comportamiento dinámico. En 
particular, N(σ )∝ ln(1 /σ ) para un comportamiento 
CP de dos frecuencias, N(σ )∝ ln(1 /σ )( )2  para 
un comportamiento CP de tres frecuencias, y 
N(σ )∝σ –α  con 1<α < 2, para atractores extraños 
no-caóticos [19, 22]. En el caso del espectro Fourier 
para regímenes caóticos, típicamente se observa 
una gran cantidad de cúspides, los cuales forman 
como un “continuo” de puntos [5].

El cálculo de la transformada rápida de Fourier es 
computado después de un lapso suficientemente 
largo para obtener el estado permanente del sistema, 
y tomando en consideración lo expuesto en las 
referencias [22, 28].

RESULTADOS

Los principales resultados están dados en las Figuras 
1–9. En particular, centraremos la discusión en la 
influencia de la componente del campo externo 
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dependiente del tiempo. En lo que sigue los valores 
de los parámetros fijos son: η = 0,05, β = 1 y hz = 0,1.

Figura 1.	 Diagrama de fase que muestra el máximo 
exponente de Lyapunov en código de 
color en función de Ω1 y de Ω2. Los 
valores fijos de la amplitud de campo 
son hx1 = 1,0 y hx2 = 0,5. El diagrama 
contiene 135939 MELs.

La Figura 1 muestra un diagrama de fase del MEL, 
λ1, en función de ambas frecuencias Ω1 y Ω2. Como 
se puede observar para bajas frecuencias, Ω1 ≤ 0,32 
y Ω2 ≤ 0,28, existen regiones de dinámica regular 
(λ1 ≤ 0). También en la línea Ω1 = Ω2, existen puntos 
aislados donde la dinámica es cuasiperiódica; en otros 
casos la dinámica es caótica, ya que λ1 > 0. Otras 
islas cuasiperiódicas aisladas se pueden observar en 
el diagrama fuera de esta línea. Asimismo, podemos 
verificar que no hay una simetría de reflexión para 
Ω1 = Ω2 ya que los valores de las amplitudes son 
distintas, hx1 ≠ hx2.

La Figura 2 muestra un diagrama de fase para el 
máximo exponente de Lyapunov, λ1, en función 
de ambas amplitudes de campo hx1 y hx2, para un 
forzamiento cuasiperiódico Ω2 / Ω1 = π/4. Podemos 
observar que existe un patrón intrincado de aparición 
de regiones caóticas y cuasi-periódicas. Este patrón 
se vuelve más regular cuando la amplitud de hx1 
aumenta. El panel (a) de la Figura 3 muestra el 
MEL, λ1, en función de la amplitud del campo hx1 
cuando hx2 = 0,1 para los mismos parámetros fijos 
de la Figura 2. Aquí, mostramos un mayor rango 
de valores de hx1, para estudiar en más detalle el 
patrón de transición regular-caótico en el espacio 
de parámetros. La periodicidad de las regiones 
caóticas cumple con una ley lineal doble, esto es, los 

máximos están localizados en hx1 ∼ 0,002 + 0,09 n 
para hx1 < 40 donde n indica el número ordinal de 
máximos y con una doble distancia aproximada 
Δhx1 ∼ 3,1 para 40 ≤ hx1 ≤ 100. 

En el panel (b) de la Figura 3 se presenta una 
comparación entre el exponente de Lyapunov para un 
forzamiento cuasi-periódico débil (hx2 = 0,1) respecto 
del periódico (hx2 = 0). En particular, se calcula la 
diferencia de ambos, λ1(hx2 = 0,1)–λ1(hx2 = 0), en 
función de la amplitud del campo hx1. 

Además, es interesante hacer notar que para valores 
mayores de la amplitud, hx1>75, la aparición de 
regiones caóticas decae drásticamente y para valores 
hx1>100 las regiones caóticas no son más visibles, 
y por ende el sistema exhibe estados regulares. 
Como podemos apreciar, las mayores diferencias 
son de 10% para valores bajos e intermedios de 
campo, mientras que éstos tienden a disminuir 
considerablemente para altos valores de campo. 
Ahora bien, aunque estas diferencias no sean por 
un gran porcentaje son significativas y la topología 
de los atractores es completamente distinta. Por 
ejemplo, para valores altos de campo ambos MEL 
tienden a cero; sin embargo en el caso de forzamiento 
periódico, el estado regular es un estado periódico, 
mientras que en el forzamiento cuasiperiódico es 
un estado cuasiperiódico, el cual puede ser de dos 
o tres frecuencias dependiendo del valor de campo. 

Figura 2.	 Diagrama de fase que muestra el máximo 
exponente de Lyapunov en código de 
color en función de hx2 y de hx1. Los 
valores fijos de las frecuencias son: 
Ω1 = 1 y Ω2 = π/4. El diagrama contiene 
8421 MELs.
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Como podemos ver las regiones caóticas tienen 
una dispersión amplia mientras que en los estados 
no-caóticos la dispersión está condensada. Además, 
se corrobora el hecho de que para valores altos de 
campo el sistema tiende a estados regulares. 

En orden de particularizar los diferentes tipos 
de comportamientos que exhibe el sistema, a 
continuación se muestran casos selectos de valores 
de campo. 

Las Figuras 5 y 6 muestran la serie temporal de la 
componente x de la magnetización, mx, una sección 
de Poincaré bidimensional en función de mx y my 
obtenido con intervalos temporales de 2π/Ω1, el 
espectro de Fourier de mx y su correspondiente 
función de distribución espectral, N(σ), para dos 
casos particulares de campo hx1=0,02 y hx1=1,84, 
respectivamente. El resto de los parámetros fijos 
son los mismos que en la Figura 3. Cabe destacar 
que en ambos casos el MEL, λ1, es nulo desde el 
punto de vista numérico, ya que sus valores están 
por debajo de 10–4, el cual es considerado como 
cero numérico para el computo de los exponentes 
de Lyapunov. Por lo tanto, el sistema se encuentra 
en unos regímenes no-caóticos. 

Como se puede apreciar en los paneles (a) de ambas 
figuras la línea punteada siempre se mantiene en 
la unidad. Esto es consecuente con la teoría, ya 
que se ha normalizado a la unidad, esto es ⎢m⎥=1. 
Conjuntamente, podemos observar que las series 
temporales no son abruptas ni irregulares. 

Por otra parte, los paneles (b) muestran las secciones 
de Poincaré comprobándose que son curvas cerradas 
y suaves, lo que indica que estamos en regímenes 
cuasiperiódicos. Para poder saber qué tipo de cuasi-
periodicidad se presenta recurrimos al espectro de 
Fourier que se muestra en los paneles (c) de cada 
figura, éstos muestran un conjunto de picos discretos. 

En particular, en el caso de la Figura 5 aparecen 
bastante pocos, habiendo tan solo dos picos 
dominantes.

En los paneles (d) de las Figuras 5 y 6 se observa 
la función de distribución espectral N(σ), la cual 
nos proporciona una caracterización más depurada. 
De hecho, para el caso de hx1=0,02 (Figura 5) 

Figura 3.	 (a) Máximo exponente de Lyapunov en 
función de hx1 en el caso de forzamiento 
cuasiperiódico (hx2 = 0,1) (b) Diferencia 
entre el máximo exponente Lyapunov del 
cuasiperiódico y el periódico (hx2 = 0) 
en función de hx1. Los valores fijos de 
frecuencias son: Ω1 = 1, Ω2 = π/4. La 
resolución es δ hx1 = 0,01.

Figura 4.	 Diagrama de bifurcación de mx en función 
de hx1. Los parámetros fijos son los 
mismos que en la Figura 3(a).

En la Figura 4 se expone el diagrama de bifurcación 
de la componente x de la magnetización mx, en 
función de hx1. Este diagrama es calculado tomando 
en consideración los máximos locales de la serie 
temporal de la componente en cada valor de campo.
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Figura 5.	 (a) mx (línea continua) y ⎢m⎥ (línea 
punteada) en función del tiempo τ. 
(b) Sección de Poincaré de mx–my en 
intervalos de tiempo de 2π/Ω1. (c) Espectro 
de Fourier normalizado, ⎥S(f)⎪/⎥S(f)⎪max, 
en función de la frecuencia f. (d) Función 
de distribución espectral N(σ) en función 
de σ. El valor de campo es hx1=0,02, y el 
resto de parámetros fijos son los mismos 
que en la Figura 3(a).

Figura 6.	 (a) mx (línea continua) y ⎢m⎥ (línea 
punteada) en función del tiempo τ. 
(b) Sección de Poincaré de mx–my en 
intervalos de tiempo de 2π/Ω1. (c) Espectro 
de Fourier normalizado, ⎥S(f)⎪/⎥S(f)⎪max, 
en función de la frecuencia f. (d) Función 
de distribución espectral N(σ) en función 
de σ. El valor de campo es hx1=1,84 y el 
resto de parámetros fijos son los mismos 
que en la Figura 3(a).

encontramos que N(σ)=μln(1/σ) con μ≈5,174. 
Esto implica que el sistema está en un régimen 
cuasiperiódico de dos frecuencias. Por otra parte, 
en el caso de hx1=1,84 (Figura 6) se tiene que la 

distribución espectral ahora ajusta acorde a la ley 
N(σ)=μln(1/σ)2 con μ≈1,767. Luego, para estos 
parámetros el sistema exhibe un comportamiento 
cuasiperiódico de tres frecuencias.



Cabanas y Laroze: Dinámica de una partícula magnética bajo la influencia de campos oscilatorios

171

En la Figura 7 se muestran los mismos paneles 
que en las dos figuras precedentes para un valor 
de campo hx1=16,50. En este caso el sistema se 
encuentra en un estado caótico ya que el valor del 
MEL es λ1=0,049. Como podemos observar en el 
panel (a), la serie temporal es irregular. Claramente, 
la sección de Poincaré no es una curva cerrada, 
y más aún es rugosa como se puede apreciar en 
el panel (b). Como se muestra en el panel (c), la 
transformada de Fourier muestra un continuo de 
puntos, tal que su distribución espectral puede ser 
ajustada con una ley potencial N(σ)=μσ –α, donde 
μ≈ 0,765 y donde α≈ 0,935. 

Un caso de atractor extraño no caótico se presenta 
en la Figura 8. Este atractor se encuentra para un 
valor de hx1=26,41. En este caso el valor del máximo 
exponente de Lyapunov es nulo desde el punto de 
vista numérico, de hecho éste es λ1=4×10–5, lo 
cual está muy por debajo del valor de corte. Los 
paneles contienen los mismos indicadores que las 
tres figuras anteriores. La serie temporal muestra 
rasgos de irregularidad tanto en los valores máximos 
como mínimos. Como se puede apreciar claramente 
en el panel (b) el mapa temporal de Poincaré es el 
de un atractor extraño. 

De hecho, la ley que ajusta la función de distribución 
espectral es N(σ)=μσ–α, con μ≈0,6602 y α≈1,00767, 
lo cual es consecuente con la teoría. 

Cabe destacar que este tipo de atractores son difíciles 
de obtener ya que los métodos directos de cómputo 
como los exponentes de Lyapunov, no generan 
información de ellos, y se tiene que recurrir a otros 
métodos como el ajuste de la función espectral 
entre otros [19-23]. 

Remarcamos también que este tipo de regímenes son 
sólo obtenidos con forzamientos cuasiperiódicos. 
Por otra parte, en este problema magnético estos 
atractores extraños no son muy ocurrentes en el 
espacio de parámetros, es decir anteceden o preceden 
al caos en regiones muy acotadas del espacio de 
parámetros.

Finalmente, en la Figura 9 se muestran dos 
secciones tridimensionales de Poincaré obtenidas 
con intervalos temporales de 2π/Ω1 cuando el 
sistema exhibe un atractor extraño no caótico. 
Estos dos casos particulares se encuentran para los 

Figura 7.	 (a) mx (línea continua) y ⎢m⎥ (línea 
punteada) en función del tiempo τ. 
(b) Sección de Poincaré de mx–my en 
intervalos de tiempo de 2π/Ω1. (c) Espectro 
de Fourier normalizado, ⎥S(f)⎪/⎥S(f)⎪max, 
en función de la frecuencia f. (d) Función 
de distribución espectral N(σ) en función 
de σ. El valor de campo es hx1=16,50 y el 
resto de parámetros fijos son los mismos 
que en la Figura 3(a).

valores de campo hx1=24,39 yhx1=27,64. Como se 
puede ver en ambos casos el mapa es rugoso y con 
discontinuidades, siendo una característica de estos 
atractores. Obviamente, los valores del MEL son 
no positivos para ambos casos.
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Figura 8.	 (a) mx (línea continua) y ⎢m⎥ (línea 
punteada) en función del tiempo τ. 
(b) Sección de Poincaré de mx–my 
en intervalos de tiempo de 2π/Ω1. 
(c) Espectro de Fourier normalizado, 
⎥S(f)⎪/⎥S(f)⎪max, en función de la 
frecuencia f. (d) Función de distribución 
espectral N(σ) en función de σ. El valor 
de campo es hx1=26,41 y el resto de 
parámetros fijos son los mismos que 
en la Figura 3(a).

Figura 9.	 Sección de Poincaré de m en intervalos 
de tiempo de 2π/Ω1. Los valores de 
campo hx1=24,39 y hx1=27,64. El resto 
de parámetros fijos son los mismos que 
en la Figura 3 (a).

CONCLUSIONES

En el presente artículo se ha estudiado la dinámica 
de la magnetización de una partícula magnética 
con anisotropía cuadrática uni-axial descrita por 

la ecuación de LLG. Particularmente, nos hemos 
enfocado en comprender el efecto de forzamientos 
tanto periódicos como cuasiperiódicos en el tiempo, 
extendiendo los resultados obtenidos en la literatura 
sobre este tópico [11, 15-18, 23]. Para caracterizar la 
dinámica, hemos empleado distintos métodos, como 
transformada de Fourier, diagramas de bifurcaciones 
y exponentes de Lyapunov. En primer lugar, hemos 
calculado el máximo exponente de Lyapunov en 
función de ambas frecuencias, lo cual da regiones 
de ambos tipos de forzamiento dependiendo de 
la razón entre las frecuencias, Ω1/Ω2. En la línea 
Ω1=Ω2, que da un forzamiento periódico, hemos 
encontrado que para frecuencias intermedias y 
altas existen islas de comportamientos dinámicos 
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regulares λ≤0. Luego, nos hemos centrado en el caso 
de forzamientos cuasiperiódicos con una relación 
particular de Ω1/Ω2=4/π. En este caso, hemos variado 
simultáneamente ambas amplitudes de campos de 
forzamiento hx1 y hx2. Se ha encontrado un patrón 
intrincado de transición entre estados caóticos y 
no caóticos. Para poder analizar en más detalle las 
transiciones hemos escogido un valor particular 
del campo asociado a la segunda frecuencia de 
forzamiento dado por hx2=0,1 y logramos deducir 
cómo es la periodicidad de la aparición del caos. 
Además, se comparó con el caso de forzamiento 
puramente periódico encontrando diferencias de 
hasta un 10% en la amplitud del máximo exponente 
de Lyapunov a lo largo de la línea hx1. 

Remarcamos nuevamente que a pesar de la 
poca diferencia en las amplitudes los estados no 
caóticos tienen una topología muy diferente, ya 
que en el caso cuasiperiódico el estado más simple 
es un Toro. Posteriormente, analizamos casos 
particulares sobre la línea hx1, obteniendo tanto 
estados cuasiperiódicos de dos y tres frecuencias 
caóticos, como también atractores extraños no 
caóticos. Estos últimos estados preceden o anteceden 
al caos en regiones muy acotadas del espacio de 
parámetros. Finalmente, destacamos que como 
los parámetros escogidos están dentro del rango 
experimental creemos que estos estados podrían 
ser medidos. 
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