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RESUMEN

En este artículo se estudia el desempeño de las constelaciones bidimensionales rectangular, hexagonal, 
circular de cuatro y dieciséis símbolos con rotaciones óptimas, concatenadas con entrelazador de 
símbolo dorado para canal con ruido clase A. Este canal presenta un ruido blanco de fondo más un ruido 
impulsivo. El sistema propuesto logra una gran mejora en la razón de símbolos erróneos. Se disminuye la 
probabilidad de error de símbolos de por lo menos en un orden de magnitud de 1x10-2 y la probabilidad 
de error de bits se disminuye en un orden de magnitud de 1x10-3 en comparación a cuando no se utiliza 
esta concatenación.

Palabras clave: Constelaciones rotadas, entrelazador dorado, ruido clase A.

ABSTRACT 

In this paper the performance of the hexagonal, rectangular, circular two-dimension constellations of 
four and sixteen symbols with optimum rotations, concatenated with a golden symbol interleaver for a 
channel with class A noise is studied. This channel presents a white noise in the background plus impulsive 
noise. The system proposed achieves a great improvement in the symbol error rate. The symbols error 
probability is reduced for at least in one order of magnitude of 1x10-2 and the bit error rate is diminished 
in an order of magnitude of 1x10-3 in comparison to when no concatenation is utilized.

Keywords: Rotated constellations, golden interleavers, class A noise.
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INTRODUCCIÓN

Para mejorar el desempeño del sistema de transmisión/
recepción se debe tener una muy baja probabilidad 
de error de palabra o razón de error de bits. Se tiene 
el trabajo de [1] que estudia las constelaciones que 
minimiza la probabilidad de error en un canal con 
ruido clase A.

En [2] se investiga el problema de combinar señal 
espacio-diversidad con sistema código modulación 
y se propone un nuevo criterio para la rotación 

óptima de ángulo vía maximizar la información 
mutua promedio.

En [3] se presenta un algoritmo numérico para 
rotar constelaciones, este se basa en un algoritmo 
de flujo geodésico para la rotación de todas las 
matrices de orden n.

En [4] se determina el ángulo óptimo de rotación 
en señal espacio-diversidad, vía maximizar el 
código de modulación y la información mutua  
promedio.
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En [5] se construye una familia de matrices de 
rotación con el objetivo de maximizar la modulación 
de código, no se asume ninguna estructura de 
la constelación, con lo que es aplicable tanto a 
constelaciones uniformes como no uniformes.

En [6] se usa una nueva rotación de ángulo, se basa 
en maximizar tanto el rango de la matriz como la 
ganancia de código.

El entrelazador de bit toma la secuencia de símbolos 
de un alfabeto fijo y produce una secuencia de salida 
del mismo alfabeto que es idéntico a la sucesión 
de entrada salvo en el orden de la secuencia. 
Cada entrelazador de bit tiene su correspondiente 
desentrelazador de bit, el que vuelve la secuencia de 
símbolos a su orden original, el primero se ubica en 
el transmisor y el segundo en el receptor. Existe una 
gran variedad de tipos de entrelazadores de bits [7].

En [8] se da un nuevo diseño de entrelazador dorado, 
combina la secuencia aleatoria que se obtiene de la 
secuencia caótica y esta secuencia se combina con 
el vector del entrelazador dorado.

El entrelazador de bit dorado [9], entrega una muy 
buena solución al problema de los errores de ráfaga, 
esta es una característica que posee el canal con 
ruido clase A.

En [10] se da una variación del entrelazador dorado 
y se denomina entrelazador dorado aleatorio, que 
se obtiene de sumar una secuencia aleatoria que se 
obtiene a partir de una secuencia caótica.

En [11] se diseña un entrelazador dorado aleatorio, 
en este caso para la secuencia aleatoria utiliza la 
función de distribución uniforme.

Las interferencias que se refieren como el ruido 
hecho por el hombre tienen unas características 
muy diferentes desde la clásica interferencia 
gaussiana, este ruido tiene una característica 
altamente impulsiva [12]. Un modelo relativamente 
simple que incorpora el ruido de fondo y el ruido 
impulsivo se sugiere en [13] y se conoce como 
ruido Middleton clase A. Este modelo de ruido 
corresponde a un proceso aleatorio discreto 
independiente y distribuido idénticamente (iid) 
cuya función de densidad de probabilidad es una 
infinita suma de densidades gaussianas [14]. 

En este trabajo se estudia el desempeño de un sistema 
de transmisión/recepción que se compone de las 
rotaciones óptimas de ángulos de las constelaciones 
rectangular, circular y hexagonal de cuatro y 
dieciséis símbolos concatenados con entrelazador 
de símbolo dorado para un canal con ruido clase 
A. Los parámetros de confiabilidad son la razón de 
error de bits (BER) versus la razón de señal a ruido 
(SNR) y la razón de símbolo error (RSE) versus la 
razón de señal a ruido.

La organización de este artículo es la siguiente: 
en la sección siguiente se describe el sistema de 
transmisión/recepción propuesto. En la sección 
resultados y su discusión se muestran los resultados 
que se obtienen en formas de gráficos y se analizan 
estos. En la última sección se dan las conclusiones 
del trabajo que se realiza.

ANÁLISIS DEL SISTEMA PROPUESTO

Un arreglo de puntos de un espacio bidimensional, 
la distancia de separación mínima entre dos puntos 
de las señales es la que domina en la determinación 
de la probabilidad de error de símbolo, mientras 
que la distancia de la raíz cuadrática media desde 
el origen determina los requerimientos de la razón 
de señal a ruido.

Una constelación con dimensión N es un conjunto 
finito de N-uplas o puntos en el espacio dimensional 
N. El tamaño de la constelación C  es el número 
de puntos. En una constelación bidimensional se 
tiene C = 2b  puntos, con b número entero.

Sea una constelación en el plano complejo, es 
decir, de la forma: qi =±xi ± iyi , como se muestra 
en la Figura 1.

Figura 1.	 Puntos en el plano complejo.

De acuerdo con la Figura 1, los puntos P y Pq
R  se 

relacionan con la siguiente transformación:
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Pq
Re Pq

Im⎡⎣ ⎤⎦= PRe PIm⎡⎣ ⎤⎦
cosθ − senθ

senθ cosθ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ (1)

Si el ángulo se mide en el sentido horario los puntos 
se escriben como:

xi = ai cosθ − bisenθ (2)

yi = aisenθ + bi cosθ (3)

Donde:
ai: Punto de la constelación sin rotar, eje real.

bi: Punto de la constelación sin rotar, eje imaginario.

Para determinar el símbolo que se transmite, el 
receptor utiliza la métrica:

di = ri − xi
2 + r2 − yi

2 (4)

Donde:
r1: Parte real de símbolo que se recibe en el receptor.
r2: Parte imaginaria del símbolo que se recibe en 
el receptor.
xi: Símbolo de la constelación parte real.
yi: Símbolo de la constelación parte imaginaria.

El detector escoge a favor del símbolo si = xi , yi( )  
que minimiza a (4). De [1], se tiene la métrica: 

Pe si → ŝi( ) ≤ 1

2

1

1+ xi − x̂i
2

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

1

1+ yi − ŷi
2

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ (5)

Donde:
Pe: Probabilidad de error de símbolo.
si: Símbolo de la constelación sin rotación de ángulo.
ŝi: Símbolo de la constelación con rotación de ángulo.
xi, yi: Coordenadas del símbolo sin rotación de ángulo.
x̂i , ŷi: Coordenadas del símbolo con rotación de 
ángulos.

Si se utiliza (2), (3) y se reemplaza en (5):

Pe si → ŝi( ) ≥G1G2 (6)

Donde:

G1 =
1

1+ ai − âi( )cosθ + bi − b̂i( )senθ
2 (7)

G2 =
1

1+ ai − âi( )senθ + bi − b̂i( )cosθ
2 (8)

Cuando no hay rotación:

θ = 0 (9)

xi = ai (10)

yi = bi (11)

En este caso G1 y G2 son:

G1 =
1

1+ ai − âi( )
2 (12)

G2 =
1

1+ bi − b̂i( )
2 (13)

Si se compara (7) con (12) y (8) con (13), se observa 
que la probabilidad de error depende del ángulo 
de rotación θ, se debe encontrar el valor de θ que 
minimice la probabilidad de error. 

Para minimizar la probabilidad de error es equivalente 
a minimizar la función de costo [1]:

J = Pe si → ŝi( )
ŝi≠si

∑ (14)

La minimización de la función de costo J se realiza 
numéricamente usando el algoritmo de gradiente 
dado en [1]:

θ k +1( ) =θ k( )+u
dJ

dθ
(15)

Donde:
u: Constante de valor pequeño.
θ: Valor inicial.

Evaluando (14) y (15) en forma exhaustiva se obtienen 
los ángulos de rotaciones óptimos para cada una de 
las constelaciones rectangular, hexagonal y circular 
para cuatro y dieciséis símbolos, los que se indican 
en la Tabla 1 [1].

En las Tablas 2, 3, 4, 5, 6 y 7 se dan las nuevas 
magnitudes de las constelaciones rectangular, 
circular y hexagonal de cuatro y dieciséis símbolos.
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Tabla 1.	 Ángulos de rotaciones óptimos para las 
constelaciones rectangular, circular y 
hexagonal.

N Rectangular Circular Hexagonal
4 10° 38° 25°
16 8° 20° 18°

Tabla 2.	 Magnitudes de la constelación rotada 
rectangular de cuatro símbolos.

N = 4 X Y
1.1437 1.6334

1.6334 –1.1437

–1.6334 1.1437

–1.1437 –1.6334

Tabla 3.	 Magnitudes de la constelación rotada 
rectangular de dieciséis símbolos.

N = 16 X Y
0.5387 0.7149

0.7149 –0.5387

–0.7149 0.5387

–0.5387 –0.7149

1.7904 0.8909

1.9666 –0.3628

–1.9666 0.3620

–1.7904 –0.8909

0.3628 1.9666

0.8909 –1.7904

–0.8909 1.7904

–0.3628 –1.9666

1.6145 2.1425

2.1425 –1.6145

–2.1425 1.6145

–1.6145 –2.1425

Tabla 4.	 Magnitudes de la constelación rotada 
circular de cuatro símbolos.

N = 4 X Y
1.1111 0.8681

0.8681 –1.1111

–1.1111 –0.8681

–0.8681 1.1111

Tabla 5.	 Magnitudes de la constelación rotada 
circular de dieciséis símbolos.

N = 16 X Y
0.5482 0.3165

–0.1369 0.6219

–0.6295 0.0661

–0.2575 –0.5782

N = 16 X Y
0.4704 0.4235

1.1488 1.5095

0.1503 1.8910

–0.5922 0.8378

–1.6576 0.9223

–1.8931 –0.1203

–1.5276 –1.1247

–1.7826 0.6488

–0.6770 ––1.7720

0.0849 –1.0224

1.3306 –1.3519

1.8503 –0.4179

Tabla 6.	 Magnitudes de la constelación rotada 
hexagonal de cuatro símbolos.

N = 4 X Y
–0.5959 1.2779

0.5737 0.2675

–1.2779 –0.5959

0.5737 –0.2675

Tabla 7.	 Magnitudes de la constelación rotada 
hexagonal de dieciséis símbolos.

N = 16 X Y
–0.5862 1.8042

–1.1873 1.6089

–1.2925 0.9101

–0.06904 1.1054

–0.0904 1.3607

0.5107 1.4960

–0.7967 0.4067

–0.1956 0.6020

0.4055 0.7973

1.0065 0.9926

–0.7060 –0.8950

–0.1049 –0.6997

0.4961 –0.5044

1.0972 –0.3091

–0.2102 –1.3984

0.3909 –1.2031

La sección dorada es un problema matemático muy 
interesante. La Figura 2 ilustra el principio de la 
sección dorada en relación con el problema del 
entrelazador de bit. Dado un segmento de línea de 
largo 1, el problema es dividirlo en un segmento de 
largo g y un segmento más corto de largo 1-g, tal que 
la razón entre el segmento más largo es al segmento 
completo es la misma como la proporción entre 
el segmento más corto es al segmento más largo.
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Figura 2.	 Ilustración del principio sección dorada, 
para aplicarlo al entrelazador de bit 
dorado.

De acuerdo con la Figura 2, la ecuación es:

g

l
=
l − g
g

(16)

g2 − l2 + lg (17)

Resolviendo esta ecuación de segundo orden se  
tiene:

g = −
l

2
±

(l)2 + 4l
2

(18)

Para el caso particular de l = 1, se tiene:

g =
5 −1
2

= 0.618 (19)

Para el entrelazador de bit dorado relativo como 
para el entrelazador de bit dorado, el primer paso es 
determinar el valor de g, posteriormente se calcula 
el incremento real relativo, el que se denomina c y 
se define como [12]:

c =
N gm + j( )

r
(20)

Donde g es el valor dorado y m es cualquier 
número entero positivo mayor que cero, los valores 
adecuados para m son típicamente 1 o 2, r es el 
esparcimiento de la tabla (la distancia que deja 
el entrelazador de bit a los bits consecutivos) y 
j es cualquier módulo entero de r. Después se 
obtiene el incremento primo relativo p, tomando 
el valor entero más cercano a c. Posteriormente 
se calculan los índices del entrelazador de bit 
como sigue [12]:

i(n) = s + np módulo N , n = 0,1,.......,N −1 (21)

Se define la operación módulo como: es el resto en 
{0, ..., N−1}, de la división de a por n. Por ejemplo: 
23 módulo 12 = 11.

Donde s es un índice de comienzo, p es el incremento 
del índice y N es el largo del entrelazador de bit. 
Los N y p deben ser primos relativos para asegurar 
que cada elemento se muestre en la salida una y 
solo una vez. El índice s es el de comienzo, se 
le asigna generalmente el valor 0, pero se puede 
asignar cualquier valor entero. Para el entrelazador 
de bit dorado el primer paso es calcular el valor 
dorado g. El segundo paso es determinar el valor 
real de incremento c, que es igual al entrelazador 
de bit dorado relativo. El tercer paso es generar el 
vector dorado de valor real v. Los elementos de v 
se determinan como sigue [12]: 

v(n) = s + nc módulo N , n = 0,1,........,N −1 (22)

Donde s es cualquier valor inicial real. El siguiente 
paso es ordenar el vector dorado v y encontrar el 
vector z de los índices. Se debe encontrar y ordenar 
z vectorial, tal que [12]:

a(n) = v z(n)[ ] n = 0,1......,N −1 (23)

a = sort(v) (24)

Donde sort es una función que ordena una matriz 
de menor a mayor. Los índices del entrelazador de 
bit dorado son dados por [12]:

i z(n)[ ] = n n = 0,1,..........,N −1 (25)

El valor inicial de s es 0, pero cualquier valor 
real se puede seleccionar. Los valores adecuados 
para m son típicamente 1 o 2. Para la dispersión 
máxima de elementos adyacentes j toma el valor 0 
y r asume valor 1.

El ruido clase A se modela como [1]:

pz (z) =
e−A Am

m!
m=0

∞

∑ 1

2πσ m
2
e

z 2

2σm
2

(26)

Donde:
z: Envolvente compleja de ruido.
σ m

2 :  Varianza de Middleton.
m: Número de subcanales de Middleton.
A: Índice impulsivo.
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El parámetro A se define por el producto entre la 
duración promedio de los impulsos y la razón de 
generación media del ruido impulsivo (cantidad de 
eventos impulsivos por unidad de tiempo).

La varianza de Middleton se obtiene a partir de [1]:

σ m
2 =σ 2

m
A
+Γ

1+Γ
(27)

Donde:
Γ: Relación entre las potencias gaussiana e impulsiva, 
está dada por [1]:

Γ =
σG

2

σ i
2 (28)

Esto significa que el modelo de Middleton se 
representa por el producto de una distribución 
Poisson, P(m; A) y una distribución de Gauss, 
G(z;σ m

2 ) . Esto es:

pz (z) = P(m;A)G(z;σ m
2 )

m=0

∞

∑ (29)

Donde:

P(m;A) =
e−AAm

m!
(30)

Y

G(z;σ m
2 ) =

1

2πσ m
2
e
−
z2

2σm
2

(31)

El modelo de ruido para canales de líneas eléctricas 
de bajo voltaje consiste de la sumatoria de infinitos 
ruidos gaussianos cada uno con distinta potencia 
de ruido. Aquellos que presentan mayor potencia 
son denominados impulsivos y los que tienen una 

potencia de ruido mucho menor se definen como 
gaussianos.

Los parámetros del ruido para el canal con ruido 
clase A se consideran: A = 0.01 y Γ = 0.001 y m = 3, 
con estos valores el ruido es altamente impulsivo.

El esquema que se propone para mejorar la 
confiabilidad del sistema de transmisión/recepción 
para canales con ruido clase A se muestra en la 
Figura 3.

De acuerdo con la Figura 3, se tiene el mapeador de 
constelaciones rotadas mRe(t), mlm(t), que toma dos 
bits y la convierte en un símbolo de la constelación 
de cuatro símbolos con rotación de ángulos (circular, 
rectangular y hexagonal) o toma cuatro bits y la 
convierte en un símbolo de la constelación de 
dieciséis símbolos con rotación de ángulos (circular, 
rectangular y hexagonal).

Los entrelazadores de símbolos dorados eRe(t), elm(t), 
tienen un largo de 100, por tanto cada bloque que 
se transmite tiene un largo de 100 símbolos. La 
función de los entrelazadores es de dispersar a cada 
símbolo su parte real e imaginaria para que de esta 
forma los símbolos consecutivos no sean afectados 
por el ruido de ráfaga que es una característica del 
ruido clase A. A la señal transmitida se le suma 
el ruido clase A, efecto que provoca el canal de 
transmisión y(t).

En el receptor se tienen los desentrelazadores de 
símbolo dorado, estos retornan a las posiciones 
originales a la parte real e imaginaria del símbolo 
êRe(t), êIm (t), el desmapeador de constelaciones 
d̂(t) tiene dos sub bloques uno es el estimador de 
símbolos de máxima probabilidad y el otro realiza 
la función inversa del mapeador, es decir, convierte 
los símbolos a bits.

Figura 3.	 Esquema para mejorar la confiabilidad en un sistema de transmisión/recepción para canales 
con ruido clase A.
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RESULTADOS Y SU DISCUSIÓN

Resultados
La Figura 4 muestra las características del ruido 
clase A donde se observa que el ruido es altamente 
impulsivo.

La Figura 5 muestra el desempeño de RSE versus 
SNR para las constelaciones rotadas de cuatro 
símbolos concatenados con entrelazador de símbolos 
dorado en comparación a sin entrelazador.

La Figura 6 muestra el desempeño de RSE versus 
SNR para las constelaciones rotadas de dieciséis 
símbolos concatenados con entrelazador de símbolos 
dorado en comparación a sin entrelazador.

La Figura 7 muestra el desempeño de BER versus 
SNR para las constelaciones rotadas de cuatro 
símbolos concatenados con entrelazador de símbolos 
dorado en comparación a sin entrelazador.

La Figura 8 muestra el desempeño de BER versus 
SNR para las constelaciones rotadas de dieciséis 
símbolos concatenados con entrelazador de símbolos 
dorado en comparación a sin entrelazador.

Discusión de los resultados
De la Figura 4 se infiere que el ruido que se simula 
es altamente impulsivo.

De la Figura 5 se observa que la concatenación de 
las constelaciones de cuatro símbolos y entrelazador 

Figura 4. Característica del ruido clase A.

Figura 5.	 Desempeño de RSE versus SNR para las constelaciones de cuatro símbolos rotadas concatenadas 
con entrelazador de símbolo dorado en comparación a sin entrelazador.
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Figura 6.	 Desempeño de RSE versus SNR para las constelaciones de dieciséis símbolos rotadas 
concatenadas con entrelazador de símbolo dorado en comparación a sin entrelazador.

Figura 7.	 Desempeño de BER versus SNR para las constelaciones rotadas de cuatro símbolos concatenadas 
con entrelazador de símbolos dorado en comparación a sin entrelazador.

Figura 8.	 Desempeño de BER versus SNR para las constelaciones rotadas de dieciséis símbolos 
concatenadas con entrelazador de símbolos dorado en comparación a sin entrelazador.
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De acuerdo con los resultados que se obtienen la 
concatenación de las constelaciones rotadas y el 
entrelazador de símbolo dorado disminuyen la 
RSE en un orden de magnitud de 1x10-2 y el BER 
en un orden de magnitud de 1x10-3 respecto de su 
contraparte que solo usan las constelaciones rotadas.

La constelación rectangular de cuatro y dieciséis 
símbolos tiene mejor desempeño con relación a la 
circular y hexagonal, esto se debe que la rotación 
de ángulo maximiza en forma óptima la distancia 
mínima entre los símbolos adyacentes de la 
constelación rectangular.

La concatenación de constelaciones rotadas 
y entrelazador de símbolos dorado mejoran 
notablemente el desempeño de un sistema de 
transmisión/recepción en un canal con ruido clase 
A, mejorando notablemente con esto la confiabilidad 
del sistema, es decir, disminuyendo en forma 
significativa la probabilidad de error de símbolo 
y de bits.
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