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O método Multigrid Algébrico baseado em Wavelets foi proposto para
resolver sistemas de equagoes lineares gerados em aplicagdes do Método
Elementos Finitos. Como em qualquer abordagem multinivel, é importante
garantir uma eficiente interagao entre o método de suavizagio e a correcio
do erro nos niveis de baixa resolu¢do. Ao contrdrio da abordagem tradicional
do multigrid algébrico, que garante a boa interagio dos seus componentes
através de uma selecao apropriada dos subsistemas e dos operadores de
transferéncia, o WAMG possui uma maior dependéncia do método de sua-
viza¢do que merece ser investigada. Este trabalho realiza uma investigagio a
respeito dos requerimentos sobre os métodos de suavizacio no Multigrid al-
gébrico baseado em Wavelets. Algumas varia¢cdes dos métodos de suavizacdo
Gauss-Seidel e Sobre Relaxacao Sucessiva sido testadas e as amplitudes dos
componentes de frequéncia do erro, antes e depois da aplicagio do método
de suavizacdo, sdo analisadas para um problema eliptico.

Palavras-chaves: Multigrid Algébrico. Métodos de Suavizagao.
Transformada Wavelet Discreta.

The Wavelet-based Algebraic Multigrid method was proposed for the solu-
tion of linear systems issued from Finite Element applications. Like in any
multilevel approach, it is very important to ensure an efficient interaction
between the smoother and the coarse-grid correction in the WAMG. In
contrast to the standard algebraic multigrid approach, that uses some simple
relaxation scheme and enforces the interaction by choosing the coarser levels
and the transfer operators appropriately, the WAMG relies more strongly
on the smoothing method. In order to better understand this smoother de-
pendency, an investigation about the requirements over smoother methods
in wavelet-based algebraic multigrid is accomplished in this work. Some
variants of the Gauss-Seidel and Successive Over Relaxation smoothers were
tested and the magnitudes of the frequency components of the error before
and after the smoother application were analyzed for an elliptic problem.

Key words: Algebraic Multigrid. Smoothing Methods.
Discrete Wavelet Transform.
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1 Introducao

O método Multigrid Algébrico baseado em
Wavelets (WAMG) foi proposto para resolver sis-
temas de equacdes lineares gerados em aplicages
de Elementos Finitos em problemas de Campos
Eletromagnéticos (PEREIRA, 2007). Neste mé-
todo, uma transformada wavelet discreta incom-
pleta é aplicada ao sistema original para gerar
uma aproximagao de baixa resolu¢cao da matriz
de coeficientes em cada nivel de um processo de
multiresolu¢ao. A mesma transformada incomple-
ta é utilizada para transferir os vetores entre os
diferentes grids no esquema multigrid.

No método WAMG, assim como em qual-
quer abordagem multinivel, é importante garantir
uma eficiente intera¢do entre o método de suavi-
zacao e a corre¢ao do erro nos niveis de baixa re-
solucdo (coarse grid). Ao contrario da abordagem
tradicional do multigrid algébrico, que garante a
boa interagio dos seus componentes através de
uma sele¢ao apropriada dos subsistemas e dos
operadores de transferéncia (TROTTENBERG,
OOSTERLEE, SCHULLER, 2001), 0 WAMG
depende mais do método de suavizagio. Sob esse
ponto de vista, o método WAMG se assemelha
mais ao multigrid geométrico uma vez que, nes-
sa abordagem é necessdrio selecionar um méto-
do de suavizacdo apropriado para garantir que o
erro seja suave o suficiente para ser representado
de forma adequada nos niveis de baixa resolucao
definidos pela Transformada Wavelet Discreta (do
inglés DWT). Essa caracteristica constitui uma
importante diferenca conceitual entre o WAMG
e a abordagem algébrica tradicional (AMG), que
cria os niveis de baixa resolu¢io levando em con-
sideracdo a caracteristica do erro produzido pelo
método de suaviza¢do em uso. Essa diferenca con-
ceitual é ilustrada esquematicamente na Figura
1, a qual foi adaptada de (TROTTENBERG,
OOSTERLEE, SCHULLER, 2001) .

Eficiente interagio

WAMG . ~
suavizador + corre¢do

(= =

AMG

Fixa os niveis de Fixa suavizador
baixa resolugdo e

e Ajusta niveis de

Ajusta suavizador baixa resolugéo

Subsistemas Subsistemas
algébricos algébricos
obtidos via obtidos por

DWT selecdo

Figura 1: WAMG versus AMG

Fonte: Os autores (adaptado de (TROTTENBERG,
OOSTERLEE, SCHULLER, 2001).

2 Os Métodos de suavizag¢dao

O principio de funcionamento do método
multigrid estd intimamente relacionado ao com-
portamento de convergéncia dos métodos iterati-
vos estaciondrios como, por exemplo, os métodos
de Jacobi e Gauss-Seidel. Uma analise detalhada
desses métodos permite afirmar que eles sao muito
eficientes na eliminagdo dos componentes de alta
frequéncia do erro, mas, por outro lado, sdo ine-
ficazes no que diz respeito a remogdo dos compo-
nentes suaves. Por essa razdo, esses métodos sdo
também chamados de suavizadores.

A convergéncia dos métodos iterativos esta-
ciondrios é governada pelos autovalores da sua ma-
triz de itera¢do. Para o método de Jacobi com re-
laxagdo, por exemplo, a matriz de iteragdo P tem
a forma (BRIGGS, HENSON, MCCORMICK,
2000),

P=(1-w)I+wD'(L+U)
M

na qual D é a diagonal principal e L (U) é parte
estritamente triangular inferior (superior) de uma

matriz A, obtida pela discretizacdo de uma equa-
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¢ao de Poisson unidimensional. Os autovalores da
matriz P _, nesse caso, sdo dados pela seguinte ex-

pressao:

A (P,) =1-2wsen* (é—’; )

@)
Assim, para k=1,
M(P,) =1-2w sen’ (Zf”—n)=l 2w sen’ (”Th)

wn’h?
2

212
o200 FM
4

®

na qual h representa O espacamento entre os pon-

tos da discretiza¢do. A expressao (3) implica que,

MPH=1 Y we(0,1)
@

Como A, é associado a um autovetor da forma,

Jr
Ww. =S8€en \—
J n

®)

Resulta de (2)-(5) que os componentes do
erro associados as baixas frequéncias nao sao re-
movidos eficientemente pelo método de Jacobi,
e essa propriedade é compartilhada por todos
os métodos estacionarios (BRIGGS, HENSON;,
MCCORMICK, 2000). Uma representagdo grafi-
ca dos autovalores da matriz P para diferentes va-
lores do parametro de relaxacdo w é apresentada
na Figura 2, na qual é ficil verificar visualmente o
resultado descrito na equacao (4).

Como os componentes suaves do erro apa-
recem mais oscilatorios em um dominio com dis-
cretizacdo menos refinada (maior valor de / na
equacao (3) ou, equivalentemente, menor valor de
7 na equacdo (4)), essa caracteristica de suaviza-
¢do dos métodos iterativos estaciondrios sugere a
transferéncia do problema para um outro nivel de
resolucdo, no qual a discretizacdo do dominio do

problema possui um menor nimero de pontos.
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Figura 2: autovalores da matriz de iteragdo
do método de Jacobi com relaxac¢do para
diferentes valores de w . Matriz obtida pela
discretizacdo da equacao de Poisson
unidimensional

Fonte: (BRIGGS, HENSON, MCCORMICK, 2000).

A repeticdo recursiva desse processo da ori-

gem ao método multigrid.

3 Os Requerimentos sobre
Suavizadores no WAMG

Para analisar os requerimentos sobre os mé-
todos de suavizagdo no método WAMG é impor-
tante entender o comportamento da transformada
wavelet discreta e os efeitos do uso dessa técnica
no contexto do método multigrid algébrico.
transfor-

Usualmente na literatura, a

mada wavelet discreta é definida usando o
conceito de banco de filtros (JENSEN, LA
COUR-HARBO, 2001; SARKAR, SALAZAR-
PALMA, MICHAEL, 2002). Nesse caso, filtros
passa-baixa e passa-alta sdo escolhidos para ob-
ter, respectivamente, os componentes de baixa
frequéncia e alta frequéncia do sinal de entra-
da. Durante esse processo, se o sinal discreto
x={x[n]}, » um ndmero natural, for suficiente-

mente suave, com os componentes de alta fre-
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quéncia proximos de zero, entdo o sinal de sai-
da que é formado apenas pelos componentes de
baixa frequéncia sera uma boa aproximag¢ao do
sinal de entrada.

Para entender melhor os efeitos dessa abor-
dagem no contexto do método WAMG é con-
veniente supor a existéncia de apenas dois ni-
veis: o nivel original e outro nivel com menor
resolucio. Como € usual, o processo multigrid
¢ obtido do esquema com dois niveis através de
recursdo. O método WAMG utiliza filtros pas-
sa-baixa para obter uma aproximacio da ma-
triz de coeficientes do sistema original, a qual
¢ utilizada no nivel de baixa resolu¢ao. Assim,
ap0s aplicar um método de suavizacio ao siste-
ma linear e encontrar uma solu¢do aproximada
para esse sistema no nivel original, o método
utiliza a aproximacdo da matriz para resolver a
equacdo residual no nivel de baixa resolucio. A
solucdo obtida para equagdo residual é, entdo,
usada para corrigir o erro gerado pela solugdo
aproximada encontrada no nivel superior.

Quanto melhor for a correcdo do erro pro-
movida pela solu¢io da equacdo residual, me-
lhor serd o desempenho do método WAMG.
Entretanto, como o nivel de baixa resolucio é
gerado apenas pelas baixas frequéncias (a metade
inferior das frequéncias presentes no nivel origi-
nal), a corre¢do do erro somente podera ser sufi-
cientemente precisa se o vetor erro a ser corrigido
ndo possuir componentes de alta frequéncia com
amplitudes elevadas. Do ponto de vista algébrico,
significa dizer que se o vetor erro possui com-
ponentes de alta frequéncia entdo ndo é possivel
escrevé-lo precisamente como uma combinagdo
linear dos vetores da base do espago de baixa re-
solu¢do, uma vez que esses vetores possuem ape-
nas as baixas frequéncias filtradas pela transfor-
mada wavelet discreta.

Portanto, o método de suavizacdo deve ser

capaz de eliminar, ou a0 menos atenuar, as ampli-

tudes dos componentes de alta frequéncia do vetor
erro para que a corre¢ao desse erro seja adequada

e, em ultima andlise, o método seja eficiente.

4 Descricdo do
Problema Teste

Este artigo analisa a eficiéncia de alguns
dos mais comuns suavizadores no contexto do
WAMG. A fim de realizar esta tarefa, o método
WAMG, em conjunto com diferentes métodos de
suavizacdo, € aplicado na resolugido de sistemas de
equagoes lineares gerados pela aplicacao do mé-
todo dos elementos finitos em uma equagao dife-
rencial parcial eliptica (6), definida em uma malha
uniforme, com # - n pontos, no dominio quadrado
Q =[-1,1] - [-1,1] e com condi¢des de contorno de
Dirichlet:

0'u(x,y) | du(x,y)
ox’ 0y’

= f(x,)

©

Para analisar o comportamento de conver-
géncia, assume-se que a solugio exata X é conheci-
da, como em (7), e utiliza-se esse vetor para obter
o vetor de termos independentes b. O vetor erro e

é definido, como é usual, da forma

e=X-X
na qual x é uma aproximagao para a solugao exa-
ta X.

X, =sin(2i-2007/n) + sin(2i-6007/n) + sin(2i - 12005/ n)
@

Para os resultados apresentados a seguir foi
usada uma discretiza¢do uniforme com 5041 pon-
tos o que produziu um sistema linear com 5041

incognitas.
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5 Resultados Numéricos

Foram testadas trés variacoes - forward, ba-
ckward e symmetric — dos métodos Gauss-Seidel
(GS) e Sobre Relaxacdo Sucessiva (SOR) na suavi-
zacdo do erro para o WAMG. Na versio denomi-
nada forward (backward) o processo de suaviza-
¢do é realizado na ordem crescente (decrescente)
das linhas da matriz. A versio chamada aqui de
symmetric é caracterizada pela aplicacao da téc-
nica de suavizaciao de forma alternada nas linhas
impares e pares da matriz.

Para o método SOR foi utilizado o parame-
tro de relaxagdo w = 1.6, que corresponde ao valor
6timo para o problema teste (AXELSSON, 1995).

O efeito da aplica¢ao de cada um desses mé-
todos na suavizacdo do erro foi analisado com-
parando os componentes de frequéncia dos erros
obtidos apds dois passos de suavizagdo, para cada
um dos métodos, com o erro inicial, gerado pela
utilizacdo do vetor nulo como estimativa inicial.

As amplitudes dos componentes de frequén-
cia do erro inicial e dos erros gerados sio apre-
sentadas respectivamente nas Figuras 3 e 4. Como
foi usada uma estimativa inicial nula, o erro ini-
cial apresenta as mesmas frequéncias da solu¢do
exata. Os resultados apresentados foram obtidos
usando a transformada de Fourier e se referem ao
primeiro nivel do processo de multiresolugao, no
qual a matriz original é utilizada.

O principal objetivo da analise dos compo-
nentes de frequéncia é investigar a eliminac¢ao/
atenuagdo das altas frequéncias do erro pelos di-
ferentes métodos de suavizacdo, e os efeitos des-
sa eliminagdo/atenuacdo no comportamento de
convergéncia do método WAMG. Sendo assim,
também foram analisadas outras caracteristicas
do WAMG, como o ntimero de iteracdes e tempo
de processamento, para cada um dos métodos de
suavizacdo utilizados. Os resultados referentes a

essa analise sdo apresentados na Tabela I.
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Figura 3: Amplitudes dos componentes de
frequéncia do erro inicial

Fonte: os autores.

Tabela 1: Wamg com diferentes suavizadores

Método de suavizagdo '\liferpoe(;ggse (S;SLTH%OOS)
Forward GS 5 0.51
Backward GS 10 2.49
Symmetric GS 9 2.07
Forward SOR 10 1.20
Backward SOR 13 3.34
Symmetric SOR >100 -

Fonte: Os autores.

Resultados de convergéncia dos métodos
Gauss-Seidel e SOR, quando aplicados como téc-
nicas iterativas de solu¢do sdo apresentadas na Fig.
5. O comportamento de convergéncia observado
na figura indica a existéncia de autovalores mais
proximos de 1.0 no caso do método SOR o que,
de acordo com os resultados apresentados na se-
¢do 2, dificultando a elimina¢ao dos componentes
de baixa frequéncia do erro e, conseqiientemente,
limita o desempenho do método com uma técnica

de suavizacio para o WAMG.

6 Conclusoes

Este trabalho faz uma andlise do espectro
de frequéncia do erro obtido antes e depois do

processo de suavizacio no WAMG utilizando
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Figura 4: Amplitudes dos componentes de frequéncia dos erros obtidos apés dois passos de suavizacdo

para os diferentes métodos testados

Fonte: os autores.

a transformada de Fourier. Os resultados obti-
dos indicam que, para o caso testado, a conver-
géncia do método WAMG ¢é tao melhor quanto
maior for a redu¢do que a técnica de suaviza-
¢ao provoca na amplitude dos componentes de

alta frequéncia do erro. Sob esse ponto de vista,

€ possivel observar uma relacdo direta entre a
atenuacao das altas frequéncias e o nimero de
iteragOes necessarias para convergéncia, o que
confere um desempenho ligeiramente superior
ao método forward Gauss-Seidel, no caso testa-
do neste trabalho.
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Um aspecto interessante nos resultados
obtidos diz respeito ao desempenho ndo satis-
fatério do método symmetric SOR, a despeito
da simetria definida positiva da matriz e da uti-
lizagdo do parametro de relaxag¢do 6timo para
esse método. Uma andlise dos autovalores da
matriz de iteragio desse método pode revelar
uma maior concentracio de valores proximos ao
valor 1.0, em comparacdo aos demais métodos
testados. Em funcdo das dificuldades numéri-
cas para o calculo dos autovalores, essa analise
foi feita indiretamente através da observacao da
convergéncia dos métodos de suaviza¢do quando
aplicados como uma técnica iterativa de solug¢ao
para o mesmo problema descrito por (1) e (2).
Pode ser observado na Figura 5 uma pior conver-
géncia do symmetric SOR o que indica realmen-
te a existéncia de autovalores mais proximos de
1.0, dificultando a convergéncia.

E importante destacar que os vérios testes
numéricos realizados estao sendo tteis para aju-
dar no desenvolvimento de suavizadores mais efi-
cientes, com caracteristicas inerentemente parale-
las, para 0 WAMG. Como exemplo, pode-se citar
o estudo de técnicas de suavizagao que buscam
uma aproximag¢ao da solu¢do no subespago das
altas frequéncias produzido pelos filtros passa-al-
ta na transformada wavelet discreta. Esses desen-
volvimentos facilitardo o emprego da técnica em
conjunto com o Método dos Elementos Finitos em
problemas em 3 dimensdes nos quais o processa-
mento paralelo se faz necessdrio como, por exem-

plo, em problemas de aterramento, na simulagio
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Figura 5: Resultados de convergéncia para os
métodos forward Gauss-Seidel e symmetric SOR
usados como técnicas de solu¢cdo

Fonte: os autores.

de fendmenos térmicos em processos de usinagem,

entre outros.

7 Referéncias

AXELSSON, O., Iterative solution methods. New York:
Cambridge University Press, 1995.

BRIGGS, W. L.; HENSON, V. E.; MCCORMICK, S. F.
A Multigrid Tutorial. 2. ed. California: SIAM, 2000.

JENSEN, A.; LA COUR-HARBO, A. The Discrete
Wavelet Transform, Ripples in Mathematics, Berlin:
Springer, 2001.

PEREIRA, F. H., et. al., A Wavelet-based Algebraic
Multigrid Preconditioning for Iterative Solvers in Finite
Element Analysis. IEEE Trans. on Magn., v. 43, n. 4, pp.
1553-1556,2007.

SARKAR, T. K.; SALAZAR-PALMA, M.; MICHAEL,
C. W., Wavelet Applications in Engineering
Electromagnetics. Boston: Artech House, 2002.

TROTTENBERG, U.; OOSTERLEE, C. W.;
SCHULLER, A. Multigrid. New York: Academic Press,
2001, pp. 45-56.

Recebido em 27 maio 2009 / aprovado em 23 set. 2009

Para referenciar este texto

PEREIRA, F. H.; NABETA, S. I. Um estudo de
métodos de suavizagdo para o multigrid algébrico
baseado em Wavelets. Exacta, Sao Paulo, v. 7, n. 2,
p- 165-171, 2009.

u " = n'mEmnnm 171






