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Neste trabalho, apresenta-se um novo algoritmo paralelo
para o Método Multigrid Algébrico com base em Wavelets
(PWAMG). Uma variagdo do algoritmo padrdo de paraleliza-
¢do da transformada wavelet discreta é usada na construcio
de uma hierarquia de matrizes e de operadores de transfe-
réncia para o método Multigrid Algébrico. O PWAMG ¢é
testado como método iterativo paralelo para a equacdo de
Poisson bidimensional discretizada por malhas de diferencas
finitas com diferentes nimeros de nés. Resultados obtidos do
programa paralelo sio comparados com a versio sequencial
do mesmo método.

Palavras-chave: Memoria distribuida. Multigrid algébrico.
Programacao paralela transformada. Wavelet discreta.
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1 Introducao

O método multigrid algébrico (AMG) é um
dos mais eficientes algoritmos para resolver sistemas
grandes e esparsos de equagdes algébricas lineares,
oriundos da aplicagio do Método dos Elementos
Finitos (MEF) ou das Diferencas Finitas (DF), em
problemas com geometrias complexas e malhas
ndo-estruturadas. Além de exigir apenas informa-
¢oes a respeito da matriz de coeficientes do sistema,
0o AMG apresenta 6tima propriedade de escalabili-
dade, especialmente desejavel no contexto de pro-
blemas tridimensionais e da computa¢do paralela.
Para um problema com # incognitas, o nimero de
V-ciclos necessarios para convergéncia é idealmente
independente do tamanho do problema. Além disso,
o custo computacional da etapa de montagem e de
cada V-ciclo é, no caso ideal, linearmente propor-
cional a n (HAASE, KUHN, REITZINGER, 2002;
HENSON, YANG, 2002; KRECHEL, STUBEN,
2001; STERCK, YANG, HEYS, 2005).

O termo escalabilidade é utilizado para in-
dicar a capacidade de um algoritmo paralelo em
resolver problemas cada vez maiores, com um au-
mento proporcional no custo computacional. Em
outras palavras, a escalabilidade esta associada ao
crescimento do problema, sem que isso, no entan-
to, prejudique significativamente o desempenho
computacional do método.

Por possuir tais caracteristicas, existe grande
interesse em encontrar formas efetivas de aplicar
0 AMG em problemas extremamente grandes, en-
volvendo milhdes de incégnitas, o que necessaria-
mente implica programar esse método por meio
de arquiteturas computacionais com memoria dis-
tribuida, como é o caso de um agrupamento de
computadores pessoais, o chamado cluster.

Sobre esse aspecto, a principal dificuldade diz
respeito ao processo de selecdo das incognitas para
o subsistema. Enquanto outras etapas do AMG

podem ser paralelizadas rapidamente, a de selecio

das incognitas é naturalmente seqiiencial. Essa
dificuldade tem motivado pesquisas com o obje-
tivo de desenvolver procedimentos alternativos de
selecdo das incognitas, e que apresentem caracte-
risticas mais favoraveis a paralelizagio (CHANG,
HUANG, 2002; CLEARY et al., 1998).

Neste trabalho propde-se uma contribuicdo
nesse aspecto, apresentando um algoritmo de pa-
ralelizagio do método multigrid algébrico com
base em wavelet. Essa nova abordagem para o
método multigrid algébrico (WAMG) foi propos-
ta inicialmente por este autor, em Pereira, Verardi,
Nabeta (2006), e é apresentada, do ponto de vista
sequiencial, em Pereira, Nabeta (2007).

Uma das caracteristicas mais importantes do
WAMG é que o procedimento padrao de selecio das
incognitas, crucial na abordagem padrio e dificil-
mente paralelizavel, ndo é mais realizado, o que fa-
cilita, sobremaneira, sua paralelizagio. Além disso,
a versio em paralelo do WAMG (PWAMG) pode
ser usada como um black box solver ou pré-condi-
cionador, ao contrario de algumas abordagens de
paralelizagio do AMG, tendo como base os méto-
dos de Decomposi¢io de Dominio que, apesar de se
mostrarem eficientes, requerem informacoes geomé-
tricas do problema (KRECHEL, STUBEN, 2001).

A paralelizagio do WAMG proposta neste
estudo baseia-se em uma variacdo do algoritmo de
paralelizagio da Transformada Wavelet Discreta
(do inglés DWT) apresentado por Ford, Chen e
Ford (2001). Neste trabalho também se propde
uma nova estratégia de paralelizacio do WAMG
fundamentada na distribui¢io homogénea das li-
nhas da matriz entre os processadores, apropriada

ao bom desempenho do método.

2 Paralelizagdo da DWT

A Transformada Wavelet Discreta é realizada

usando filtros digitais passa-banda (passa-baixa e
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passa-alta). Esses filtros capturam uma aproxi-
macao (coeficientes ) do sinal de entrada, bem
como os detalhes desse sinal (coeficientes dk,;‘) em
cada nivel k do processo de decomposicio.
Definindo a transformada wavelet discreta
por seus coeficientes de filtros b, h,, K, b, em
que D é conhecida como a ordem da transforma-
da (FORD, CHEN, FORD, 2001), a DWT com k

niveis de um vetor u

- — T
u=u,=(c Copp o5 €y 2

B

0,07

M

comn=2"p, pe Nem=k, pode ser realizada

usando as relacdes:

Cri = %:hn ~21C0,
e
d, = 18,20,
ou ainda,
D
Cri = q; thO,(q +2)

D
dy, = q; 8,04 +21)
@)

na qual {g + 2[) é o resto da divisdo de (g + 2I)
por 7.

Em cada nivel de decomposi¢io, o nimero de
elementos a ser transformado é dividido por dois.

Assim, no i-ésimo nivel, o vetor u, tem a forma

(n-i) d

u=_(c > By - o )T

= (Cp e

2

oy 1y s ey

Esse processo, para um vetor com oito ele-
mentos e trés niveis de decomposi¢io, € ilustrado
em (3), produzindo uma aproximagdo do vetor u

em cada nivel.
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A DWT bidimensional de uma matriz A é
realizada, aplicando-se o procedimento acima nas
linhas e colunas da matriz. Nesse processo, a di-
visdo da matriz entre os processadores é o ponto
principal da paralelizagdo. Alguns trabalhos tém
mostrado que a ma distribuicdo da matriz pode
comprometer o desempenho do método (FORD,
CHEN, FORD, 2001).

A forma mais direta de paralelizar a DWT
bidimensional é dividir as linhas da matriz entre
os processadores. Assim, cada processador apli-
ca a transformacio nas linhas nele armazenadas,
sem necessidade de trocar qualquer informagdo
com outro processador. Na transformacado das co-
lunas, cada um transforma uma parte dos elemen-
tos de cada coluna correspondente as linhas que
ele armazena. Isso é feito usando as relagcoes de
recorréncia apresentadas em (2).

Como resultado, obtém-se uma nova matriz
em cada nivel do processo, também dividida por
linhas entre os processadores. Essas matrizes sdo,
entdo, usadas para formar a hierarquia exigida
pelo método multigrid algébrico (veja Pereira e
Nabeta, 2007, para mais detalhes).

A necessidade de comunicac¢do nesse processo
dependera da distribuicdo das linhas da matriz en-
tre os processadores e do comprimento do filtro uti-

lizado. Essas questdes sdo formalizadas a seguir.

2.1 Distribuicdo e comunicacdo
Com relacdo a distribuicdo, é suficiente con-
siderar um vetor coluna v dividido entre p pro-

cessadores para analisar os cdlculos realizados



por um processador p, na aplicagdo do i-ésimo
nivel de uma DWT nesse vetor. Suponha, inicial-
mente, que p; armazene em sua memoria N, ele-

mentos de v,

Co,qp Co.gj + 1> K, Coqi+ Nj- 1

@

Apbs i - 1 niveis, os elementos disponiveis

para transformacdo em b, sdo:

®

Assim, de acordo com (2), nao havera comu-
nica¢io no i-ésimo nivel da transformagdo em p,

se:

g+20< 3N 1 420,...D-1

2171
©
Além disso, para g = D - 1, tem-se que:
1< 4N D
21 2
@)

Conseqlientemente, é possivel estabelecer va-
lores de D para os quais ndo ocorre comunica¢ao
entre os processadores.

Observe que o maior valor de ¢ + 2/ usado

nos calculos no nivel i em p, € igual a:

(D-1)+2

g+ N/, i 1)
2i
®

Subtraindo (8) de (6), segue que o cdlculo de
D - 2 elementos em b, exige comunicagdo com o
processador p,,, lembrando que D € o compri-
mento do filtro. Como o nimero de elementos dis-

poniveis em p,, no nivel i,

N

j+1
2k+1
©®

pode ser menor que D - 2, para grandes valo-
res de D e k, é possivel impor uma condi¢do adi-
cional sobre k para evitar a necessidade de comu-

nica¢do com o processador D, Assim, impde-se

2k+1$ N;

(D -2)

a/=O>~'-,P“1

(10)

E importante notar que para DWT de ordem
2, com coeficientes de Haar ou Daubechies-2, ne-
nhuma comunicacado entre os processadores é ne-
cessdria, por isso, a restricio (10) ndo se aplica.
Esse resultado é muito importante no contexto do
WAMG, pois os resultados numéricos tém mos-
trado que o uso de coeficientes de Haar produz re-
sultados muito bons, na comparacdo com os obti-
dos dos filtros de maior comprimento (PEREIRA,
VERARDI, NABETA, 2006; PEREIRA,
NABETA, 2007). Além disso, para coeficientes de
Daubechies-4, a restri¢ao (10) é satisfeita sempre
que N, = 2%, ou seja, sempre que o nimero de ele-
mentos do vetor coluna em cada processador for
igual a uma poténcia inteira de 2.

Como resultado, é possivel estabelecer um al-
goritmo que distribua os elementos da matriz en-
tre os processadores, de forma que uma DWT de

ordem 2 com k niveis seja realizada inteiramente

em paralelo (FORD, CHEN, FORD, 2001).

3 O método WAMG
em paralelo

Como a maior parte das etapas do WAMG,
com produtos matriz-vetor, aplicacdo de suaviza-
dores e de métodos iterativos para resolver o pro-
blema, em um nivel menos refinado, é facilmente

paralelizavel, a principal tarefa torna-se a para-
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lelizacdo da montagem da hierarquia de matrizes
por meio da DWT. Tal processo é feito com base
nos conceitos apresentados na se¢io anterior.

No contexto do WAMG, as dimensoes das
matrizes nem sempre sao iguais a poténcias intei-
ras de 2. Dessa forma, o algoritmo mencionado na
se¢do anterior nao é conveniente. Nesse caso, su-
pondo o uso de filtros de comprimento 2 e de um
processo de decimacdo por 2, uma possivel forma
de distribuicao da matriz entre os p processadores

pode ser a seguinte:

* 2*linhas para os processadores p, j = 0, ...,
p-2

* N-2*(p-1) linhas para o processador p, |,

sendo N a dimensdo da matriz e k o valor que

minimiza a seguinte expressao:

(N-2%(p-1))-2*
an

Nesse procedimento de distribuicio da ma-
triz, o valor de k, que indica o niumero de niveis
no método, é limitado pela menor quantidade de
linhas enviada para um processador. Esse esque-
ma nem sempre produz bons resultados, pois, de-
pendendo do valor de N e do numero p de pro-
cessadores disponiveis, a diferenga entre o nimero
de linhas no dltimo processador e o nimero de
linhas nos demais pode ser muito grande, compro-
metendo, de forma significativa, o desempenho do
método. Uma alternativa simples é completar a di-
mensao da matriz original A?, gerando uma nova

matriz A” da forma

(2)

na qual n = p2* e I ¢ a matriz identidade de
dimensdo m = n - N. Essa alternativa, no entan-
to, ndo € viavel se o valor de 7 for muito grande,

pois, apesar de permitir 0 mesmo numero de li-
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nhas para todos os processadores, a quantidade
de elementos da matriz no ultimo processador é
relativamente pequena. Uma alternativa mais efi-
ciente, que faz uma distribui¢io homogénea da
matriz entre os processadores, serd apresentada

na proéxima segao.

3.1 Nova estratégia de distribuicao
Como mencionado, a dimensiao das matrizes
que surgem do MEF ndo é, na maioria dos casos,
igual a uma poténcia inteira de 2. Assim, a aplica-
¢do dos algoritmos tradicionais de paralelizacdo
da DWT ¢, em muitas situacdes, inadequada ao
contexto do WAMG. Nesse caso, uma estratégia
mais apropriada é a distribuicio homogénea da
matriz (mesmo numero de linhas) entre os pro-
cessadores disponiveis, principalmente porque o
balanceamento de carga é um ponto critico da efi-
ciente execu¢do do programa paralelo.

Esta secdo propde uma nova estratégia de
distribui¢do da matriz, buscando obter paraleliza-
¢do eficiente do WAMG para um numero p qual-
quer de processadores e para matrizes de qualquer
dimensio 7.

A estratégia proposta consiste em dividir,
de forma homogénea, as linhas da matriz entre
os processadores disponiveis. O artificio princi-
pal dessa abordagem é empregado no momento
da construgido da hierarquia de matrizes em cada
processador ou, mais precisamente, quando cada
um deles aplica a transformada discreta wavelet
unidimensional nas colunas da matriz. Como
cada coluna da matriz é dividida igualmente en-
tre os processadores, cada um armazenara n,/p
elementos da coluna no nivel /, denotando por 7,
a dimensdo da matriz nesse nivel. Assim, os pro-
cessadores irdo envolver max 2* < n,/p elementos
nos calculos, em cada nivel do processo, manten-
do inalterados os demais 7,/p - max,2* elementos
para o proximo nivel. Os elementos mantidos em

cada nivel sdo transformados nos niveis seguintes,



levando-se em consideracdo o nimero de linhas
da matriz armazenado em cada processador, no
nivel correspondente.

Como antes, um exemplo simples pode ser
usado para ilustrar essas operacdes. Para tal, con-
sidere um vetor coluna de dimension=10ep =2
processadores. Suponha também o uso de filtros
de comprimento 2 e de um processo de decimagdo
por 2. No primeiro nivel (/=1), cada processador

aplica a transformagdo em

10
4 |=max 2k < —
2
elementos, mantendo o restante para o segundo
nivel da transformada. O nimero de linhas da ma-
triz armazenada nos processadores, nesse caso, é
igual a 3. Assim, novamente, um elemento é man-
tido para o proximo nivel.
Finalmente, no nivel 3, o elemento que havia
sido mantido nas etapas anteriores é envolvido na
transformacao. Esses trés niveis da transformada

estdo ilustrados na Figura 1.

O Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
i
X
Processador | :={
1 | X3 \
I‘\X4,:
X
' X,
N
Ly
Processador |/
2 X\
' Xs
l\ Q/’ .
Xw

Figura 1: Exemplo de uma transformada Wavelet
em paralelo com 3 niveis

Fonte: Os autores.

Uma alternativa vidvel seria envolver, no ni-
vel k da transformacido, todos os elementos man-
tidos do nivel anterior. Assim, no exemplo acima,
o elemento x,, mantido no nivel 1 seria utilizado
no nivel 2, enquanto o elemento ¢! permaneceria

inalterado para o préximo nivel.

E importante observar que nio ocorre, como
nas abordagens tradicionais, comunicag¢do entre
os processadores para filtros de ordem 2. Além
disso, a unica restricdo sobre 7 e p é que 7 seja
o multiplo de p. Esse resultado é alcangado pelo
procedimento ilustrado em (12), especialmente

para baixos valores de p.

4 Resultados numéricos
do PWAMG

Esta se¢do apresenta os resultados da aplica-
¢do do método PWAMG na resolucdo da equa-
¢do de Poisson em um quadrado unitirio com
condi¢bes de contorno de Dirichlet. Semelhante
ao que foi feito em Pereira, Nabeta (2007), con-
siderou-se, para esse problema, uma aproximagao
por Diferengas Finitas representada pelo esténcil

padrio de 5 pontos,

b

-1
L‘“:i[ 104 4 }

h? -1 b
as)

Em todos os resultados reportados aqui, a se-

guinte notagdo foi empregada:

np: numero de processadores utilizados;

t: tempo gasto na fase de solugdo;

t : tempo gasto na fase de montagem;

N: ntimero de iteragdes necessdrias para que
o vetor residuo r satisfaga a relagio PrP/
Pr,P<10°;

EQ: dimensdo do sistema linear correspon-

dente.

Todos os resultados foram obtidos utilizando
o modelo de programagdo com troca de mensa-
gens (usando MPI-2), em uma arquitetura para-
lela de cluster de PCs (PoPC-Pile-of-PCs), conec-

tados por meio de uma rede Gigabit e dotada do
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sistema operacional Linux Fedora Core 6, como
ilustrado esquematicamente na figura 2 e descrito
detalhadamente em (PALIN, 2007). Foi utiliza-
do um cluster homogéneo com quatro maquinas
AMD Athlon(tm) XP 2400+, com 1.99 GHz e 1.0
GB RAM.

Cluster BEOWULF

Unica interface

com O usuario >

N6 mestre VAR

t

Dados
(possui disco local)

S. O. Linux + MPI

Fluxo de dados

(froca de mensagem) Switch
—>

-

No6s escravos

e |l
e |l
e |l
e |l

[e)
el

XC X X XX

Diskless - sem disco

Figura 2: Representacdo da arquitetura paralela
utilizada

Fonte: Os autores.

Apenas filtros de comprimento 2 foram uti-
lizados no PWAMG. Os tempos indicados nas ta-
belas estdo em segundos e sdo expressos na forma
t,/t,, sendo t, o tempo gasto estritamente no pro-
cessamento, alcancado por meio do uso da funcio
clock() da linguagem C, e ¢,, o tempo total gasto
na operacao, que inclui tempo de processamento e
de comunicagdo entre os processadores, obtido da
funcio MPI_Wtime().

Os resultados do PWAMG para o problema

teste sdo apresentados na Tabela 1. Foram testa-
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das algumas discretizacdes com diferentes nime-
ros de pontos, com o intuito de observar o com-
portamento do PWAMG em relagdo ao aumento

da dimensdao de um mesmo problema.

Tabela I: Resultados do PWAMG para diferentes
discretizagoes

EQ np t, f, N
1 0.04 015 3
) 0,02/0,03 0,06/0,14 5
0.02/0,02 0.02/0,14
642 0,01/0,01 0.04/0.17
0,01/0,01 0.01/0.17
‘ 0,01/0,01 0.02/0,17 ’
0,01/0,01 0,01/0.17
1 015 0.65 3
0,08/0,11 0,23/0,35
2 0.08/0,08 0.14/0,35 °
1282 0,04/0,09 0.20/0,33
4 0,03/0,03 0,11/0,32 5
0,03/0,03 0,10/0,32
0,03/0,03 0,08/0,32
1 0,63 2,70 3
) 0,32/0,36 1.09/1.46 5
0,30/0,30 0,77/1.45
2562 0.17/0,24 0,90/1,36
0.16/0,16 0.49/1,36
‘ 0.14/0,14 0.55/1,36 °
0.13/0,14 0.52/1,35
1 2,57 10,76 3
1,32/1,46 4,58/5,17
2 1.25/1,25 3,61/513 °
5122 0.73/0,88 3,42/5,07
0.69/0,69 2,28/5,01
‘ 0.59/0,59 2,36/4.99 ’
0,60/0,60 2,27/4,98
1 10,54 43,68 3
) 5,38/5,70 18,05/20,71 3
5,12/5,12 13,76/20,56
10242 2,95/3,22 13,23/19.83
4 2,83/2,83 9.60/19,73 5
2,40/2,40 8,34/19,65
2,40/2,40 9.24/19,73

Fonte: Os autores.
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5 Consideracoes finais

Uma vantagem importante do PWAMG, com
filtros de ordem 2, é a auséncia de comunicagio
entre os processadores na fase de montagem, o que
pode ser constatado, observando-se que os tempos
t, e t,, para a etapa de montagem, sio os mes-
mos em praticamente todos os casos. Essa carac-
teristica do método é particularmente importante
quando se deseja resolver sistemas extremamente
grandes, nos quais a constru¢ao do método é a
etapa que apresenta o custo computacional mais
elevado. No que diz respeito aos tempos relacio-
nados a etapa de solucdo, pode-se observar que,
nos problemas maiores, os ganhos foram mais sig-
nificativos. E preciso lembrar, no entanto, que a
principal vantagem da programacdo paralela é a
capacidade de resolver problemas cujo tamanho
impede a resolucdo de forma seqiiencial.

Duas outras caracteristicas importantes do
PWAMG podem ser observadas nos resultados
da Tabela I. A primeira diz respeito a independén-
cia da convergéncia em relacdo ao espacamento
b entre os pontos da malha, ou seja, o aumento
do tamanho do problema ndo modificou o nu-
mero de iteragdes, exatamente como previsto na
teoria dos métodos multigrid (TROTTENBERG,
OOSTERLEE, SCHULLER, 2001). A segunda
caracteristica relaciona-se a escalabilidade do mé-
todo PWAMG. E possivel observar, na tabela, que
o aumento do tempo gasto na etapa de solugdo foi
diretamente proporcional a expansdo da dimen-
sdo dos problemas testados.

Por fim, deve-se destacar que as dimensdes das
matrizes utilizadas nos testes permitem um bom
balanceamento de carga entre os processadores, o
que é fundamental para o desempenho adequado
do método. Quando a estratégia descrita na secdo
3.1 for utilizada, espera-se obter resultados quali-
tativos similares aos alcancados neste trabalho, na

resolucdo de problemas de qualquer dimensio.

A new wavelet-based
Algebraic Multigrid Method:
Part Il - Parallel Algorithm

In this work, it is presented a new parallel wave-
let-based algorithm for the Algebraic Multigrid
Method (PWAMG). A variation of the standard
parallel implementation of discrete wavelet
transforms is used in the construction of a hier-
archy of matrices and of intergrid transfer op-
erators for Algebraic Multigrid. The PWAMG
method has been tested as a parallel solver for
the two dimensional Poisson equation, for dif-
ferent numbers of finite difference mesh nodes
and comparisons are made with the sequential
version of this method.

Key words: Algebraic multigrid method.
Discrete wavelet transform. Distributed
memory machines. Parallel programming.
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