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Geometria computacional: el problema del cerco convexo

Computational geometry: the convex hull problem

Eduardo Raffo Lecca
eraffolecca@yahoo.es
Edgar Ruiz Lizama
eruizi@unmsm.edu.pe

Resumen

El articulo tiene por objetivo presentar los conceptos fundamentales de la geometria computacional y
mostrar una solucion al problema del cerco convexo, utlizando el algoritmo de Graham. Para la
implementacion de la solucién, los autores usan el lenguaje de programacion Java.

Palabras clave: Geometria computacional, Diagramas de Voronoi, Planeamiento de movimiento,
Problema del Cerco Convexo, Algoritmo de Graham.

Abstract

The objective of this work is to show fundamental concepts of computational geometry and one
solution for the convex hull problem, using the Graham algorithm. The authors use the Java language
programming in order to implement the solution.

Key words Computationd geometry, Voronoi Diagrams, Motion Planning, Convex Hul
Problem, Graham Algorithm.

1. Introduccion

La geometria computacional es una rama de la ciencia de la computacién y emergié en la
década de 1970. Estudia los algoritmos que resuelven problemas geométricos. Su aplicacion, va
desde el disefio de los VLSI, hasta el CAD (Computer-Aided Design), el CAM, computacion grafica y
GIS (sistemas de informacién geografica)[1].

Imagine los teléfonos publicos en una urbanizacion y como contar con un mapa que muestre
las regiones en donde se encuentre el teléfono mas cercano. Una distribucion posible se presenta en
la figura 1.
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Figura 1: Area dividida en regiones

A la subdivision de un area o localidad en regiones, se conoce como diagrama de Voronoi; y
para hacer esto se hace uso de algoritmos geométricos.



Sea un conjunto de obstaculos geométricos (como los mostrados en la figura 2), y asuma
que se desea encontrar la conexiébn mas corta entre dos puntos geométricos, salvando obstaculos.
Este problema que es crucial en robética se conoce como planeamiento del movimiento (notion
planning), y el cual hace uso de algoritmos geométricos.
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Figura 2: Esquema del planeamiento del movimiento

Un clasico problema en CG (del ingles Computational Geometry) es el cerco convexo o CH
(Convex Hull); este crea un subconjunto S de un plano denominado convexo si y solo si, cualquier par

de puntos p, g ? S; es decir el segmento pq esta contenido completamente en S (ver figura 3).

S

Figura 3: El problema del cerco convexo

El Cerco convexo CH(S) (se lee CH de S) es el mas pequefio conjunto convexo en S.

Veamos el siguiente ejemplo:

entrada : P1, P2, P3; P4, Pss Pe
salida : Pa» Ps, Pes P2 (ver figura 4)
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Figura 4: Un cerco convexo

2. METODOS GEOMETRICOS ELEMENTALES

Las aplicaciones en geometria computacional actian sobre objetos geométricos simples:
punto, linea y poligono [2].

Puntos.- Es el objeto fundamental, y es considerado como un par de enteros: las coordenadas
habituales en el plano cartesiano.

Linea.- Una linea es un par de puntos, que se supone estan unidos por un segmento de linea recta.
Para especificar las propiedades de un segmento de linea recta, se define la combinacion convexa de
p1 = (X1, Y1) Y P2 = (X2, Y2), cOMO un punto ps = (X3, Y3); existiendoun ?,talque 0 ?? ?1,ypz=?ps +
(1-?) p2, siendo ps un punto que esta contenido en el segmento de linea p;p, (ver figura 5).

X3=? X1 + (1-7) X2
y3=?y1+(1-?)y2

P,

Figura 5: Una linea

Considere los vectores p1 y pg; su producto cruzado p; X pz se interpreta como el area del
paralelogramo formado por (0,0), p1, p2 Y p1 + p2 (ver figura 6); y se define como:

?2X X, ?
pXp, ? det3° 1 %3
?2Y1 Y2?

?X,Y, 7 XY,

p,+h,

»

Figura 6: Vectores y el producto cruz

Si p1 Yy p2 es positivo, entonces p; es sentido horario de p, en caso que el producto cruzado sea cero,
se dice que son colineales.
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Figura 7: Sentido horario p; X p2

El problema de determinar si dos segmentos consecutivos se encuentran a la izquierda o a la
derecha: pp1 Y pip2 con respecto a p; equivale a encontrar el angulo entre popip,. Utilizando
el producto cruzado se tiene que

(P2 = Po) X (P1 — Po)

Po

Figura 8

En caso que el producto cruzado sea negativo pp. es antihorario con respecto a pp. Yy se
encuentra a la izquierda p,. Un producto cruzado positivo es tomado como sentido horario con
respecto a pop1 Y p2 €s a la derecha. Al respecto ver la figura 8.

Se puede clasificar el punto P con respecto a una region.
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Figura 9: clasificacién de P

Asi puede un punto P, encontrarse: a la izquierda, derecha, origen, destino, entre los dos puntos,
arriba o abajo. Ver la figura 9.

3. Segmentos de Linea

Un segmento de linea PoPz, consiste de los puntos finales Po y P1. (Ver figura 10).

destino

origen

Figura 10: Segmento de linea Pop:

Si Po es el origen de un segmento de lineay P:1 es el destino, entonces es un segmento de

linea dirigido Pop1; denominado arco o borde (edge). Un arco posee dos puntos finales: origen y
destino; por defecto el punto Poes (0,0) y destino es (1,0).

La rotacién de un arco es mover a 90° en sentido horario los puntos finales. (Ver figura 11)



Figura 11: Rotacién o arco
donde:
m = 0.5* (p1 - Po)
P = P1-Po
y como
N.(p1-po) =0, conps-po=(XYy)
n = p(y,x)

origen = m - 0.5*n

destino = m + 0.5*n

Se observa que una doble notacién o twice es la rotacion de una rotacion. (Ver figura 12)

Figura 12: Rotacién de rotacion

Para determinar el punto en t, se tiene que este es igual a

Po?t*(P1? Po)

Para inter seccionar un objeto arco con otro denominado f, se tiene que



p(t) =a+t(b-a)

Figura 13: Interseccién

P(t) - C coincide con cd
n.(P(t) -c)=0
n.(@a + t(b-a)-c)=0
n(a-c)+ tn.b-a)=0
{22 n.(a?c)
n(b? a)

Si n.(b-a) es cero; se tiene que b-a y d-c son perpendiculares al vector n. Al clasificar
el arcof, si este es LEFT o RIGHT retorna PARALELO; en otro caso COLINEAL.

El valor de t es
n.(a?c)

n.(b?a)
que indica que hay interseccién, retornando INTERSECCION. Ver figura 13.

Para evaluar la pendiente (o slope, en ingles), la condicion es p,.x sea diferente a p;.x
(porque en otro caso es 9 :

pendiente? Puy? poy
P1.X ? Po.X

El valor de la ordenada y en base a la abscisa x (segun la figura 14), es

y ? pendiente* (X? po.X) ? po.y



pendiente

Figura 14: El concepto de pendiente de una recta

4, El Problema del cerco convexo

Un poligono convexo[5], es un poligono con la propiedad de que cualquier segmento de recta
cuyos extremos estén en el poligono cae por completo dentro del poligono. El problema del cerco
convexo consiste en encontrar el rea mas pequefia de un poligono convexo que encierre un
conjunto de puntos en el plano. Como se vio anteriormente, las figuras 3 y 4 presentan un cerco
convexo, asi también la figura 16.

Sea un conjunto S en el plano; y P un punto en S. Se dice que P es un punto del cerco, si
existe una linea L a través de P, tal que todos los puntos en S excepto P, se encuentran a un lado de
L (excepto P, ninguno pertenece a la linea).

En la figura 15, ps no es un punto del cerco por encontrarse a un lado de L;.

Figura 15: Pg no forma parte del cerco

El cerco convexo de un conjunto finito de puntos S, consiste de puntos del cerco ordenados que se
encuentran en el borde de S. Para la figura 16 el cerco convexo es la secuencia de los puntos pi, p2,

P3; P4, Ps.



Figura 16: Un cerco convexo

El cerco convexo de un conjunto finito de puntos S en el plano, es la secuencia p1, p2, ..., Pn
de puntos de cercos de S en el siguiente orden:

1. Elpunto p; es el punto con la coordenada minima y (p; es un punto de cerco).
2. Parai ? 2, sea ?;el angulo desde la horizontal al segmento de linea p1, pi. Los puntos pa, ps, ..., Pn
estan ordenados tal que ?;, ?;, ..., ?n €stan en una secuencia ordenada. (Ver figura 17)

Figura 17: Angulo desde la horizontal

En la figura 18; p; tiene la minima coordenada y; entonces este es el primer punto listado en el cerco
convexo. Como se muestra, los angulos desde la horizontal a las lineas segmentos p;, p2; P1, P3; P1,

P4; P1, Ps Crecen.

Figura 18: Angulos desde la horizontal

5 Algoritmo de Graham

En el algoritmo de Graham (R.L. Graham, An efficient algorithm for determining the convex
hull of a finite planar set, Information Processing lettersl, 132-133; 1972) bs puntos son ordenados
de acuerdo al angulo tomando un punto inicial. La secuencia o pasos del algoritmo se presentan a
continuacion.



( a ) Primero encontrar el punto p con minima coordenada y; en el caso que varios puntos
tengan el mismo valor, tomar el del minimo valor de x.

(b ) Ordenar todos puntos de P de S de acuerdo al angulo desde la horizontal al segmento de
linea py,p.

( ¢ ) Finalmente examinar los puntos en orden y descartar aquellos que no estan en el cerco
convexo.

Para implementar la estrategia usada en el algoritmo, se desarrolla un camino para comparar
angulos.

< 180° p
0
> 180°

izquierda derecha

Figura 19: Compar acién de angulos

H
Figura 20: Comparando: p > q
El producto cruzado determina cuando un punto no se encuentra en cerco convexo y debera

ser descartado.

Suponga que visita p;, po Y p2 en ese orden y los segmentos de linea pg, p2 ¥ Po, P1 tienen
angulos menores que 180° entonces py se mueve a la izquierda, en otro caso se mueve a la derecha.

El producto cruz de pg, p1, p2 €S:
cross ( Po, P1, P2) =(Y2—Yo) X1 —X0) = (Y1 —Yo) (X2 — X0 )
esto, implica que se mueve a la izquierda si cross ( po, p1, P2 ) < 0.

De igual manera po, p1, p2 S& mueve a la derecha si cross ( po, p1, P2 ) > 0. Cuando cross ( po,
p1, P2 ) = 0, entonces los puntos pg, p1, P2 son colineales.



El algoritmo Graham toma sistematicamente los puntos p ? g en el ordenamiento y compara p
y g. Si el producto cross ( p1, p, q) es < 0 entonces p, p1, g Se mueven a la izquierda; es decir p > q.
Al respecto examine el seudo cédigo de la figura 21.

Graham ( p, n, k)

if (n=1)then
k=1
retorno
min =1
for i=2ton
if (p[ily<p[min].y) then

min =i
for i=1ton
if (p[i]y<p[minl]y)and (p[i].x<p[min]x) then
min =i
Intercambiar (p[i], pfmin])
Ordenar py, ..., pn de acuerdo al angulo

p[O]=p[n]
k=2
for i=3ton
while (cross (p[k], p[k-1],p[i])>0)
k=k-1
k=k+1

Intercambiar (p[i], p[k])
End. Graham

Figura 21: seudo cédigo para el algoritmo de Graham

Sea el conjunto S ordenado de acuerdo a sus angulos.

L p6 p4

P "R

Figura 22: Es conjunto S de puntos

El algoritmo examina p;, ps, ps, Moviéndose hacia la izquierda, luego p; es retenido. Después
se examina pz, Ps, Pa, reteniéndose p3 (ver figura 23).
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Figura 23: Encontrando P2, P3, P4

En la siguiente iteracion examina pz, P4, Ps Y Se retiene py4 (ver figura 24)

&

B Py

Figura 24: Examinando P3, P4, Ps
Al examinar ps, ps, Pe S€ descarta ps y se regresa a ps, Pa, Pe, SE retiene pa.
Al examinar pg4, Pes, P7 S€ retiene pg. En la siguiente se examinan pg, p7, Ps Se retiene p;. En ps,

Ps, Po se descarta pg. El algoritmo regresa a ps, p7, Po ¥ Se descarta p7. El algoritmo regresa a pa, ps,
Po Y Se retiene pg.

Ps

Py Py

Figura 25: Obteniendo Peg



A continuacion se presenta el cddigo JAVA para el archivo Graham.java (Figura 26). La

animacion desde un applet, se presenta en la figura 27. Los archivos: Point2D.java,
JgrahamShow.java, JgrahamShow.html, se encuentran en [3].

/***

*  Aut

or :E. Raffo Lecca — E. Ruiz Lizam

* Fecha :1/05/ 2004

***/

i mport

Poi nt 2D;

public class Graham {

private int n;
private int k;

private Point2D puntos[];// puntos en el conjunto S
public static Point2D[] hull;

public Graham(int m
{

punt os=new Poi nt 2D[ m+1] ;
punt os[ m =new Poi nt 2D() ;

}
public G aham()

{
this(10);// por defecto
}
public void add(Point2D p)
{
i f(n<puntos.|ength-1)
punt os[ n++] =p;
}
private void swapTo(Poi nt2D p, Poi nt 2D Q)
{
Poi nt 2D t enp=new Poi nt 2D( p) ;
p. assign(q);
g. assign(tenmp);
}
public void convexHull ()
{
int i,j;
Poi nt 2D p;
i f(n==1)
return;
/'l encontrar el punto inicial
int mn=1;

for(i=1;i<n;i++)
i f(puntos[i].getY()<puntos[m n].getY())
m n=i ;
for(i=0;i<n;i++)
i f(puntos[i].getY()<puntos[m n].getY()
&& puntos[i].getX()<puntos[min].getX())
m n=i ;
[l intercanbiar
swapTo(punt os[ 0], puntos[m n]);
/1 ordenar
for(i=0;i<n-1;i++)




for(j=i+1;j<n;j++){
p=Poi nt 2D. resta(puntos[i], puntos[0]);
doubl e angi =p. pol ar () ;

p=Poi nt 2D. resta(puntos[j], puntos[0]);
doubl e angj =p. pol ar ();

i f (angj <angi)
swapTo(puntos[i], puntos[j]);
}
/'l iteracion
punt os[ n] . assi gn(puntos[0]);
k=1;
for(i=2;i<=n;i++){

whi | e( Poi nt 2D. cr oss( Poi nt 2D. rest a( punt os[ k], punt os[ k-1]),
Poi nt 2D. resta(puntos[i], puntos[k-1]))<0){
k--;
}
K++;
swapTo(puntos[i], puntos[Kk]);

}

/'l 1 eer Puntos
public Point2D[] getPuntos()

{

return puntos;
}
/1 hull: la solucion
public Point2D[] hull ()
{

int i;
Poi nt 2D[] hul | =new Poi nt 2D[ k] ;
for(i=0;i<k;i++)

hul I [i]=new Poi nt 2D( puntos[i]);
return hul | ;

Figura 26: Cddigo del archivo7 Graham.java
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Figura 27: Salida para Graham j ava

Conclusiones

El articulo presenta los conceptos fundamentales de la geometria computacional y una solucién a uno
de los problemas clasicos en este campo: el cerco convexo.

La solucién es implementada en un applet de Java, el mismo que aprovecha la interfase grafica para
presentar una animacion de un poligono (cerco convexo) en la salida estandar.
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