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Resumen

En este articulo presentamos un estudio sobre las K —algebras finitas, es
decir las K —algebras conmutativas con unidad que son espacios vecto-
riales de dimension finita sobre un cuerpo K. Estas son suma directa
de K —algebras finitas locales. Caracterizamos la K —é&lgebra finita local
%, mostramos que ciertas K —algebras finitas son isomorfas y descom-

ponemos la K —algebra finita (;(([5)]) en K —algebras finitas locales.
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K —algebras finitas conmutativas con unidad

Finite Dimensional Commutative K —algebras with
Unity

Abstract

This paper is devoted to the study of finite K —algebras i.e. the commuta-
tive K —algebras with unity that are finite dimensional vector space over
a field K. A finite K—algebra is direct sum of local finite K —algebras.
We obtain a characterization of the local finite K —algebra (TK(%%, show
that certain finite K —&lgebras are isomorphic and discompose the finite

K —algebra (;(([5)]) in local finite K —algebras.

Key words: Finite-dimensional algebras; sum direct; isomorphism of
algebras.

1 Introducciéon

Sea K un cuerpo. Una K —dlgebra A con unidad es un conjunto dotado de
dos operaciones (A, 4+, -) cumpliendo que:

1. es un anillo con unidad

2. es un K —espacio vectorial

3. para todo a € K y para todos a,b € A, «a(ab) = (aa)b = a(ab).

Decimos que A es una K —dlgebra finita si es una K —4algebra conmutativa
con unidad y de dimension finita como K —espacio vectorial. Denotaremos
por dimg A a su dimension como K —espacio vectorial.

Un homomorfismo de K—dlgebras es una aplicaciéon lineal ¢ : A — B
entre dos K —algebras tal que

¢(1A) =1p, ¥y

$(ab) = $(a)d(b), V a,b € A.
El homomorfismo estructural

K — A
lg = 1y
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es inyectivo ya que K es cuerpo. Por lo tanto 1x es parte libre en el
K —espacio vectorial A y puedo extender {14} a una base de A.

Si dimg A = 2, tomamos v € A\ K, luego {14,7} es parte libre en
Ay por tanto {14,7} es una base del K—espacio vectorial A. Ademés
como 1-v = -1, se tiene que el anillo A es conmutativo. Sin embargo,
para dimensiones superiores, las K —algebras no son necesariamente con-
mutativas. Por ejemplo, el cuerpo de los niimeros cuaterniénicos es una
R—4lgebra de dimensién cuatro que no es conmutativa. En este articulo
estamos interesados s6lo en K —algebras conmutativas.

Las K —algebras finitas han sido un tema de investigacién permanente
en algebra conmutativa, ver por ejemplo [I], [2], [3] v [4]. Nosotros presen-
tamos aqui un estudio sistemético y con menos teoria especializada de ellas
en comparacion con las encontradas en los textos tradicionales de algebra
conmutativa [5], [6], [7], [8] v [9].

Las K —4&lgebras son usadas en areas muy diversas como representacio-
nes de grupo, teoria de codigos, la ecuacién de Yang-Baxter, algebras de
Hopf y las algebras de Frobenius [10]. Las K —algebras no sé6lo son impor-
tantes en matematicas, también encontramos en la literatura que se usan
en otras areas principalmente cuando el cuerpo K es el de los niimeros
complejos. Por ejemplo, las C*—&lgebras son fundamentales en fisica cuan-
tica. En [11I] y [12] se estudian algunas C*—algebras de dimension finita
donde se amplian resultados que se interpretan en mecanica cuantica. Ade-
mas, en [I3] y [14] se caracterizan ciertas C*—algebras cuyos resultados son
relevantes para los fundamentos de la teoria cuantica.

Existen, salvo isomorfismos, tres algebras de dimensién 2 sobre R:

Rlx] Riz] Riz]
MR @1 @)
Esto es debido a que en una extensiéon de grado 2 de R,
__ R
(@2 + bz +0)

se pueden dar tres casos segtn z2 + bz + ¢ tenga dos raices imaginarias,
dos raices reales distintas o una raiz doble. Los conjuntos C, P, I son,
respectivamente, los nimeros complejos, los ntimeros paracomplejos y los
ntmeros duales, [2].
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La teoria de funciones complejas es més estudiada que las otras dos.
Algebraicamente, esto refleja el hecho de que C es un cuerpo, mientras que
P y D no lo son pues P tiene divisores de cero y D tiene ademés elementos
nilpotentes.

Las rectas proyectivas sobre las R—algebras C, P, D generan las tres
geometrias clasicas del plano, Moebius, Laguerre y Minkowski, ver [I5].
En general es poco lo que se conoce sobre las rectas proyectivas sobre las
K —é&lgebras finitas. En [16] y [I7] se estudi6 la interpretacion proyectiva
de estas métricas del plano real y en [I] se hizo una clasificacion de todas
las R—algebras finitas. [I8] es un trabajo reciente sobre la geometria co-

Rlz]

rrespondiente a la R—algebra tridimensional @3 Pero en general estudiar

la geometria sobre R—algebras finitas es un problema abierto.

Iniciamos este articulo probando que las K —algebras finitas son suma
directa de K —é&lgebras finitas locales. Luego mostramos que toda K —&lgebra
finita se descompone en forma tnica, salvo isomorfismos, en suma directa
de K —algebras finitas locales. Seguidamente caracterizamos la K —algebra
finita local T@) mostramos que ciertas K —algebras finitas son isomorfas

y descomponemos la K —algebra finita % en K —algebras finitas locales.

2 K —algebras finitas

Sea A una K —algebra finita. Un ideal p es primo si p # (1) y si ab € p
entonces @ € p o b € p y un ideal m es maximal si m # (1) y no existe
ningtn ideal a tal que m C a C (1). Esto es equivalente a decir:

p es primo si y s6lo si A/p es un dominio de integridad,

m es maximal si y s6lo si A/m es un cuerpo.

Por tanto un ideal maximal es primo pero el reciproco no es cierto en
general. El ideal cero es primo si y s6lo si A es un dominio entero. Cada
elemento de A que no es unidad esta contenido en un ideal maximal [5].

A toda K —4&lgebra finita A podemos asociar un espacio topologico lla-
mado el espectro primo de A, Spec(A), que consiste en el conjunto de todos
sus ideales primos. También asociamos a A el espacio Max(A) que consiste
en el conjunto de todos los ideales maximales de A. Existen K —algebras
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finitas con exactamente un ideal maximal, por ejemplo, el cuerpo de los

numeros complejos C = (E[ﬂ). Una K —algebra finita A que tiene exacta-

mente un ideal maximal se llama K —dlgebra finita local.

Sea ¥ un subconjunto parcialmente ordenado por una relacion <. Las
siguientes condiciones en ¥ son equivalentes, [5]:

(i) Cada sucesion creciente z1 < xo < ... en X es estacionaria (es decir,
existe n tal que x, = 41 = ...).

(ii) Cada subconjunto no vacio de ¥ tiene un elemento maximal.

Si ¥ es el conjunto de submédulos de un médulo M, ordenado por la
relacion C, entonces (i) se denomina la condicion de cadena ascendente y
(i) la condicion mazimal. Un moédulo M que satisface una de estas dos
condiciones equivalentes se denomina noetheriano (de Emmy Noether). Si
Y esté ordenado por D, entonces (i) es la condicion de cadena descendente
y (ii) la condicion minimal. Un modulo M que satisface una de estas dos
condiciones equivalentes se denomina artiniano (de Emil Artin).

Toda K—éalgebra finita A es artiniana y noetheriana, ver [5]. En la
Proposicion vamos a obtener un primer resultado de estructura para
este tipo de K —algebras. Una prueba de esta proposicién resulta como
consecuencia del teorema de estructura de anillos de Artin, ver [5, Teorema
8.7]. Nosotros presentamos una demostracion distinta y con menos teoria
especializada. Para esto primero demostramos el Lema 2.J1 Decimos que
e € A es idempotente si €2 = e.

Lema 2.1. Si A es una K —algebra artiniana, entonces A es local si y sblo
si los tnicos idempotentes de A son 0 y 1.

Demostracion. =: Si A es una K —éalgebra local de ideal maximal m y

e € A es idempotente, entonces e = e. Luego, e — e = e(l—e)=0y
tenemos dos casos:

(i) Si e € m entonces 1 — e ¢ m. Como A es local, 1 — e es inversible
luego e(1 —e)(1 —e)~! =0 y por tanto e = 0.
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(ii) Si 1 — e € m entonces e ¢ m. Como A es local, e es inversible en-
tonces e(1 —e)e ! =0. Por tanto 1 —e=0ye=1.

<: A es artiniana y sus tnicos idempotentes son 0 y 1, sea m un ideal
maximal de A y sea a € A con a ¢ m. Si a es no inversible, aA es un ideal
propio de A entonces

aADa’A> - Da"A

es una sucesion decreciente de ideales y como A es artiniana, A es estacio-
naria. Luego existe r tal que a"A = a" 1A entonces a” € a’"t1A y existe
A € A tal que a” = Aa"t!. Por tanto, a”"(1 — Xa) =0y

0= \a"(1-Xa) = Na" (1= Aa)(1+Aa+--+(Aa)™) = (\a)"(1— (Aa)").

Entonces (Aa)" es idempotente. Pero los tnicos idempotentes de A son 0y
1. Si

(M) =XNa"la=1

tenemos que a es inversible y esto es una contradiccion. Si (Aa)” = 0,
entonces

A" € m.
Como a ¢ m, A" € m pero m es primo luego A € m. Lo cual es un absurdo
pues a” (1 — Aa) = 0 implica que 1 — Aa € m por tanto A ¢ m.

En consecuencia, para todo a € A tal que a ¢ m tenemos que a es
inversible y A es local. O

Proposicion 2.2. A es una K —algebra finita si y sélo si A es una suma
directa de K —algebras finitas locales.

Demostracion. =: Si dimg A = 1 como K —espacio vectorial, A ~ K luego
A es local. Si dimg A > 1 y no tiene mas idempotentes que 0 y 1, por el
Lema 2] A es una K —algebra local finita. En caso contrario, existe e € A
idempotente, e # 1 y e # 0. Entonces
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(i) eA es un subanillo de A ya que eA es un ideal y por tanto es subani-
llo. Ademas el uno de eA es e pues e(ea) = e?a = ea, para todo ea € eA.

(ii) Todo ideal de eA es ideal de A. En efecto, sea p ideal de eA luego
para todo o € p y para todo a € A se cumple que eacx € p. Note que
o = eb, b € A. Entonces p es ideal de A porque para todo a € p y para
todo a € A, se tiene que

ac = aeb = ae*b = eaeb = eaa € p.

Ademas, como A es artiniana, eA es artiniana ya que cualquier sucesion
decreciente de ideales de eA es una sucesion decreciente de ideales de A y
por tanto estacionaria.

(iii) eA y (1 — e)A son subespacios vectoriales de Ay e(1 —¢e) =0
entonces para todo a € A, a = ea+ (1 —e)a luego A = eA+ (1 —e)A suma
como K —espacios vectoriales. Ademas si 5 € eAN(1—e)A, B = ea = (1—e)b
para a,b € A entonces 3 = ea = e?a = e(1 — e)b = 0.

En consecuencia, A es suma directa de eA y (1 — e)A como K —espacios
vectoriales y tenemos el isomorfismo de K —espacios vectoriales

p: A = eAx(l1—-eA
a — (ea,(1—e)a) °

Tomando en eA x (1 — e)A la estructura producto
2(a)p(b) = (ca, (1 = e)a)(eb, (1 — e)b) = (eab, (1 — e)ab) = p(ab)
pues 1 — e es también idempotente. Luego
A~eAx (1—e)A

como K —éalgebras.
Puesto que eA y (1 — e)A son subespacios no nulos y dimg A es finita, se
tiene que

dimgeAd <dimg A y dimg(l —e)A < dimg A

es decir las dimensiones de eA y (1 —e)A son menores que la dimension de

A.
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SieAy (1 —e)A no tienen mas elementos idempotentes que 0 y 1, por el
Lema 2] eA y (1 — e)A son K—algebras locales finitas. De lo contrario
y como las dos algebras son de dimension menor que la de A seguimos el
proceso inductivamente hasta obtener el resultado deseado.

<: Se comprueba sin dificultad. O

En el item (ii) de la demostracion de la Proposicion [2.2] observe que si
p € Spec(eA), no necesariamente p € Spec(A). Por ejemplo, sea A = R3
y e = (1,1,0) entonces eA = {(a,b,0) : a,b € R}. Un ideal primo de eA
es meg = {(a,0,0) : @ € R} y meq no es ideal primo en A pues (0,1,0) y
(0,0,1) no pertenecen a mg4 y su producto es cero.

Consideremos la K —algebra finita A = @);_; A; donde cada A; es una
K —algebra finita local con ideal maximal M;, ¢ =1,...,r. El Lema[2.3] pre-
senta un isomorfismo entre cada A; y el correspondiente anillo de fracciones
o localizacion Ay, M; € Max(A), definido a continuacion:

Diremos que un subconjunto S del anillo A es un sistema multiplicativo
cuando 1 € Sy s,t € § = st € §. Se define en A x S la relacion de
equivalencia

(f,9) ~ (u,v) & (fv—gu)s =0 para algin s € S.

En el conjunto cociente Ag := A x S/ ~ denotamos a la clase de equiva-
lencia de (f, g) como § y se definen las operaciones suma y producto como
si fueran fracciones de Q:

fou _ fuotgu fu _ fu

S =y =

g v gu gv gu
Estas operaciones estan bien definidas y hacen de Ag un anillo conmutativo
con unidad, donde el cero es g, para s € Sy la unidad es %, para s € S.
Mas atn, se tiene un homomorfismo canénico de anillos ¢ : A — Ag dado
por o(f) = { que en general no es inyectivo. Al anillo Ag le llamamos

anillo de fracciones o localizacion de A por S.

Lema 2.3. Sea A = @;_, A; una K —algebra finita donde cada A; es una
K —algebra local finita. Para ¢ = 1,...,r sea m; el ideal maximal de A;.
Entonces
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(1) Max(A) = {M,..., M} donde M; = [[;_, m; con m; = Aj, para
todo j # iy m; =m;.

(2) Para todoi=1,...,r se tiene que Ay, >~ A;.

Demostracion. (1) Es consecuencia de que los ideales maximales de una
suma directa de r anillos tienen la forma M; para todo i = 1,...,r. Ver [I],
Lema 1.2.6].

(2) Para todoi=1,...,r,

(a1,...,a) (a1,...,ar)
App = 40 @r) g oy M b = A W)y g L
Mi {(bl,...,br) (br - br) € (b1, by) ¢ m

Como A; es local, b; es inversible y la aplicacién
(al,...,ar) —1 .
(b17"'7b7") — bz i

es un homomorfismo de anillos. Note que ¢; es inyectiva ya que si b, La; =0,
entonces existe (0,...,b; ", ...,0) ¢ M; tal que

(a1,..-,ai,...,a.)(0,...,b7 ...,0) = (0,...,0)

y esto equivale a que

(aty...,ar)

M%) L0

(b1,...,by) ( )
para ((‘;)172:)) € Aypy,. Ademés, ¢; es sobreyectiva porque, para todo a; € A;,
existe (((1{77(11;) € Ay, tal que ¢; <(‘(1{77‘11;)) = a;. O

La siguiente proposicién muestra que una K —&lgebra finita se descom-
pone en forma tnica, salvo isomorfismos, en suma directa de K —é&lgebras
finitas locales.

Proposicién 2.4. Sean A =@, A; y B = @j_, Bj dos K—dlgebras
finitas donde A;, B; son K —&lgebras locales finitas. Entonces A ~ B como
K —algebras si y solo si 7 = sy, después de reordenar los Bj, para todo
1=1,...,r se tiene que A; ~ B; como K —algebras.
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Demostracion. =: Como A = @;_; A;, por el Lema 23 Max(A) =
{Mi,...,M,} y para todo i = 1,...,r se tiene Ay, ~ A;. Ademés, por
hipotesis, A ~ @’_, B; luego por el Lema 23 Max(A) = {Ni,..., Ns}
y para todo j = 1,...,s se tiene An, ~ Bj;. Entonces para todo 1, ex1ste
J tal que M; = Nj. Por tanto despues de reordenar a los Bj, para todo
1=1,...,r,

Ai~ Ay, ~ AN, ~ B

<: Si para todo ¢ = 1,...,r se tiene que ¢; es el isomorfismo entre A; y
B;, entonces

T T T

[T T4 1T

i=1 i=1 i=1
es un isomorfismo. O

En consecuencia, por la Proposicion 4] estudiar la estructura de las
K —éalgebras finitas se reduce a estudiar la estructura de las K —algebras
locales finitas.

3 Caracterizaciones e isomorfismos

El eje [plo més simple de las K —algebras finitas es el de las K —&lgebras

= T caracterizadas porque existe u € A tal que 1,u,...,u" ! es base

de A como K —espacio vectorial. Obviamente no toda K— algebra finita es

de este tipo, por ejemplo (x[ ’jy] ya que todo elemento al cuadrado de esta

2

algebra es cero, luego no puede existir u € A tal que 1, u,u” sea base de A

como K —espacio vectorial.

Lema 3.1. La K—algebra finita A = % es local si y sdlo si existe

p(z) € K[z], polinomio irreducible, tal que f(z) = p(z)™. En este caso su

ideal maximal es (p(T)) y el cuerpo residual es (ff([f)]).

Kz]

Demostracion. Los elementos de 4 = Flo)) € escriben de forma tnica co-
mo ¢(T) con g(x) € K[z] y grado(g) <grado(f).
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=: Si f(z) no es potencia de un irreducible, en particular f(z) no es
irreducible, entonces f(x) = fi(z)f2(z) donde med(f1, f2) = 1 por tanto
existen g1, g2 € K[z] tales que g1f1 + g2fo =1luego 1 — g1 f1 =gafoy

91(7) [1(T)(1 = 91(@) /1(T)) = 91(T)92(7) f1(T) f2(T) = 0.

En consecuencia, g1()f1(Z) es idempotente y note que ¢1(Z)f1(T) # 0y
91(Z) f1(T) # 1. Pues de lo contrario, si ¢1(Z)f1(ZT) = 0, g2(T) f2(T) = 1 es
decir f5(T) es inversible pero esto es absurdo pues fo(T) es un divisor de
cero de A. Por la misma razon ¢1 (%) f1(Z) # 1. Usando el Lema 2.1 tenemos
que A no es local y esto es una contradicciéon que proviene de suponer que
f no es irreducible.

<: Si g(T) € A es idempotente entonces ¢(Z)(1 — ¢g(T)) = 0 y esto
equivale a que p(z)"™ divide a g(z)(1 — g(x)) luego

p(@)lg(z)(1 = g(x)).
Por tanto, p(x)|g(z) o p(z)|(1—g(z)) pero no a los dos a la vez pues p(x) 1 1.
Sip(z)|g(x) entonces p(x) 1 (1—g(x)) y por tanto p(x)"|g(x) luego g(T) =0
y si p(z)|(1 — g(x)) entonces p(x) 1 g(x) y por tanto p(x)"|(1 — g(z)) luego
1—g(Z) =0y g(x) = 1. En consecuencia, por el Lema 21 A es local.
Ademas como p(x) es irreducible, el ideal (p(x)) es maximal y contiene
a (p(z)™). Luego (p(T)) es el ideal maximal de A y su cuerpo residual es
Kz . Kl H

(@) = ()"
Lema 3.2. Sean f(z),g(x) € K|z] tales que med(f, g) = 1. Entonces existe
un isomorfismo de K —Aalgebras
Kle) Kl | K
(f(@)g(x)) — (f(x))  (9(x))
dotando al producto cartesiano de estructura de K —algebra con las opera-
ciones suma y producto componente a componente.

Demostracion. Para todo f(xv) € K[z], sea ¢f: Klz] — % el ho-

momorfismo natural definido por ¢¢(p(z)) = p(z) + (f(x)). Entonces

Klx Klx
orxwg: Klal > i X iy
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es homomorfismo de K—algebras y Ker(¢r x ¢4) = (fg) va que h €
Ker(pf x pg) siysolosi h € Ker(pr) N Ker(py) y Ker(op) N Ker(gg) =

(f)N(g) = (fg) pues mecd(f,g) = 1. Ademas, @5 X @4 es sobreyectiva. En
efecto, sea ([r(x)]f), [5(2)]g)) € % X %, como f y g son primos

entre si, existen ¢1,co € K[x] tales que ¢1f + cog = 1, en consecuencia
pp(reag + seif) = reag + (f) = r+ (f) = [rlj@) ¥ py(reag + serf) =
scif +(9) = s+ (9) = [s]g(a)- O

La proposicién siguiente presenta la descomposicién en productos de
K —Algebras locales y se demuestra usando iterativamente la prueba del
Lema 3.2

Proposicion 3.3. Si f(x) = fi(z)™ --- fp(x)" € K[z] es un producto de
factores irreducibles distintos entonces

Lema 3.4. (1) Un homomorfismo de K —algebras ¢ : K[z] — K[x] que-
da unfvocamente determinado por ¢(z) = h(z) € K|[z].

(2) ¢ es un isomorfismo de K —algebras si y solo si ¢(z) = ax + b con
a,be Kya#0.

Demostracion. (1) Se sigue de que todo homomorfismo de algebras esta
caracterizado por lo que le hace a sus generadores, en este caso a x.

(2) Es inmediato, pues todo isomorfismo de K[x] en K[z]| preserva la
graduacion. O

Definicién 3.5. p(z) es equivalente a g(x), p(x) ~ q(x), si y solo si existen
a,b € K con a # 0 tales que ¢(z) = p(ax + b).

Proposicion 3.6. (1) Si K = R, entonces los polinomios irreducibles de
K|x] son equivalentes a x o 2% + 1.

(2) Si K es algebraicamente cerrado, entonces para todo p(x) irreducible,
p(z) ~ .
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Demostracion. (1) En R|z], los polinomios irreducibles son lineales de la
forma p(z) = ax + b con a # 0 o de grado dos de la forma az? + bx + ¢
con b? — dac < 0. Si p(z) = axr + b con a # 0, por definicién, p(z) ~ .
Ademas, note que az? + bx + ¢ con b?> — 4ac < 0 es equivalente a que
p(z) = (z —a’)? + (V')? con V' # 0. Luego,

z d

p@) = (@ =) + B = (- 5 +1~a 41,

(2) Si K es algebraicamente cerrado, los polinomios irreducibles p(z)
son lineales y por definicion, p(z) ~ x. O

Lema 3.7. Sea n € N. Si p(z) ~ ¢q(z) entonces

(p(@)™)  (a(z)")

Demostracion. Como p(z) ~ q(x), existen a,b € K con a # 0 tales que
q(z) = p(ax 4+ b). Sea ¢ el homomorfismo

. Klr]
¢: Kzl = Grarmm

x  +—  |ax+ b

Ker(¢) = (p(x)™) ya que para h(z) € Klz|, ¢(h(z)) = [0] & h(ax +b) €
(plaz +b)") < h(z) € (p(x)"). Ademas, ¢ es sobreyectiva. Sea [h(z)] €

(Mfziﬂ)")’ por el Lema 3] existe h(x) € K[z] tal que h(xz) = h(az + b)

entonces ¢(h(z)) = [h(az + b)] = [h(x))]. O

El reciproco del Lema [B.7 no es cierto incluso bajo la hipotesis de que
p(x) y q(x) sean irreducibles como lo prueba el ejemplo siguiente.

: Z/(3 Z/(3 _
Ejemplo 3.8. Sean A = % y B = % Entonces {1,7,72}
v {1,%,%%} son bases de A y B respectivamente como espacios vectoriales.
Definimos el homomorfismo de algebras

6: Z/B)la]l - Gty

x — 277 +1
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Note que 5(:62) =252 + 27 y gg/gx‘g +2242) =0.
Como (2% + 2% +2) C Ker(¢), ¢ induce un homomorfismo

L Z/B)= Z/(3)
¢ (x3/J£x2[+]2) - (ySJ/r(2y2[€il)
T = 22+ 1

Veamos que ¢ es un isomorfismo. En efecto, ¢ es inyectivo ya que si ¢(a +
bT+cx?) = a+b(25%+1)+c(25%+27) = a+b+2cy+(2b+2¢)y? = 0 entonces
a+b=0,c=0yb+c=0.Luegoa =b=c=0y ¢ esinyectiva. Puesto que
las 4lgebras tienen la misma dimensién, como espacios vectoriales, entonces
se tiene el isomorfismo ¢.

Observe que 22 + 22 +2 = 32 +2y% +1 ya que no existe una transformacion
lineal que lleve un polinomio en el otro.

Corolario 3.9. (1) Si f(z) = pi(x)" ---py(z)" € K|x] es producto de
factores irreducibles distintos y p;(z) ~ ¢;(z) para todo i =1,...,r
entonces

Klz] K] Klaz]

~ Moo X —m — =
(f(@)  (@a(z)™) (gr(z)"r)
(2) En particular, si f(z) = (z —a1)™ -+ (x — a,)™ y K es algebraica-
mente cerrado entonces

(™) ()

Demostracion. (1) Se tiene por la Proposicion B3y el Lema B.71

(2) Puesto que x —a; ~ x y por el item (1) tenemos el isomorfismo. [
Corolario 3.10. Sea K = R.

(1) SineNya,beR con b#0 entonces
Riz] Rlz]

~

((x=a)>+62)") — (@ + 1))

(2) Si f(x) € R[x] entonces existen nq,...,n,,mi,..., ms tales que
Rlz]  Rlz] ~—  Rfz] R[z] R[z]
F) = @) ) S @y T (@ )
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Demostracion. (1) Puesto que (z — a)? + b*> ~ 2% + 1, por el Lema 3.7
tenemos el isomorfismo.

(2) Por la Proposicion B.0] existen nq,...,n,,my,...,ms € R tales que
fl@) = (@ —a)™ - (x—a;)" ((x = b1)? +¢f)™ -+ (. = bs)* + )™ y
por la Proposicion B3y el item (1) se sigue el resultado. O

Observe que se presenta el problema de la unicidad de la descomposi-
cién. En el caso de cuerpos algebraicamente cerrados la descomposiciéon es

dnica y queda determinada por los nimeros n,...,n, es decir para todo
f(z) € K|z] existen nq,...,n, Gnicos con (?([;)]) o~ (I;,Ef}) X e X (I;Ef}). En

el caso real la situacion es la misma como veremos mas adelante.

Lema 3.11. Para todos m,n enteros positivos,

R[z] - R[z]
(@) 7 ((&*+1)™)
Demostracion. Por el Lema Bl el cuerpo residual de la R—algebra ](li[f}) es

Rlz] . R[z] Rlz] P
W = R y el cuerpo residual de 1™ S w2en) = C. Luego las algebras
no son isomorfas. O

Lema 3.12. Si p(z) y ¢(z) son elementos irreducibles de R[z| las condi-
ciones siguientes son equivalentes:

)
i Hé[j)cll) para todo n € N.

(2) = (3) Inmediato tomando n = 1. Entonces

(3) = (1) Puesto que p(z) y ¢(z) son irreducibles en R[x] entonces
R

p(e) ~ 0 plx) ~ 2% + 1, y g(x) ~ @ 0 gx) ~ a® + 1. Como =2k ~ Eil
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y en virtud del Lema 31Tl tenemos dos casos:

(i) p(z) ~z y q(x) ~ x, entonces p(x) ~ q(x).

(i) p(z) ~ 22 + 1y q(x) ~ 2? + 1, entonces p(x) ~ q(x). O

En consecuencia, para f(x) € R[z], existen ny,...,n,,mi,...,ms Uni-
Rlz] . Rlz] Rlz] R[] R[]

cos tales que ﬁ ~ ﬁ X e X (I,i) X (($2+f)m1) X e X W En

el caso general lo que se puede decir es que:

Lema 3.13. Sean p(z) y ¢(x) elementos irreducibles de K|[z]. Para todo
neN, A~ Kl gy golo si ALk ~ Kol
P @M T Tla@m Y (p(z)) = (a(@))

Demostracion. =: Por el Lema[3.1] (pl((z[:)vi) y (q[((gi) son algebras locales con
cuerpos residuales Kol o Klal espectivamente. Adema Klzl

(p(0)) ¥ (qla)) FEPPOCUIVAIIENLE. ACCIMAS COMO Gy =
Klz] entonces Kzl Kla]
(q(=)™) (p(z)) — (q(2))"

<: Sea Kol K
14 (@) - (a(@))
z+(p(x) = hx)+(q(x))
@)+ (p(x)) = f(h(z))+ (a(z))

Por el Lema [3.1], (;((T% y (CII((T[)I,]L) son algebras locales con cuerpos residuales

% y %, y con ideales maximales (p(T)) y (¢(T)) respectivamente. Por

hipodtesis ¢ es un isomorfismo, es decir los cuerpos residuales de las algebras
locales son isomorfos y por tanto los ideales maximales también lo son. En

consecuencia, ey = ey U

El ejemplo B.8 muestra que K[z]/(p(x)) ~ K[z]/(¢(z)) no implica
que p(z) ~ q(x) entonces la descomposicion que puede obtenerse f(z) =
p1(z)™...py ()" en componentes irreducibles induce un isomorfismo

Kol Kl K[
(f(z) — (pr(z)™) (pr(2)")
pero pi(x),...,p,(x) no estdn univocamente determinados salvo transfor-

maciones lineales.
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4 Conclusiones

Las K —algebras finitas, es decir las K —algebras conmutativas con unidad
de dimensioén finita como K —espacio vectorial, han sido un tema muy es-
tudiado en algebra conmutativa, ver por ejemplo [I], [2], [3] v [4], y en este
articulo hemos hecho un estudio sistematico y sencillo de ellas en compa-
racion con los encontrados en los textos tradicionales de algebra conmuta-
tiva [5], [6], [7], [8] ¥ [9]. Iniciamos probando que las K —algebras finitas
son suma directa de K —algebras locales finitas. Luego caracterizamos la
K —algebra local finita %, mostramos que ciertas K —algebras finitas

son isomorfas e hicimos una descomposiciéon de la K —algebra finita %

en K —algebras locales finitas.

Las K —algebras son usadas en &reas muy diversas como representa-
ciones de grupo, teoria de cédigos, la ecuacién de Yang-Baxter, algebras
de Hopf y las élgebras de Frobenius [10]. Las K —éalgebras no sblo son im-
portantes en matemaéticas, también se usan en otras areas. Por ejemplo,
las C*—algebras son fundamentales en fisica cuantica. En [I1], [12], [13] y
[14] se estudian algunas C*—algebras donde se amplian resultados que se
interpretan en la teorfa cuantica.

Las rectas proyectivas sobre las R—algebras finitas de dimensién dos,

C = %, P = (E[ﬂ) yD = % generan las tres geometrias clasicas
del plano, Moebius, Laguerre y Minkowski, ver [I5]. [I8] es un trabajo
reciente sobre la geometria correspondiente a la R—algebra tridimensional

% pero en general estudiar la geometria sobre las R—algebras finitas es

un problema abierto.
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