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Modelacion matematica para el analisis
térmico de fendmenos por medio de dominios
semi-infinitos

Mathematical modeling for the thermic analysis of phenomena by way of

semi-infinitive domains

Gustavo Suarez Guerrero, Juan Sebastian Parra Sanchez, Sebastian Aristizabal Suarez
Escuela de Ingenierias, Centro de Ciencia bdsica, Grupo de Matemdticas, Universidad Pontificia
Bolivariana, Medellin, Colombia

Correo-e:

Resumen— Se presenta un analisis matematico de la ecuaciéon de
calor, en la bisqueda de su deduccion; la comprension de las
variables y parametros que interacttan en ésta y la
caracterizacion de cada uno de ellos. Finalmente, se encuentra su
soluciéon y simulacion, teniendo en cuenta el significado fisico y
matematico, enmarcado en el analisis de los dominios semi-
infinitos y cerrados.

Modelo

Palabras clave— Ecuaciones, Series de

matematico, Factores térmicos.

Fourier,

Abstract— A mathematical analysis of the equation of heat is
presented, in search of its conclusion; the understanding of the
variables and parameters which interact in this, and the
characterization of each. Finally, the solution and simulation are
found taking into account the physical and mathematical
meaning, framed in the analysis of two semi-infinite and close
domains.

Key Word —equations, Fourier series, mathematical model,
thermal factors.

L INTRODUCCION

Los fenémenos de transferencia de calor [1], [2] son de gran
interés y aplicacién diferentes campos de ingenieria [3]. Se
pretende estudiar este tipo de fendmenos en dominios semi-
infinitos y cerrados, bajo condiciones fisicas que inciden en su
comportamiento, con la solucién de la ecuacién de calor [4].
Para la comprension del fendmeno, se requiere de una sélida
base conceptual y de un manejo riguroso de la matemadtica y
las técnicas de solucidén de ecuaciones diferenciales de orden
superior.

El estudio de la transferencia de calor, conlleva a un analisis
sobre la transferencia de energia, las condiciones de contorno
y sobre todo de las leyes de la Termodindmica, [5]
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proporcionando un conocimiento mas general de dicha
temdtica, de posterior aplicacién en la modelacién de
particulas y nano-estructuras.

IL. CONTENIDO
A. Introduccion al fenomeno

Antes de abordar el estudio del fendémeno, es necesario
considerar algunos conceptos relacionados, como lo son la
conductividad y difusividad térmica.

En 1822, J.B Fourier propone la ley que rige la conduccién
del calor, la cual expone que en un material homogéneo, el
flujo del calor es proporcional a menos el gradiente de la
temperatura local [6], este signo indica que el flujo de calor se
direcciona desde el punto mds caliente hacia el punto més frio,
introduciendo una constante, conocida como conductividad
térmica y que se define como la propiedad de los cuerpos
capaces de conducir el calor [7].

La difusividad térmica, nombrada en este articulo como a,
fisicamente indica cdmo se propaga el calor por un material,
dicha magnitud de a sefiala el ritmo del fluido y relaciona el
flujo de energia con el gradiente de energia [8].

Para el estudio del fendmeno de calor se considera una barra
de un material conductor de longitud L con determinada
densidad, en la que la superficie de dicha barra es aislada, por
tanto, no se pierde ni se gana energia a través de esta.
Teniendo un 4rea transversal A(x), el problema con estas
condiciones se trabaja como unidimensional, por simplicidad.
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A(X)L 0

L

Figura 1. Flujo de calor en una barra de longitud L y a través de un
area transversal A(X).

Usando el primer principio de la conservaciéon de la energia
[9], sabemos que:

dQ = c(pAdx)0 (1)

Integrando a ambos lados, se obtiene:

Q= [T cp@AMD8(xDdx  (2)

Donde: p es la densidad (g/cm?), A es el érea transversal
(cm?), c es la constante de calor dada en (cal/g°C) y 0 es la
Temperatura (°C).

Segun la ley de Fourier para la conduccién del calor [6], el
flujo neto de calor a través de la barra entre dos extremos x; y
X2 estd dado por:

N =ARKE D ()

Donde k, es la constante de conductividad térmica en
cal/cms®C, y la produccién de calor dada por las fuentes
internas (si las hay) serd denotado por H(t) y est4 dada por:

H(®) = [ h(x, Hp)AK)dx @)

h(x, t) relaciona el calor producido por unidad de masa y
tiempo en las fuentes y estd dado en (cal/g s).

Consecutivamente, por conservacion del calor [10] y sabiendo
que la superficie es aislada, se cumple que:

dQ _
2= N(®) + H(D) 5)

Sustituyendo (2), (3) y (4) en (5):

d r*? 09
I J;u cx)pE)AX)O(x,t)dx — AX)k(x) I (x,t)

— th(x, Dpx)AX)dx =0

x1
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Finalmente, derivando con respecto a t y agrupando en un solo
término las integrales la ecuacién queda:

[ {copam 3 -
a0

20
" [A(x)k(x) a—] h(x, t)p(x)A(x)} dx=0 (6)
Debido a la condicién de la integral igualada a cero [11],
teniendo el 4rea constante y las propiedades del material
definidas, si se divide la ecuacién (6) por c(x)p(x)A(x) se
obtiene:

a0 0%0 k
——— —=o(xt 7
ot  9x2 cp €3 0
k L, .
Hacemos a = 5 que como se nombro anteriormente,

corresponde a la difusividad térmica. La funcién de o(x,t)
corresponde a la disipacién de energia, que para este caso se
tomara como cero, entonces la ecuacioén a desarrollar es:

20 _9%0 _

ot a 0x? ®)

B. Solucion de la ecuacion

1. Dominios cerrados

Para el desarrollo de la ecuacidén (8), se supone una solucién
del tipo 0(x,t) = @(x)T(t). [12] Con B = 0 en los extremos
de la barra. Como 6 es una solucién de (8) se remplaza:

AQCOT() aﬁzq)(X)T(t) _

0
at ax2

Por las propiedades de la derivada [13], los términos
constantes quedan multiplicando:

()aT_ Ttach
¢ Fr=aTO 55
De donde:
10T 10%¢
aT dt ¢ 0x2

Desarrollando mediante separacién de variables [14], se
asigna una constante arbitraria que llamaremos A. Buscando
una solucién diferente a la trivial, el valor de A no podra ser
cero ni un valor negativo [15] dadas las condiciones para el
problema:

LT _ )2
aT at A ®)
L2 _ 2 (10)

5 x2
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La ecuacién (9) se puede resolver por separacion de variables,
integrando en ambos lados:

TBT t
—= af —\? 0t
0 T 0
In|T| = —aA?t
T(t) = e Mat (11)

La ecuacién (10) es lineal homogénea y su ecuacion

caracteristica [16] es:
m2+2A2=0 m=0+A
@(x) = Acos(Ax) + Bsen(Ax) (12)

La solucién O estd dada como el producto de estas dos
soluciones (11) y (12):

B(x,t) = (Acos()\x) + Bsen()\x)) o —A%at (13)

Por las condiciones iniciales del problema [12] remplazando
en (13) 6(0,t) = O:

0 = (Acos(0) + Bsen(0))e "'kt
Ae™MK =0

El término que contiene e no puede ser cero [17], por lo tanto
A = 0. Asi la solucién queda:

0(x,t) = Bsen(AL)e 2kt (14)

Debido a que B no puede ser cero, porque nos daria la
solucién trivial y tomando una longitud L de la barra (de x; a
X2), parael cual 0(L,0) = 0 tenemos:

sen"1(0) = AL

8(x,t) = Bsen (%) tfz_(nL_n)zkt (15)

La ecuacién (15) puede reconocerse como el desarrollo de la
serie de Fourier de senos, y dado que la funcién seno, es una
funcién impar, se tiene que:

4 1 nm _(g)zkt
0(x,t) _EZHSEH (T)e L
n=

conn=1,3,5....
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C. Dominios semi-infinitos

Si se impone un cambio subito de temperatura en el extremo
de una barra semi-infinita ocurrird un fenémeno de
transferencia de calor conducido de manera unidimensional a
través del sdlido. Este tipo de fenémenos proporciona una
idealizacién util para muchos problemas de ingenieria [1].
Cuando se pone en contacto la barra con otro sélido a
Temperatura Ts y el s6lido semi-infinito es un metal
conductor, se provoca un cambio subito en la Temperatura del
s6lido. La funcién para 0 estd dada por:

_ T —To
" Ts—To
Ts = T(0,t)

Donde To, es la temperatura inicial de la barra.

Para el desarrollo de la ecuacién (8) con dominios semi-
infinitos se utiliza una variable de similitud [16] que
Ilamaremos u.

X
u= 2_\/3 (16)
du -X —3/
—_ = — 2
dt  4v/a a7
Por regla de la cadena [13],
de _ dé (du
@ ala) (18)
de _ dodu _de/ 1
el O ) (19
De (17) se tiene que:
de do/ —x
dt - du 4_\/51:3/2
Por regla de la cadena y de (19):
d2e _ d (de d( 1 do 1 d2e
o = o (o) = o (rmae) = rarawe @0

Sustituyendo (19) y (20) en (8):
—X de 1 d?e
aatl)du 4 4atdu?

Utilizando las propiedades de los exponentes y ley uniforme
de la igualdad [17] se simplifica la expresion:

(—x)de _ d%e
vat/ du ~ du?

Sustituyendo (16) en (21)

1)
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de  d%e
—2u—=

= aw 22)

La ecuacién (22) que resulta es una ecuacién diferencial no
lineal de orden dos, para resolverla se utiliza la sustitucion:

d

]
s (23)
. d?e _ d (de\ _ d
Sabiendo que o (E) = ﬁ y remplazando (23) en
(22)
o _
o = —2ud (24)

Esta es una ecuacién que puede resolverse por variables
separables, integrando (24) a ambos lados se obtiene:

J- % = | —2udu

In|¢p| = —u? + In|C|
Por propiedades de la funcién exponencial [13]
¢ = Ce v’

De la ecuacién (23), buscando la solucién en la variable 0, se
integra a ambos lados y se evaldan las condiciones de
frontera.

de_c u
du €

0=Cfe ™ du+D (24)

Para conocer el valor de C, se tiene que 8(0,t) = 1 esto dado
que no ha habido un cambio en la temperatura y la relacién
entre T —To y Ts-To es 1, en el extremo de la barra. Con estas
condiciones y con la variable de similitud de (16) se encuentra
que:

0 —
2vat

u(0,t) = 0 25)

De la condicién para 8 y de (25) en (24):
1=Cfe_02du+D

1=Cf(1)du+D
De (25), da como resultado el valor de la constante D:
1=Cu+D; D=1

Para una segunda condicién del problema, en dominios semi-
infinitos se tiene que cuando x — o0; 8 = 0, al remplazar en
(24) se obtiene:
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0=Cf e dut1 (26)

co _ .2 . . .
Para obtener el valor de fo e™ " du, se realiza lo siguiente:

&=f,° eWd &= Iy e dv (27)

Es posible obtener un mismo valor de § indiferente de la letra
para la variable escogida. Si se realiza un producto entre & y se
aplica propiedad transitiva de la igualdad se obtiene:

=" duf e dv

Lo que conduce a obtener una integral doble en las variables u
y V.

g2=[" [ eV e W dudv

52=f fe_("zﬂz)dudv
0 0

Utilizando coordenadas polares con
r?2 =v24u?y dudv = rdrds para el desarrollo de la esta
integral, se consigue que:

e=f2f" e~ rdrds (28)

El limite para ds estd dado por el intervalo [0, g] entre uy v,

en el primer cuadrante pues ambos son positivos. Integrando
con respecto ar:

T

2 - [Fle-an®
e = et s

2 - [FL om0 ®
¢ = " s

Evaluando los limites, se obtiene:

g=.m  f=;Vm

Consecutivamente, comparando con la ecuacién (27) se
obtiene el valor de la constante en la ecuacién (26):

‘==

Sustituyendo los valores para las constantes halladas en (24)
se obtiene una solucién particular para 0:

0= _Ti [e ¥ du + 1 = ferc(u) (29)
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La ecuacion (26) se define como la ferc(u) [16]. Finalmente se
reemplaza el valor de u, como variable de similitud.

X

0 = ferc
N

)

2.3 Resultados de la simulacion, andlisis y discusion

Sdlido semi-infinito al elevar repentinamente la
termperatura de la superficie

250~
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Figura 3. Temperatura vs Longitud (Sélido semi-infinito al elevar
repentinamente la temperatura de la superficie). Tiempo constante.

[
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1

Figura 4. Temperatura vs tiempo (Sé6lido semi-infinito al elevar
repentinamente la temperatura de la superficie). Longitud constante.
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Figura 5. Temperatura vs Tiempo (Sé6lido semi-infinito sometido a
un flujo de calor constante).

Flujo constarte de calor en un sdlido semi-nfinito

Temperatura (%)

Langitut ()

Tiempo (325}

Figura 6. Sélido semi-infinito sometido a un flujo de calor constante.

Con el fin de una mejor observaciéon para la solucién
encontrada, se desarrollaron una serie de simulaciones de €ésta,
arrojando resultafos para el comportamiento del fenémeno,
como una funcién del tiempo y de la longitud de la barra
tratada a nivel unidimensional.

La solucién analitica graficada arrojé los siguientes
resultados, que son analizados en su comportamiento: En la
figura 2 se aplica una temperatura repentina en el extremo,
mucho mayor a la inicial To del solido semi-infinito; cuando
la longitud no supera una cota superior hay una variacion de
la temperatura con respecto al tiempo en el orden exponencial
(figura 4) que después de cierto tiempo t se estabiliza (se
vuelve constante).

Para longitudes muy cercanas a x=0, la temperatura es mayor
y como se observa en la figura 3, disminuye rdpidamente.

En la figura 4, se observa que el intercepto con el eje y es la
temperatura inicial To y aumenta conforme al tiempo hasta
estabilizarse, con una longitud constante.

Cuando hay un flujo de calor constante en el sélido semi-
infinito la temperatura aumenta uniformemente en la longitud
pero no hay una variacién considerable en el tiempo, debido a
que es un cambio que sucede muy rdpidamente y es de orden
exponencial, entendiendo que el tiempo y la longitud son las
variables independientes, observado en las figuras 5 y 6.

III. CONCLUSIONES

En el analisis transitorio de la conduccion de calor en la barra,
antes de alcanzar el equilibrio, se hizo necesario ajustar las
condiciones de contorno relacionadas con la situacion fisica,
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segtin el dominio del problema a tratar y basados en el método
apropiado para la solucién matemdtica del problema.

La solucién encontrada para los dominios semi-infinitos
condujo a acercamiento a la realidad del fenémeno, dada su
amplia aplicacion en procesos en los que influye la
transferencia de calor como en aplicaciones industriales

y gran nimero de fendémenos en los cuales se desea conocer la
temperatura de un s6lido cuando sucede un cambio abrupto de
uno de sus extremos y se desconoce la ubicacién del otro, o es
una magnitud mucho mayor a la del radio de dicha barra.

La deduccién de la ecuacién a nivel matemdtico permitié
ahondar en el estudio de cada una de las propiedades que
quedan implicitas en la ecuacion desarrollada, tanto para
dominios cerrados como semi-infinitos, lo que influy6
considerablemente en la bisqueda correcta de las condiciones
necesarias, para una congruencia entre lo fisico y lo
matematico.
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