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CAMPOS ELECTROMAGNETICOS EQUIVALENTES AL
CAMPO NULO

Nikolay Sukhomlin*
Melvin Arias**

RESUMEN

Este articulo es una continuacién del publicado por nosotros [1], por esta
razo6n continuaremos con el orden propuesto en las secciones escribiendo
un “I” antes del numero de la formula para el articulo y luego las seccio-
nes. Ahora profundizaremos mas en nuestro estudio de los campos equi-
valentes al campo nulo.

PALABRAS CLAVES!

Campo Equivalentes, Ecuacion de Schroedinger, Grupo de Shapovélov

GENERALIDADES
En [1] mencionamos la relacion para las densidades del cam-
po equivalente o y P (formula 1.5-6). Ahora presentaremos

la relacion entre densidades de corriente equivalentes

jl+goa_l_;_=_1_a ‘7+80_Q—E: (1)
ot' s ot

® INTEC, UASD
0 UASD
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Obtenemos esta formula usando la definicion:

try

19

c2

o J=VxB-

D

t
y con la igualdad:

-~ 1 = =
V'xB’ :—a(VxB)'
3
s
Para una presentacion mas compacta introduciremos la ma-

triz antisimetrica Qg = £, Wy -

Ahora la ecuacién (1.5-3) se presenta como:
s’Q'=aQa’ +aa’ @

’ v hond e D .
Aquig' se define con®d' = 2—B' (frecuencia de Larmor);
m

siﬁr(t) YB (¢) son dadas entonces la matriz a(?) se halla de la
ecuacion siguiente:

c.1=s2Q’a—aQ 3)

Las soluciones particulares de esta ecuacion son:
si Q'=Q =0 tenemos a, = const;

SiQ'=0yY Q=const = a(t)y=a, exp{—Qt}

sis=1 Q' =0 = const, entonces la solucion de la ecuacion
(3)es:

a(t) = exp{Q’t} a, exp{— Qt}§
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notamos que en estos tres casos la matriz constante a, es
ortogonal:

T
a, a, =1
y ademas, por la eleccion del sistema de coordenadas, a, puede

ser la matriz unidad.

Podemos mencionar ciertas formulas y propiedades utiles:

Qr =-O>
detQQ=0>

para cualquier vector 5 se verifica:
(@) ﬁ = —D X ﬁ ,

20" ad =Tr(a"Qa)-

Si Q' =0= a=a(Q'-0Q).
La ecuacidn (1.5-4) ahora se puede presentar en la forma:

PB=LaE- i M sty @)
S e e

Casos particulares de los campos equivalentes al campo
nulo

El grupo de Shapavalov [2] para la ecuacién no estacionaria
de Schrodinger es (1.4-11):

t'=1(t) ;

dt

’

:—:S2 #0 (Sa)

() = sy a(t)F +E(t); aa” =1; W' =Ws 2. (5b)
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con las relaciones (3) y (4) ahora el campo equivalente al campo
nulo(E'=B'=0):

= —aQ (62)

B(.F)=-"sa’ (br+d) (6D

denotamos la matriz

(1].. 1
cong=|—| , f=—.
s s

Observamos que el campo mas amplio, equivalente al campo
nulo, puede contener el campo magnético dependiendo unica-
mente del tiempo: B = B(¢); mientras que el campo eléctrico es

lineal relacionado a 7, con los coeficientes matriciales que de-
penden del tiempo. De otra manera la formula (5b) se puede pre-
sentar como:

N 1 N1 ()
E(t,r)=—[r X )+ (a)xr)xa)-l-—r —sad} 7
¢ 20 @
donde el segundo termino representa la fuerza centrifuga. Tam-
bién en el caso general podemos calcular el producto escalar

entreE y B:
EeB=—(0"a"b)7-0"d"d (8)
Claro que tales campos no son ortogonales en el caso gene-

ral; el angulo entre ellos se define por
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_’E):_ a")TaT(bF+c§) 9)
\/(bF+3)2\/—cZ)T

Teorema. A la clase de los campos equivalentes al campo

COS(

nulo pertenece el campo E | B.

Demostracion: Siimponemos E e B = () entonces de la for-
mula (8) tenemos :

b"aB=0 (10a)

iaB=0 (00
Existe la solucion general de la ecuacidn (10b):
d=0 = &@)=r(t)¢, con (&, =const que puede ser

cero). La ecuacidn (10 a) tiene la solucion si y solo si detb =0 .
Visto (6¢):

deth = det[auﬁ (é—gzﬂ =0

usando ue( 2) _ =2 encontramos :
y WMe Q) =-a°d, + 0,0,

(gj +2a)2(gj +[c:)2+co“}0£+a)2 é)z—(@oc%)jz =0
p B B

Esta ecuacion algebraica de tercer orden relacionada a (ﬁ} ,

B

conw® =@’ dada, siempre tiene al menos una solucion real (tra-
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tada ya en varios libros de referencias). Entonces la condicion

E e B =0 se verifica para cualquier campo
B=B(1) .

Conclusion:

1) Todos los campos equivalentes al campo nulo que no son
ortogonales son equivalentes al campo ortogonal .Es im-
portante observar que la “transformacién” de las coorde-
nadas incluye necesariamente la transformacion del tiem-

po:
S # const -

2) Sin embargo si imponemos s =1 tenemos, como condi-

cion de ortogonalidad & x @ = 0 (notamos que este caso
es tratado en [1] y no es general como esta presentada en
el articulo).

Ahora presentaremos la densidad de carga y la corriente de
probabilidad de un campo equivalente al campo nulo. Usando la
formula (I1.5-6) y la (1) hallamos:

pzzﬁg_o@zﬁ_ms(lj S (11a)
e e S

e

J=-s %: £y ’"{{auﬁ(é_gzﬂ f_(afg)'}alb)
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Oscilador isotrépico

Usando la formula (7) vemos que si @ =0,¢ = 0 tenemos el
campo del oscilador isotrépico:

E :ﬁs(l—J F
e N

lo que corresponde a la energia potencial

2.2
mo, r

2

U

con @, = const . (note que @, no tiene ninguna relaciong )

Esta forma impone la relacién conocida como ecuacion de

un oscilador armonico: visto el grupo de Shapovalov (5a) tene-
mos:

0" 1
(;j +w, ;—O (12)

ZE“:SCCZ(W) = t'=gw,t), 7'=sr (13)

Dicha transformacion pone en relacion la ecuacion de
Schrédinger libre

' 2
ih at}f CHY = A (14)
ot 2m

con la del oscilador isotrdpico :

2 2.2
ih%—lsz‘P:[——h—A+——mw§ ! }‘P (15)
t
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Las soluciones de la ultima ecuacion (15) son bien conoci-
das en la literatura (véase por ejemplo [3]). Observamos que es-
tos estados se encuentran por la medida del conjunto de integra-
les de movimiento siguientes:

L L.y la energia E.

Notamos que ademads de la transformacion (13) se necesita
usar la invariancia de aforo (gauge invariance):

¥.r) exp iﬁ

21 16)
s]/l 2h

Y, r') =

t [t e

con la funcién de onda:

\Ijnlm (t’ ;:) = (pnlm (F) exp{" l_E;:Lt}

E, = ha)o[Zn +l+%); nl=012,... m=0zx1+2,..t;

1
q)"l’" (r’e’w) = g Rn/(§ )Y/m(g’qo) con 5 =r m;lt)o :

Aqui Y, (6,9) son las armoénicas esféricasy R ,(£) son las
funciones radiales que se presentan en la funcién de los
polinomios: funciones hipergeométricas degeneradas [3]. Las
soluciones no estacionarias (16) de la ecuacion de Schrodinger
libre son conocidas en la literatura como estados coherentes. Por
ejemplo, la funcién del estado fundamental que verifica la ecua-
cion (14) se puede escribir asi:

Wooo (', 7)) =

const 1 mw, l-iot ,, .3
\/ESBTCXP{— 2h0 TQ—rz—ziartg(a)ot)}
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aqui vista formula (13) s* =1+ (¢")*.

Nicleo del grupo de Shapavalov.

Es interesante hallar el conjunto de transformaciones que
ponen en equivalencia el campo nulo a ¢l mismo ,llamado el nu-
cleo del grupo de Shapavalo. Al imponer £'=B'=E=B=0,

encontramos de (6a) y (6b): g = const ; luego constatamos que
tal nucleo se presenta como el producto cartesiano de dos
subgrupos:

a) grupo galileano:

’ 2 :

t'=a’t+pf >

- - - - -3 - - -
Fl=aar+V,t+7,; ¥' =a”¥ Ny B a,v,, 7 constan

tes;

b) grupo “de inversion”:

1 1 22 m 7’
t'=—=F =-F;P'(t,F)=Y(,F)—expy—i——
¢ t .7 ( )i3 p{ 2h t |7

En este subgrupo entran: la inversion de coordenadas y la
transformacion idéntica. Observamos que ambos subgrupos del
nucleo son conocidas en la literatura [4].

Densidad de corriente.

Sea la solucion (1.6-4) que es la funcion propia del operador

X=a D ; entonces la densidad de flujo:

. T—' D
J= —IE(\Pgrad¢~_\I—igrad\P) = g—i ’\P'z =L '\P’z
2m m m
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Recordamos que el cuasi-impetu se presente asi: q” 1 . Las
funciones (I.6-4) se pueden normalizar de manera que describe
un flyjo de particulas cuya densidad sea igual a uno (es decir un
flujo en el cual por unidad de superficie de su seccion transver-
sal pasa, por término medio, una particula en la unidad de tiem-

po) esta funcién sera: p _ —l—exp[gf - iEtJ,
7 P n

donde v=|¥| es la norma de la velocidad de la particula. En

efecto, sustituyéndola en J, obtenemos: J = L, es decir,un
my

vector unidad en la direcciéon del movimiento [5].
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