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CIENCIA Y SOCIEDAD
Volumen XXVIII, Nimero 4
Octubre-Diciembre 2003

APRENDIZAJE Y GEOMETRIA DINAMICA EN LA
ESCUELA BASICA

Dra. Celia Rizo Cabrera*
Dr. Luis Campistrous Pérez*

RESUMEN

Se abordan algunas consideraciones sobre la enseftanza de la geome-
tria en la escuela bdsica, teniendo en cuenta los avances tecnolégicos
que existen en este momento. El aporte fundamental del trabajo apun-
ta hacia la integracion de las calculadoras y las supercalculadoras en
el proceso de ensefianza aprendizaje.

PALABRAS CLAVES

Geometria, tecnologia educativa, educacion.

Investigadores del Instituto Central de Ciencia Peda-
gogicas del Ministerio de Educacién de la Reptblica de
Cuba.

El presente trabajo se inscribe también en la conjuncién
de dos lineas de investigacion en las que ha incursionado
durante mds de una década un grupo de investigadores nu-
cleados alrededor de los autores del mismo: la resolucién de

Investigadores del Instituto Central de Ciencia Pedagogicas del Ministerio de Educaci6n
de la Repiiblica de Cuba.
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problemas y el uso de la tecnologia en la ensefianza de la
Matemitica.'

El marco tedrico de estos trabajos descansa por una parte
en la investigacién didéctica sobre el desarrollo de la capaci-
dad de resoluci6én de problemas y por otra en la concepcién
de que las nuevas tecnologias impactan la ensefianza de la
Matemadtica mas alla de un simple medio de célculo. En el ca-
so de este trabajo especifico sobre la ensefianza aprendizaje
de la geometria en la escuela de educacién bésica, se inclu-
yen los aportes de los autores en cuanto al trabajo con con-
ceptos?, juicios y razonamientos en la escuela y la concepcién
de un curso de geometria para la escuela de educacién bdsi-
ca® en Cuba.

Ambeas lineas se desarrollan con un enfoque histérico-cul-
tural de los procesos de ensefianza-aprendizaje, en el que se
reconoce el papel de lo social y la interiorizacion en estos
procesos sin desconocer su cardcter personal, subjetivo e in-
transferible.

La aportacién fundamental del trabajo apunta hacia la in-
tegracion de las “calculadoras” y “supercalculadoras” en el
proceso de ensefianza aprendizaje, como una herramienta
heuristica mds, que junto a otras estrategias, técnicas y proce-
sos metacognitivos, son utilizadas por los alumnos de mane-
ra natural en los procesos de resolucién de problemas y ad-
quisicién de nuevas estrategias cognitivas. Por supuesto, so-
bre la base de la necesidad de conduccién de estos procesos

1 Ver Tecnologia, Resolucién de Problemas y Didictica de la Matemdtica, ponencia
presentada por los autores en el evento Pedagogia 2001 celebrado en Febrero del 2001en
1a Ciudad de la Habana.

2 Ver Légica y Procedimientos Légicos en la Ensefianza del Dr. Campistrous (Editora in-
terna del ICCP del Ministerio de Educacién de la Repiblica de Cuba, 1993) y la Tesis
Doctoral de la Dra. Celia Rizo, Investigacién sobre el curso de geometria basado en las
transformaciones y las congruencias, en la Comisién de Grados Cientificos del ICCP.
1987).

3 Se estd denominado educacién bésica a la primaria y la secundaria (nueve grados).
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y, por tanto, de su inclusién explicita en el proceso de ense-
fianza-aprendizaje.

En este material se abordaran, como se plantea en el titu-
lo, algunas consideraciones que son importantes para esclare-
cer las posiciones personales de los autores acerca de la ense-
fianza de la geometria en la escuela bdsica, teniendo en cuen-
ta los avances tecnoldgicos que existen en este momento y de
los cuales la escuela se puede valer para transformar las for-
mas usuales de organizar y dirigir el proceso de ensefianza-
aprendizaje de la matematica, y de la geometria en particular.

Como casi todo el mundo estd de acuerdo, desde tiempos
inmemoriales hasta la actualidad, la ensefianza y el aprendi-
zaje de la geometria es uno de los aspectos esenciales de la
matemética en la escuela de educacién general, a lo cual no
se puede renunciar. No obstante, es obvio que la forma de en-
sefiar y de aprender geometria tiene que sufrir transformacio-
nes, que van més alld de una simple reorganizacién del con-
tenido geométrico o de una variante diferente de presentacion
de los mismos segin el punto de vista que se adopte para ello,
aunque sea también necesario pensar en ello para poder lo-
grar las transformaciones que se desean lograr.

Ante tal disyuntiva, nuestra opinién, que argumentaremos
posteriormente, es que es necesario repensar la estructuracién
del curso actual de geometria en la escuela de educacion ge-
neral bésica, e incluir en la nueva concepcion la preparacion
para el uso de nuevas tecnologias desde edades tempranas, lo
cual permitiria concebir el proceso de ensefianza aprendizaje
de la geometria en una actividad mas productiva y donde el
tiempo que se gana puede ser invertido en cosas mds utiles
encaminadas a la solucién de situaciones interesantes y de
problemas que favorecerian un mayor desarrollo de sus capa-
cidades intelectuales y de su pensamiento en general. No obs-
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tante, para dar pasos en esa direccién habria primero que bus-
carle respuesta a una serie de cuestionamientos necesarios
que uno se hace sobre c6mo dar esos pasos, especialmente en
la escuela primaria. Entre ellos:

* (Cuiles son los cambios en el sistema de trabajo que
habria que producir y en qué edades?

* (Cual seria el objetivo de su introduccién en cada caso?
* (Seria necesario hacer modificaciones curriculares?

* (Qué instrumentacién didéctica realizar para que sea
exitosa su introduccién?

* (Qué recursos tecnoldgicos emplear y cémo hacerlo?

(Por qué hacer cambios y en qué direccion hacerlos?

Los cambios que hay que producir, tienen que estar dirigi-
dos a una nueva manera de trabajar estos contenidos donde se
puedan explotar més y mejor los recursos tecnolégicos actua-
les y poner a los alumnos en situacién activa de aprendizaje
y donde se enfrenten continuamente a procesos de biisqueda,
planteo de conjeturas, comprobacién experimental de ellas,
entre otras formas de actuacion.

En relacién con lo planteado en el parrafo anterior, es ne-
cesario discutir cémo se ha estado ensefiando la geometria
durante miles de afios y cémo se puede iniciar un proceso de
cambio en ello.

La forma clésica de trabajar la geometria, presenta las fi-
guras estdticas, por tanto aparece siempre una posicién parti-
cular, una concepcién particular, una figura en particular. Es-
to hace que el alumno forme en su imaginacién y siempre
presente a las figuras geométricas de una manera concreta.
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En relacién con lo anterior, independientemente de todas
las cosas que puedan decirse sobre el hecho de que las figu-
ras geométricas son abstractas, todo lo que pueda decirse so-
bre el hecho de que esas figuras son solamente un caso parti-
cular, que no deben asumirse las propiedades de la figura
concreta que esté viendo, en la prictica el alumno siempre ve
una figura y siempre piensa sobre una figura y las propieda-
des las asocia con una determinada figura.

Por ejemplo, aunque enunciamos que la suma de los dngu-
los interiores de cualquier tridngulo es de 180 grados, siem-
pre el alumno lo va a ver asociado a un determinado tridngu-
lo, y dificilmente él va a asumir esa propiedad cualquiera que
sea el tridngulo, porque va a tener alguna figura concreta en
su cabeza.

En el trabajo con esta propiedad, que es quizds una de las
que mds se trabaja, se le hace ver al alumno que da lo mismo
que el tridngulo sea rectdngulo, acutdngulo u obtuséangulo,
pero sin embargo no se tiene tanto cuidado con la figura que
sirve de modelo. De igual modo se enuncia, por ejemplo, el
hecho de que la distancia entre dos puntos es el menor cami-
no, o que cada lado de un tridngulo es menor que la suma de
los otros dos, y también eso siempre se ve asociado a una de-
terminada forma de figura.

Ahora bien, cuando las figuras geométricas adquieren la
forma de moverse, es decir, adquieren dinamismo, estamos
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en presencia de la geometria dindmica y esta permite que el
alumno se forme una idea mds general de esas figuras geomé-
tricas, que no asocie las propiedades a una forma particular
de las figuras.

Por ejemplo, en el caso de la suma de los angulos interio-
res de un tridngulo, él podrd ver que cuando movemos el
tridngulo esto hace que se mantenga la suma de sus dangulos
interiores y permite, ademds, precisar el caso especial del
tridngulo rectdngulo y el caso limite que es el caso en que un
angulo se hace 180 grados y los otros dos miden O grados.

As

Ay

De igual modo sucede con la propiedad de que en todo
tridngulo, cada lado es menor que la suma de los otros dos,
donde con esta variante dindmica se puede, ademds de com-
prender de una manera mas general la propiedad, también
precisar el caso limite, es decir, cuando los tres puntos estin
en linea recta que es cuando se obtiene la igualdad.

Lo mismo pasa con cualquier tipo de figura, por ejemplo
cuando se toma un paralelogramo cualquiera y se analiza la
amplitud de sus dngulos opuestos, el alumno podrd apreciar
que cualquiera que sea la forma de ese paralelogramo, se va
a mantener la propiedad de que esos dngulos son iguales o
que tienen la misma amplitud, pero sin embargo, si se toma
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la longitud de los lados consecutivos, los alumnos verdn que
la propiedad de igualdad de dos lados consecutivos solo se va
a cumplir en un tipo muy particular de cuadrilatero (el rombo
y, en particular, el cuadrado) pues cuando uno lo mueve va a
obtener variaciones.

Esto hace que la geometria dindmica permita a los alum-
nos formarse conceptos mucho mas generales acerca de las
figuras geométricas y comprender de una manera mds com-
pleta las propiedades geométricas. De esa manera el alumno
no va a asociar ya cada propiedad con una forma particular de
la figura.

Otra ventaja de la geometria dindmica es que permite
aprovechar plenamente una de las estrategias heuristicas en la
solucién de problemas geométricos que dificilmente puede
ser aprovechada en otros casos, que es la estrategia de “mo-
ver la figura”. De esta manera el alumno puede mover la fi-
gura y conservar ciertas propiedades, y puede formarse una
imagen de qué cosa es lo que ocurre al hacer las variaciones
y asi tener ideas de cémo resolver el problema, es decir, esto
permite realizar esta estrategia heuristica, ya recomendada
por Polya en el afio 1944 en la primera edicién de su libro
How to solve it, que de otra forma es casi imposible de hacer.
Lo mismo ocurre con la estrategia heuristica de “considerar
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casos particulares”’, “considerar casos limites”, asi como
“medir y comparar”, entre otras, en las cuales al darle mo-
vilidad a la figura se hacen visibles de una manera muy natu-
ral y se pueden alcanzar esos casos y formarse una idea de
cudl puede ser la solucién del problema.

Por otra parte, dado que cuando se va a hacer dindmica
una figura hay que mantener determinadas condiciones, la
geometria dindmica permite fijar las propiedades bdsicas de
las figuras porque para poderla mover y que contintde siendo
lo que se quiere que sea, se debe saber exactamente que se
puede mover y c6mo se puede mover.

¢ Qué cambios curriculares habria que hacer?

Al igual que se planteé con la calculadora en la escuela
primaria‘ es posible introducir la calculadora y otros avan-
ces tecnoldgicos desde la escuela primaria, y no debe ha-
ber limitantes en cuanto a la edad si se precisan bien los
propositos de su uso y esto se hace atendiendo a las carac-
teristicas de los escolares segiin su edad.

La definicién de en qué usar esos medios dentro de la geo-
metria en cierto modo se corresponden con algunas de las ya
antes definidas para el uso de las calculadoras en la aritméti-
ca. Entre ellas pueden citarse:

» Concentrarse en el proceso de resolucién de problemas
y no solo en el cilculo formal clasico de la geometria,
como es el caso de calcular perimetros, dreas, volime-
nes, entre otros.

» Explorar, desarrollar y reforzar conceptos y relaciones
geométricas.

4 Ver articulo de los autores titulado La Calculadora en la Escueia Primaria, ;Amiga o Enemi-
ga? 2001. Ponencia presentada en el evento internacional Pedagogia 2001. La Habana, Cuba.
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» Utilizarla como medio heuristico, para la bisqueda de
relaciones, planteo de conjeturas de modo de dar acce-
so a otras formas de pensamiento que van mas allad de
los algoritmicos propiamente dichos.

* Para objetivar vias de demostracién de propiedades de
las figuras geométricas.

Para implementar el uso de esta tecnologia habria que es-
tructurar un curso de geometria que le dé cabida a lo que he-
mos denominado geometria dindmica, es decir que dé posibi-
lidades de “darle movilidad a las figuras” ademads de reali-
zar cdlculos si son necesarios.

Para darle respuesta al planteamiento anterior nos remiti-
mos a exponer brevemente tres caminos o vias mds utilizadas
actualmente para fundamentar un curso de geometria en la
escuela’:

* El camino de Hilbert que parte de la congruencia de
segmentos y de angulos.

* El camino de Pieri, que siguiendo a su maestro Peano
considera como primario (no definido) el concepto de
movimiento.

* El camino seguido por Kagan que partié del concepto
de distancia entre dos puntos.

En realidad, estos tres caminos son equivalentes desde el
punto de vista de la ciencia matemadtica, pues a partir de uno

5 De la tesis doctoral de la Dra. Celia Rizo (La Habana, 1987) tomado del articulo “Fun-
damentacién axiomdtica de la geometria euclidiana” del autor .M. Yaglom, publicado en
1972 en el libro “Lo nuevo en la matemdtica escolar”, por la Editorial Saber de Mosci
(edicién en ruso).
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cualquiera de ellos se llega facilmente a los otros dos, la di-
ferencia estriba en cudl de los tres conceptos: congruencia,
movimiento, distancia, se considera el principal o el prima-
rio. Lo antes planteado significa que desde el punto de vista
matemadtico, la importancia relativa de uno u otro de estos
tres conceptos no tiene ninguna significacion, sin embargo,
desde el punto de vista didactico, si tiene una atencidn
preferente.

En el plano didactico, cuando se va a concretar el conte-
nido de un curso de geometria en la escuela, por razones me-
todolégicas Y teniendo en cuenta la edad de los nifios, nun-
ca la construccion se hace siguiendo en una forma pura nin-
guno de los tres caminos antes referidos. Por ejemplo, en
Cuba, en la actualidad®, se parte del camino de Hilbert en que
se considera como primario el concepto de congruencia
geométrica.

En el camino antes referido para la construccion del curso
en Cuba, se hace una simplificacién didactica en el sentido de
Euclides en la cual se le da a la congruencia el significado de
“igualdad por superposicién” o “pueden transportarse uno so-
bre otro”. No obstante, desde los primeros grados se identifi-
ca la congruencia de segmentos con la igualdad de longitud
(distancia entre puntos) que es el camino de Kagan, y en los
grados superiores de la primaria se introducen los movimien-
tos como via de justificacién de la igualdad por superposi-
cion, esencialmente cuando se trata de figuras no lineales en
donde no se puede identificar o justificar la congruencia con
la igualdad de longitud.

Esta via de construir la geometria en la escuela primaria

6 Ver la tesis doctoral de la Dra. Celia Rizo Cabrera sobre la estructuracion del curso de
geometria de la escuela general bdsica en Cuba. Comisién de grados Cientificos del Ins-
tituto centra de Ciencias PedagGgicas. Ministerio de Educacién de la Republica de Cuba.
1987.
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cubana, desde el punto de vista gnoseoldgico, comienza en la
practica y culmina en la préctica, en condiciones cualitativa-
mente superiores, después que ha sido enriquecida por un
proceso de elaboracién intelectual del hombre. Este regreso
de nuevo a la préctica constituye, ademds, el dnico criterio de
verdad. En forma resumida y esquemadtica este proceso se
puede representar asf, incluidos algunos procesos del pensa-
miento que se dan en ese camino dialéctico:

APLICACION PRACTICA

ABSTR¢CCI6N

GENERALIZACION PENSAMIENTO

I REPRESENTACIONES,

EFRCFPCIONES
\ MEMORIA
PRACTI(,A SENsAC[ONEj :
COMPARACION

OBSERVACION

Estas posiciones antes planteadas desde el punto de vista
gnoseologico, son también la base metodoldgica en la con-
cepcion de la geometria en la escuela de educacién general
cubana que se apoyan también en posiciones psicopedagogi-
cas que entre las mas significativas se encuentra la concep-
cion acerca del desarrollo y la influencia de lo social en el
mismo (Vigotsky).

En el diagrama siguiente se resume esta concepcion don-
de se aprecian claramente dos etapas: Una etapa intuitiva que
comprende los cuatro primeros grados de la educacién prima-
ria y una etapa racional que comienza en el quinto grado y se
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extiende hasta el ultimo afio de la secundaria -basica. En ella
se hacen visibles las posiciones tedricas antes referidas.

DE PRIMERO
A CUARTO
GRADO

ETAPA
INTUITIVA

PRACTICA

[)PrAcTICA (]

DE QUINTO
A NOVENO
GRADO

ETAPA
RACIONAL

PRACTICA

« Estudio intuitivo operativo de
los conceptos y relaciones geo-
métricas elementales, a partir de
los objetos del medio y mode-
los, sobre una base concreta
sensorial y algunos elementos
racionales del pensamiento
(andlisis, sintesis y primeras ge-
neralizaciones).

La construccién se basa en la
idea intuitiva de la igualdad
geométrica o congruencia de fi-
guras por superposicién (trans-
porte de una sobre otra).

No se incluyen inferencias del
orden 16gico formal de 1a mate-
matica, pero si procedimientos
16gicos asociados a conceptos y
juicios, incluso a razonamien-
tos, pero con argumentos basa-
dos en su experiencia prictico
corncreta.

Todo lo que aprenden lo utilizan
de nuevo en la prictica para
identificar formas, establecer
relaciones, entre otras acciones
concretas.

* Estudio racional de los concep-
tos y relaciones geométricos
elementales, incluyendo el ini-
cio de la deducci6n mateméti-
ca.

La construccién se basa en los
movimientos como via para
justificar la igualdad por super-
posicién.

Aunque el trabajo se hace a un
nivel mayor de abstraccién y
generalizacién, se parte igual-
mente de las relaciones que se
dan en el mundo material yen
modelos que lo representan, y
después se regresa a la practica
con las aplicaciones de lo
aprendido.

Se incluyen inferencias de la
matematica formal y muchos
procedimientos 16gicos asocia-
dos a conceptos, juicios y razo-
namiento, con un nivel mas ele-
vado en el desarrollo del pensa-
miento, razén por la cual se le
llamé a esta etapa racional,
aunque en rigor en las dos hay
niveles de racionalidad.
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En nuestra opinién, esta concepcién permite hacer la in-
troduccién de la tecnologia, en este caso el empleo de calcu-
ladoras, supercalculadoras y computaderas, en el proceso de
ensefanza aprendizaje de la geometria, pues con ella existe la
posibilidad de “mover las figuras geométricas”, es decir,
variarlas de modo que adquieran dinamismo, y antes hemos
dicho que cuando eso sucede estamos en presencia de la geo-
metria dindmica y ésta permite que el alumno se forme una
idea mds general de esas figuras geométricas y no asocie las
propiedades a una forma particular de las figuras, no obstan-
te habria que incluir algunos elementos de contenido, espe-
cialmente en lo que a habilidades se refiere, que permitan
también aprender a “mover en una figura o variarla”.

Obviamente, para esa introduccién, habria que hacer una
diferenciacion del trabajo entre las dos etapas antes referidas
(intuitiva y racional), atendiendo, a su vez a los momentos del
desarrollo del escolar atendiendo a sus edades. Los referidos
momentos o etapas del desarrollo’ en la primaria son los
siguientes:

* Preescolar a segundo grado.
* Tercero a cuarto grado.

* Quinto y sexto grado.

En la secundaria, también se puede hablar de etapas del
desarrollo del escolar, viéndose el séptimo grado como una
transici6n entre el tercer momento de la primaria y el cuarto
momento en la secundaria que ya comprende los dltimos gra-
dos de la misma.

En la concepci6n y organizacion del trabajo pedagégico con

7 Verel articulo de los autores titulado La calculadora en la escuela primaria, ;amiga o ene-
miga?
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estas edades, es muy importante delimitar cada una de estas
etapas para poder estructurar y organizar este trabajo de acuer-
do al desarrollo a lograr en cuanto a procesos y funciones psi-
quicas, asi como a otros aspectos del desarrollo de la persona-
lidad, que como regularidades de cada momento tienen una di-
ferenciacion y por tanto requieren de una atencién especifica.

Los anteriores criterios que sirven de base para la estruc-
turacion del contenido geométrico en la escuela primaria cu-
bana, también serdn utilizados para la determinacion de las
funciones del uso de la tecnologia en cada uno de los referi-
dos momentos.

Una posibilidad entonces de estructurar este curso es tener
en cuenta las etapas consideradas en la primaria, completarla
con la de la secundaria y tener en cuenta, ademas, las consi-
deraciones hechas con anterioridad sobre las etapas intuitiva
y racional en la concepcién del curso de geometria en Cuba.

(Cuadles pueden ser las caracteristicas del contenido
geométrico en cada etapa, con una concepciéon dinami-
ca, y qué papel podria jugar la tecnologia en cada una
de ellas?

Cuando hablamos de contenidos geométricos estamos en
presencia de un concepto que incluye no solo conocimientos
de figuras y cuerpos, sino también de relaciones que se pue-
den establecer entre ellas y de habitos y habilidades que per-
miten operar con esos conocimientos. Dentro de estos habitos
y habilidades se encuentran el de poder realizar calculos geo-
métricos propiamente dichos, superponer, trazar, medir, com-
parar, hacer construcciones, entre las mds comunes, y otras
con un mayor peso intelectual como son las de definir, argu-
mentar, conjeturar, demostrar, entre otras.
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En este trabajo se asumen todas esas habilidades que cla-
sicamente se han incluido en los cursos elementales de geo-
metria, pero se incluyen otras que son necesarias como con-
diciones previas para poder usar los recursos tecnoldgicos
que estamos proponiendo. Entre ellas se encuentran:

* Construir figuras (rectas, rectas paralelas y perpendicu-
lares, segmentos, dngulos, poligonos, circunferencias)
a partir de puntos.

* Determinar puntos libres y variar las figuras a partir de
ellos (habilidad rectora).

* Trazar puntos y figuras simétricas.

* Inscribir figuras en otras figuras dadas.

Estas habilidades se pueden ir trabajando desde edades
tempranas, usando medios adecuados para ello como los cla-
vijeros o el geoplano (se puede construir ficilmente con un
pedazo de madera cuadrada y puntillas equidistantes unas de
otras en un arreglo rectangular (cuadrado). Se puede hacer de
9 x 9, con un total de 81 puntillas, o de cualquier cantidad im-
par. Este medio se complementa con ligas o eldsticos que son
los que le van a dar la movilidad.
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En €l los alumnos pueden ir formando figuras con las ligas
y las puntillas, y empezar el andlisis de propiedades y en ca-
da etapa 0 momento de desarrollo en la primaria se puede uti-
lizar con variados fines.

A continuacion se describen brevemente las funciones de
cada etapa del desarrollo, en lo que corresponde a la prepara-
cién para el uso de recursos tecnolégicos y el uso propiamen-
te dicho de los mismos.

PRIMER MOMENTO DEL DESARROLLO
ETAPA PREPARATORIA

Trabajo intuitivo operativo con figuras geométricas
elementales. Igualdad por superposicion.

Mover figuras sobre otras. Mover en una figura.

Inicio de las primeras ideas sobre la movilidad de las figu-
ras para comprobar experimentalmente relaciones de con-
gruencia. Uso de clavijeros y ligas para ir desarrollando la ha-
bilidad de “mover’ en una figura (GEOPLANO). Reproduc-
cion en papel cuadriculado. Superponer, medir, comparar.

Por ejemplo, se puede mandar a formar un cuadrado en el
geoplano. Después que lo tengan (aqui de entrada se estdn re-
forzando las propiedades del cuadrado, al menos la percep-
cién que tienen de esa figura si es que se trata de primer gra-
do donde todavia solo lo identifican por su forma memoria
perceptual pero no han analizado propiedades), se les puede
indicar que:

* dejando el lado de abajo fijo del cuadrado original, for-
men un rectdngulo (no cuadrado),

* dejando el lado izquierdo fijo, formen un rectangulo di-
ferente al anterior,
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 varien el cuadrado original y lo conviertan en un trian-
gulo, dejando fijos el lado de abajo y el izquierdo.

Por ultimo se les puede dejar que a partir del cuadrado ori-
ginal formen libremente figuras diferentes y digan de qué fi-
gura se trata (si es conocida) y cémo la han obtenido.

i

Otra actividad que se puede hacer es dado un tridngulo que
ellos van a representar en el geoplano, dibujarlo en el papel
cuadriculado conservando su forma y tamafio. Después mo-
ver el punto de arriba (el vértice superior) de modo de formar
muchos tridngulos con un mismo lado (el de abajo) e ir repro-
duciendo lo que hacen en el papel cuadriculado. Esto permi-
te hacer otras actividades como las de medir (o superponer
usando una tira de papel como transportador o la misma re-
gla) y comparar los lados de los tridngulos que van obtenien-
do, de modo que puedan concluir cudndo son iguales (con-
gruentes) y cuando no, en cada caso.

Este tipo de actividad permite ir obteniendo casos especia-
les (rectangulos, isésceles, entre otros), aunque todavia sea
prematuro denominarlos de ese modo, pero que se puede lla-
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mar la atencion, por ejemplo, que hay casos en que los lados
son iguales (isdsceles), hay otros donde un lado coincide con
un Jado de la cuadricula que no es el que estd fijo (rectingu-
l0), entre otras cosas, y que si siguen moviendo cada vez mas,
pueden llegar a “perder el tridngulo™, o sea obtienen un caso
limite de un tridngulo degenerado.

El control se puede hacer por parejas o por el mismo equi-
po (pequeiios grupos de alumnos en que se puede descompo-
ner el grupo original) si se organiza la actividad de esta
manera, o por el propio maestro en caso de otra forma de or-
ganizacion.

o

En esta etapa no se propone ningtin uso de la tecnologia
para el caso de la geometria, es solo una etapa de preparacién
donde lo que se pretende es ir sentando las bases de una geo-
metria dindmica para en un futuro, si poseen los medios, pue-
dan usar la tecnologfa que estamos proponiendo. En ella se
plantea la realizacién de “simulaciones” con el medio deno-
minado geoplano y donde se puede iniciar el desarrollo de al-
gunas de las habilidades antes planteadas.

En caso de no poseer después estos recursos, siempre se
obtiene la ganancia de una mayor flexibilidad del pensamien-
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to de los alumnos y su posibilidad de una mayor comprension
cuando se les plantee que algo se cumple para cualquier tipo
de figura y no solo para aquella que han dibujado para repre-
sentar una situacién dada.

No obstante, no se excluye la posibilidad de usar determi-
nados software que se pueda disefiar con cardcter instructivo
en un entorno lidico, pero que en un primer momento no se-
ria de utilizacién masiva.

Una segunda etapa seria la que se corresponde con el se-
gundo momento de desarrollo (tercero y cuarto grados de la
primaria con edades entre 8 y 9 aiios aproximadamente). En
esta etapa se propone también el uso del geoplano, ademads de
los medios normalmente utilizados para el trabajo en geome-
tria en estos grados como son regla, cartabdn, tijera, entre
otros.

SEGUNDO MOMENTO DEL DESARROLLO
ETAPA PREPARATORIA Y DE EXPLORACION
Continuacion del trabajo intuitivo operativo con figuras geométricas
elementales. lgualdad por superposicion. Relaciones paralelismo y
perpendicularidad. Mover figuras sobre otras. Mover en una figura.
Conservacion de propiedades cuando se producen movimientos en
una figura. Primeras ideas sobre la simetria de figuras y sobre el
perimetro y areas de figuras y simétricas. /

Ampliacion de las ideas sobre la movilidad de las figuras
para comprobar experimentalmente relaciones de congruen-
cia, y conservacion de otras propiedades como el paralelismo
y la perpendicularidad. Continuacion del uso del geoplano
para ir desarrollando la habilidad de “mover” en una figura.
Reproduccion en papel cuadriculado. Superponer, medir,
comparar.

En esta etapa ya se pueden empezar a determinar paralelas
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y perpendiculares que pasen por un punto o que lo sean a un
segmento dado. Se puede usar también el geoplano para va-
riar condiciones dadas.

Estas ideas van a permitir ir preparando los conceptos de
puntos y figuras simétricas, que son muy importantes desde
el punto de vista geométrico, pero que también permiten de-
sarrollar la habilidad de moverse a lo largo de lados y diago-
nales de cuadraditos (derecha e izquierda y viceversa, arriba
y abajo y viceversa), que es muy titil para el trabajo con coor-
denadas y para el uso posterior de las supercalculadoras pues
el cursor tiene esos movimientos. Para ello se puede utilizar
tanto el geoplano como el papel cuadriculado, e incluso dise-
fiar actividades lidicas como la siguiente.

Se juega entre dos. El juego consiste en que el primero le
pone una situacién al segundo, en una de las dos partes sepa-
radas por las ligas (semiplanos y eje de simetria) de modo que
el otro lo tenga que hacer igual, pero “al revés”, y le afiade
una nueva situacion al primero que debe ponerla igual y po-
nerle de nuevo una situacion al segundo. Y asf se va jugando
hasta que alguno se equivoque y entonces el otro gana o que-
den empatados cuando se cumpla el nimero de jugadas esta-
blecidas previamente.
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En esta etapa también se tienen que seguir haciendo varia-
ciones de figuras con las nuevas dificultades que se han ido
incorporando, explorando propiedades que se conservan o
que se pierden.

]
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En las exploraciones que se pueden hacer se encuentra,
por ejemplo, la de a partir de una figura como el paralelogra-
mo ABCD y dejando solo libre el punto C, moverlo sobre la
paralela que pasa por el lado DC. En este caso se conserva el
paralelismo de un par de lados pero se pierde el del otro par
y la figura deja de ser un paralelogramo para pasar a trapecio
(ABED), a tridngulo cuando C y O coinciden (ABD) y a una
figura no convexa que ellos no saben denominar (ABFD).
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En esta etapa también se puede ir preparando el concepto
de drea y el de perimetro de las figuras geométricas elemen-
tales, que dan la posibilidad de ampliar la ejercitacién poste-
rior, aprovechando de nuevo el geoplano y la idea de mover
una figura.

HE
a

La actividad consiste en determinar en el geoplano figuras
clementales, preferentemente empezando por el cuadrado, y
mandar a contar los cuadrados que le quedaron dentro. Cual-
quiera que sea el cuadrado que haya seleccionado cada alum-
no le va a quedar o 1, 4, 9... lo que se puede obtener varian-
do la figura original. Es decir: 1, 2x2, 3x3, ...

Si varian la figura pasandola a un rectdngulo, se mantiene
la multiplicacién del nimero de cuadrados por cada lado: 3x2
€n este caso.

Se deja planteado el problema de cudl ser4 la cantidad
de cuadraditos si lo convierten en un tridngulo como el de
la figura.

En el tercer momento del desarrollo se est4 entrando en la
etapa denominada racional del aprendizaje de la geometria,
por lo que aunque se conservan elementos de la etapa intuiti-
va operativa, ya se dan pasos en la direccién de un mayor tra-
bajo con los procesos 16gicos asociados a razonamientos, ba-
sicamente en el planteamiento de conjeturas.
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TERCER MOMENTO DEL DESARROLLO
ETAPA DE EXPLORACION, HACER CONJETURAS Y PRUEBAS.

Inicio de la etapa deductiva igualdad por movimientos geométricos del plano
(simetrias y traslaciones). Mover en una figura. Exploracion de propiedades que
se conservan cuando se producen movimientos en una figura. Propiedades basicas
de las figuras elementales. Bisqueda de teoremas relacionados con la
congruencia. Calculo de perimetros, areas y volimenes. Bisqueda de propiedades
asociadas a estos conceptos.

Continuacién de la ampliacion de las ideas sobre la movi-
lidad de las figuras para comprobar experimentalmente, y
formalmente, relaciones de congruencia, y conservacion de
otras propiedades como la igualdad, el paralelismo y la per-
pendicularidad. Bisqueda de elementos simétricos en una fi-
gura y en par de figuras. Continuacion del uso del geoplano
para ir desarrollando la habilidad de “mover’ en una figura.
Uso de supercalculadoras (principalmente por el docente) co-
mo medio heuristico de apoyo a la exploracién, comprension
y biisqueda de casos particulares y limites en la demostracion
de propiedades. Reproduccién (simulacion) del alumno usan-
do el geoplano. Uso de la calculadora en la solucién de pro-
blemas geométricos de calculo y demostracion.

En esta etapa se deben continuar trabajando con activida-
des donde el alumno tenga que hacer variaciones a figuras
con el geoplano, buscar puntos y figuras simétricas en el pa-
pel cuadriculado y en el geoplano, similares a las que se vie-
ron en la etapa anterior e incluyendo los casos de figuras pro-
piamente simétricas como el cuadrado, el rectdngulo, el tridn-
gulo isésceles, el tridngulo equilétero, el rombo, la circunfe-
rencia, entre otras.

Por ejemplo, determinar las imdgenes del circulo negro
(mas grande) y el rectdngulo, por las simetrias de los ejes da-
dos e investigan si el tridngulo dado es simétrico. En caso de
no serlo, varfarlo para que lo sea y trazar sus ejes de simetria.
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Estamos planteando también en esta etapa la posibilidad
de ir combinando el uso del geoplano con la calculadora (pa-
ra ser utilizada por el alumno en situaciones de problemas) y
las supercalculadoras, estas tltimas para ser utilizadas como
medio de ensefianza y recurso heuristico para el docente. Por
ejemplo, ya se le pueden plantear situaciones como la si-
guiente: ;Cudl es el rectdngulo de mayor drea con perimetro
de 32cm?

La solucién de este problema puede encontrarse tanteando
y usando la calculadora, usando el geoplano o usando la su-
percalculadora. Por ejemplo:
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En este caso se ubica en la parte inferior del geoplano la
longitud del semiperimetro y se van formando los rectangu-
los. Se puede ya conjeturar que es el cuadrado, pues el 4rea
es de 16 unidades cuadradas. Esto se puede también explorar
en la supercalculadora fijando de igual modo un segmento de
la longitud del semiperimetro.

Un problema andlogo pero de mayor complejidad para su
ilustracién utilizando recursos tecnoldgicos es: ;Cudl es el
rectdngulo de menor perimetro con un drea dada? En este ca-
so el uso del geoplano ya no puede ser por las complejidades
que tiene representar una magnitud no lineal como es el area,
pero pueden buscarse las ideas tanteando con la calculadora
o usando una supercalculadora (se usa como lugar geométri-
co para mover el punto libremente a una hipérbola del tipo
xy=1).

En la dltima etapa, concebida para el nivel de secundaria
(entre 12 y 14 afios) ya se puede entrar con més fuerza en la
etapa racional y trabajar con mds peso la bisqueda de propie-
dades y sus comprobaciones experimentales o sus demostra-
ciones.

SECUNDARIA
CONTINUACION DE LA ETAPA DEDUCTIVA HACER CONJETURAS.
BUSQUEDA Y DEMOSTRACION DE PROPIEDADES.

Sistematizacién de las figuras geométricas elementales y de sus
propiedades. lgualdad por movimientos geométricos del plano (simetrias
y traslaciones). Mover en una figura. Exploracién de propiedades que se
conservan cuando se producen movimientos en una figura. Propiedades
basicas de la figuras elementales. Busqueda de teoremas relacionados
con la congruencia. Célculo de perimetros, reas y volimenes. Busqueda
de propiedades asociadas a estos conceptos.Primeras ideas sobre la
semejanza de figuras.
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Continuacion de la ampliacién de las ideas sobre la mo-
vilidad de las figuras para comprobar experimentalmente, y
formalmente, relaciones de congruencia, y conservacién de
otras propiedades como la igualdad, el paralelismo y la per-
pendicularidad. Bisqueda de elementos simétricos en una
figura y en par de figuras. Uso de las supercalculadoras por
el docente como medio heuristico de apoyo a la explora-
cién, comprensién y bisqueda de casos particulares y 1fmi-
tes en la demostracién de propiedades y por el alumno para
continuar desarrollando la habilidad de “mover” en una fi-
gura y también como recurso para la bisqueda de propieda-
des y de ideas para su demostracion, y en la solucién de pro-
blemas geométricos de demostracion, de construccién y de
calculo.

Bisqueda de figuras semejantes y de propiedades asocia-
das a esta relacion.

En esta etapa ya el uso del geoplano puede verse mas limi-
tado pues ya hay que eliminar la limitacién de la utilizacién
tinicamente de cantidades discretas, por ello es mucho més
necesario el trabajo con la supercalculadora y para ello iniciar
al alumno en el uso de las supercalculadoras. Ello no signifi-
ca que en ausencia de este medio no se pueda usar el geopla-
no con las mismas intenciones que en los grados anteriores.

En relacién con la organizacién del contenido en esta eta-
pa, seria deseable que el contenido geométrico cldsico que se
ha estado trabajando desde los primeros grados, se sistemati-
zara de una manera diferente para propiciar el proceso de
buisqueda y evitar que se vuelvan a trabajar de una manera
clasica los contenidos. Una manera de organizar este conteni-
do pudiera ser, mediante un enfoque de ensefianza a través de
problemas, de la forma siguiente:
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CUADRILATEROS

[

POLIGONOS

TRIANGULOS

VARIACION DE LAS
FIGURAS

Propiedades T T
dentro de una
misma figura

Propledades de
Propiedades entre pares las figuras y las
del mismo tipo de figuras rectas
y de tipos diferentes.

AN | Z
LW ] .
CIRCUNFERENCIA
Y CIRCULO

Los problemas que se escojan deben ser problemas abier-
tos que permitan las bisquedas de los alumnos y la obtencién
de multiples propiedades de estas figuras que se irdn sistema-
tizando en la medida en que se van obteniendo.

Problemas interesantes pudieran ser:

* Dado un tridngulo cualquiera (cuadrilatero o poligono)
variarlo de modo de obtener casos especiales y los ca-
sos limites. ;Qué pasaria con la circunferencia?

* Busca condiciones para que dos tridngulos puedan su-
perponerse (ser iguales o ser congruentes).

* Busca condiciones para que un tridngulo (cuadrilatero,
poligono) pueda inscribirse en una circunferencia (cir-
cunscribirse).
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Como se puede apreciar es otra manera de concebir la en-
sefianza aprendizaje de la geometria y de presentar la ejercita-
cién: antes de una manera acabada que no daba posibilidades
de exploracion, bisqueda, y con este enfoque se tienen todas
las potencialidades para ello, de ahi la importancia de poder
preparar al alumno desde los grados anteriores para esa flexi-
bilidad en su pensamiento que le permita la exploracion, la
bisqueda de alternativas y motive en ellos el deseo de investi-
gar y obtener cada vez cosas nuevas para €l y sus compafieros.

La Tecnologia y la Heuristica

A continuacion profundizaremos en la aplicacion de las
estrategias heuristicas para resolver problemas, como aspec-
to muy importante de esta nueva concepcion en la direccion
del proceso de ensefanza aprendizaje de la geometria, y que
va dirigido fundamentalmente a los profesores, para facilitar-
les su trabajo y ayudarlos a generar ideas nuevas es el uso de
estas herramientas.

Como antes se planted, esta concepcion permite hacer la
introduccion de la tecnologia, en este caso el empleo de cal-
culadoras, supercalculadoras y computadoras, en el proceso
de ensefianza aprendizaje de la geometria, pues con ella exis-
te la posibilidad de “mover las figuras geométricas”, es de-
cir, variarlas de modo que adquieran dinamismo, y antes he-
mos dicho que cuando eso sucede estamos en presencia de la
geometria dinamica y esta permite que el alumno se forme
una idea mds general de esas figuras geométricas y no asocie
las propiedades a una forma particular de las figuras, no obs-
tante habria que incluir algunos elementos de contenido, es-
pecialmente en lo que a habilidades se refiere, que permitan
también que aprendan a “mover en una figura o variarla”.

A continuacién ilustraremos, con ejemplos desarrollados,
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como se puede utilizar la tecnologia para dinamizar la
geometria.

Actividad 1. Un estudio sobre el ortocentro
La situacion clasica

En esta actividad nos referimos a uno de los puntos nota-
bles clasicos en los tridngulos, el ortocentro. Construyamos
un tridngulo y tracemos sus tres alturas, lo notable es que las
tres se interceptan en un punto. Para convencernos de que no
se trata de un fenémeno casual debido a las caracteristicas del
tridngulo particular trazado variemos la figura y veremos que
se conserva la propiedad.

MAIN GRD EXACT FUNC MAIN GRD EXACT FUNC

Fig.1 Fig.2

Las figuras 1 y 2 representan dos casos diferentes, podemos
observar que el ortocentro se desplaza del interior al exterior
del tridgngulo al pasar de uno a otro. ;A qué se debe este despla-
zamiento? ;Como se mueve el ortocentro al variar el tridngulo?

El ambiente de exploracion

En esta primera actividad limitaremos el estudio a un caso
especial siguiendo las recomendaciones de la heuristica. Con-
sideremos un tridngulo inscrito en una circunferencia y estudie-
mos la variacion del ortocentro al variar el tridngulo en dicha
circunferencia. Para hacer esto necesitamos un tridngulo que se
mueva conservando la misma circunferencia circunscrita.
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¢Como lograr un tridngulo que se mueva libremente en
una circunferencia?

La construccién debe realizarse de modo que los tres vér-
tices se muevan libremente y para poder observar el movi-
miento del ortocentro se hace necesario activar la traza para
€se punto.

En la figura 3 se ha construido un tridngulo con las carac-
teristicas dadas y se ha trazado el ortocentro. Par mayor cla-
ridad de la figura se han borrado las lineas necesarias para la
construccion.

En la figura 4 se recoge la imagen después de realizado el
movimiento del vértice B alrededor de la circunferencia y en
ella aparece la trayectoria del ortocentro ;Qué parece ser?
Qué propiedades de esa figura se pueden conjeturar?

Repite el proceso con el movimiento de los vértices
A'y C respectivamente y observa. ;Se refuerza o se refuta tu
conjetura?

C

C% i
R GRD ERACT FINC AN GED E9ACT FONC

Fig.3 Fig.4

Comprobacién de las conjeturas.

Aparentemente, la trayectoria del ortocentro es una cir-
cunferencia congruente con la circunferencia en la que estd
inscrito el tridngulo. En Matematica se hace necesario de-
mostrar o refutar las conjeturas, ;cémo demostrar éstas? Ana-
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licemos la primera conjetura, se trata de comprobar que la
trayectoria es una circunferencia.

¢Qué propiedades conocemos que permitan afirmar
que un conjunto de puntos est4 sobre una circunferencia?

Tenemos en primer lugar los teoremas sobre las condicio-
nes suficientes para que un cuadrilatero sea conciclico, tam-
bién la caracterizacion del arco capaz como el lugar geomé-
trico de los puntos desde los cuales se ve un segmento bajo
un angulo fijo. Esta dltima propiedad parece mas prometedo-
ra porque esta relacionada con la hipétesis de la conjetura.

En efecto el dngulo B es un dngulo constante inscrito so-
bre el lado AC, entonces se trata de analizar la relacién entre
el angulo formado por las alturas relativas a los vértices A y
Cy el dngulo B del tridngulo.

Nuevamente la Geometria dindmica nos permite apoyar a
los recursos heuristicos. Tracemos las alturas mencionadas y
utilicemos el instrumento de medicién de la calculadora para
obtener el valor de los dngulos implicados.

H=111,78°
B=68,22°

H=111.780 o
B=68.22° A A

+ B

+

C
C MAIN GRD EXACT FUNC
AN GRD EXACT FUNC

Fig.5 Fig.6

Gracias a la Geometria dindmica podemos ver qué ocurre
al variar el tridngulo: ambos dngulos permanecen constantes
y su suma es 180°, esto sugiere una confirmacién de la con-
jetura y nos apunta una idea para su demostracién. En las fi-
guras 5y 6 se han representado dos posiciones diferentes.
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Para demostrar la conjetura seguimos la idea obtenida an-
teriormente y nos apoyamos en otra de las estrategias heuris-
ticas: Trazar una figura

QSN RNa
B
H
o
- S
MAIN GRD EXACT FUNC
Fig.7

En la figura debemos buscar relaciones entre el angulo
formado por las alturas (ZAHC) y el dngulo B. Dado que nos
interesa que sean suplementarios parece natural investigar la
relacion con la suma de los dngulos A 'y C (que es suplemen-
taria del angulo B).

Por ser cada altura perpendicular al ado, obtenemos:
ZHAC =90°- L Cy £ HCA =90° LA, luego

ZHAC + ZHCA= 180°-(L A+ LC)y LAHC =£L A+ £C=180° - LB

lo que demuestra nuestra conjetura para el arco mas pequefio.
De la misma forma podemos comprobarla para el arco mayor.

Nuestra segunda conjetura se refiere a la congruencia de
ambas circunferencias. Al buscar resultados referentes a la
congruencia de circunferencias, vemos que dos circunferen-
cias son congruentes si y solo si sus radios son iguales. Esto
nos hace pensar en el radio de la circunferencia circunscrita,
la relacion reconocida es la dada por la ley de los senos:
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b
=2R

senB

Dado que en ambos casos se trata del lado AC y los dngu-
los son suplementarios ambos radios son iguales y las circun-
ferencias son congruentes con lo que queda demostrada nues-
tra segunda conjetura.

Actividad 2. Rectas y angulos

La situacién inicial

En esta actividad nos proponemos estudiar las relaciones
que se establecen entre los dngulos determinados al intercep-

tar rectas. La situacién mds simple se produce al interceptar
dos rectas, esta serd nuestra situacién inicial.

Esta situacion se presenta a nifios desde los grados inicia-
les de la escuela y la geometria dindmica permite que estu-
dien en un ambiente de exploracién y descubrimiento las re-
laciones entre las medidas de esos dngulos.

ERIT - W*Aﬁsﬂﬁﬁw i Ay

120.68°

120.63°

MAIM GRD EXACT FUNC

Fig.1
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La figura | muestra una situacién particular, quedan deter-
minados 4 dngulos y sélo dos medidas, los dngulos son igua-
les dos a dos.

En esta imagen se puede ver que los dngulos que se opo-
nen por el vértice tienen la misma medida mientras que los
que yacen sobre una recta (adyacentes) son suplementarios.
Para ver si esto se debe a una posicién particular, movemos
las rectas y obtenemos que siempre se conserva esta relacién
como ilustra la figura 2.

Estos resultados son los mas elementales de la Geometria
y constituyen el punto de partida de la experimentacion en es-
ta actividad.

119.67°

MAIN GRD EXRCT FLNC

Fig.2

El ambiente de exploracion

La situacion que exploraremos, corresponde al caso en el
que dos rectas son cortadas por una secante. No asumiremos
ninguna posicién especial para estas rectas, comenzaremos
por considerar dos rectas en posicién general y una tercera se-
cante a las dos.
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No son parale
105.21°

MAIN

GRD EHACT

FUNC

Fig.3

En la figura 3 se representa la situacion, el hecho de que

Esto se ilustra en la figura 4 en otra posicién
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las rectas estdn en posicidn general se refuerza con el uso de
la determinacion de propiedades que posee el Cabri. En este
caso se puede apreciar que no son paralelas. Al ser dos rectas
se tienen 8 dngulos y por la propiedad de que los opuestos tie-
nen igual medida se ven reducidas a cuatro las medidas.

Para la bisqueda de relaciones entre estas medidas, utili-
zamos la estrategia heuristica de mover la figura y comproba-
mos que en general esta es la situacion, se tienen cuatro me-
didas independientes, se repite la situacion analizada al prin-
cipio pero por duplicado.
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El uso de los procedimientos heuristicos nos lleva enton-
ces a considerar casos especiales, en esta oportunidad un ca-
so especial se obtiene cuando las rectas son paralelas y se re-
presenta en la figura S.

B82.13°

97.835°

ESTA FROPIEDAD
97.85° | 82.15° pyrakla

82.15° [ 97.85°
MAIM GRD EXACT FUNC

Fig.5

En este caso especial las medidas diferentes se reducen a
dos, como en el caso de una sola recta, todos los dngulos agu-
dos tienen la misma medida y todos los angulos obtusos tie-
nen la misma medida.

Este resultado sintetiza todos los teoremas relativos a dngu-
los entre paralelas cortadas por una secante y; por otra parte,
hace evidente que se trata de un resultado que se ajusta parti-
cularmente al caso de las rectas paralelas. Los alumnos pueden
comprender que la situacién general no conduce a nada nuevo
y que se requiere el paralelismo para el nuevo resultado.

Comprobacion de las conjeturas.

Para garantizar la veracidad del resultado, se requiere una
demostracion. En la bisqueda de la misma también nos apo-
yamos en la Geometria Dindmica y la heuristica. Guidndonos
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por la estrategia de analizar lo dado y lo buscado, vemos en
la figura 5 que requerimos comprobar la igualdad de los an-
gulos que estdn en la misma posicion.

Esa idea ligada al principio de movilidad, nos hace pensar
en la posibilidad de desplazar una recta respecto a la otra.

72.22°

ESTE PUNTD

72,220
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Fig.7

Esta operacion se representa en las figuras 6 y 7, en las que
solo se han representado las medidas de dos dngulos corres-
pondientes para simplificarlas. La figura 7 es el resultado de
realizar una traslacion en la direccién de la recta secante y se
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puede comprobar que los dngulos de la misma denominacién
se superponen, es decir, tienen la misma medida.

De esta forma se elabora el siguiente resultado: Cuando
dos rectas son cortadas por una secante, si dichas rectas
son paralelas, y sélo si lo son, los 4ngulos de la misma de-
nominacion son iguales y los de diferente denominacién
suplementarios.

Actividad 3. Un estudio sobre dngulos en un triangulo
Lo que ya sabemos

En esta actividad continuaremos investigando sobre angu-
los. En la anterior analizamos lo que se puede decir cuando
los dngulos se generan al cortarse dos rectas o cuando una
recta corta a otras dos y, en particular cuando esas dos rectas
son paralelas.

En esta actividad nos referimos a tres rectas en posicién
general que determinan un tridngulo y a todos los dngulos que
S€ generan en esa situacion.

Dado que se tienen tres puntos en los que se interceptan
dos rectas, tenemos en total 12 dngulos que son iguales por
pares como se ilustra en la figura 1..

41.44% 139 ggo

MAIN GRO EXACT FUNC

Fig.1
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Resultan entonces seis medidas diferentes que resultan su-
plementarias dos a dos, con lo que tenemos tres valores inde-
pendientes como muestra la figura 2.

R PO e T |

138.56°

MAIN GRD ERACT FUNC

Fig.2

Nos preguntamos entonces si estos tres valores son real-
mente independientes o es posible encontrar alguna relacién
entre ellos. El enfoque cldsico consiste en postular directa-
mente la suma de estos valores ya sea que se anuncie de an-
temano que es 180° o no. La Geometria dindmica y el uso de
la heuristica permiten plantear este problema en un ambiente
de exploracidon mds libre y abierto a la busqueda.

El ambiente de exploracion

Ante una situaciéon como la representada en la figura 2 es
dificil formular una conjetura razonable, por esta razon recu-
rrimos a la heuristica y utilizamos la estrategia de considerar
casos particulares. En la situacion presente eso significa fijar
el valor de alguna de las medidas.

Una idea puede ser considerar que uno de los dngulos es
recto, de esa forma quedan sélo dos valores independientes y
es mas sencillo formular una conjetura. La figura 3 ilustra la
situacién que resulta.
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Aqui resultan varias observaciones interesantes:

* La suma de los dos dngulos agudos es igual al dngulo
recto.

* La suma de cada uno de los dngulos exteriores es igual
a la suma de los dos interiores no adyacentes.

Una de las afirmaciones estd muy ligada a la situacion par-
ticular que hemos elegido, para ver si asi se conservan recu-
rrimos a la Geometria dindmica y transformamos la figura.
Vemos que ambas observaciones se conservan como ilustra la
figura 4.

ESTE NUMERD
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Fig.4
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Ahora es necesario desestimar el caso particular para ver
si las afirmaciones se conservan ya que una de ellas no de-
pende de que el tridngulo sea rectdngulo. Cuando lo hacemos,
es decir, prescindimos de la condicion de que un dngulo sea
recto, vemos que en efecto se conserva la primera afirmacion
como ilustra la figura 5.

146. 94

MAIN GRD EXACT FUNC

Fig.5

En estas condiciones resulta natural comparar la medida
de cada angulo exterior con la suma de las medidas de los dos
interiores no adyacentes pues eso ha sido sugerido por los re-
sultados anteriores.

Con respecto a los dngulos interiores, no se conserva la
condicién de que la suma de dos de ellos sea igual al terce-
ro, pero podemos interpretar esta relacién de una forma mas
general. En este caso vemos que puede ser interpretado en el
sentido de que la suma de los tres es 180° y esa condicion si
se ha conservado.

Ahora es natural dar movimiento a la figura y analizar la
suma de los dngulos como ilustran las figuras 6 y 7.
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Comprobacion de las conjeturas.

Para la demostracién de esta propiedad recurrimos la es-
trategia heuristica de recordar otros resultados relativos a 4n-
gulos y de inmediato pensamos en los dngulos entre parale-
las. En estas condiciones no hay rectas paralelas pero pode-
mos introducirlas trazando una paralela a uno de los lados.

Eso es lo que hemos hecho en la figura 8 en la que apro-
vechamos la facilidad de medicion de la calculadora para de-
terminar las medidas de los 4ngulos y comprobar mas simple-
mente el resultado como ilustra la figura 8.
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Larecta paralela trazada descompone al dngulo exterior en
dos dngulos que son respectivamente iguales a los dos inte-
riores no adyacentes; esa igualdad se justifica porque cada
uno de ellos es un dngulo de la misma denominacién que uno
interior cuando las dos rectas paralelas son cortadas por una
secante. En cada caso la secante es la recta que contiene a uno
de los lados del tridngulo.

A modo de conclusion, los principales cambios en la direc-
cion del proceso de ensefianza aprendizaje estdn en la utiliza-
cion de los medios de ensefianza, especialmente el geoplano,
calculadoras y supercalculadoras, en la concepcion de la ejer-
citacion para darle cabida a este enfoque dindmico y en la uti-
lizacién de la heuristica para propiciar las acciones de bus-
queda, lo que implica también un cambio importante en c6-
mo aprender y ensefiar la geometria y no tanto en qué conte-
nidos dar.

Los recursos tecnolégicos se introducen como un medio
que complementa lo previsto en el programa y contribuyen a
una mejor comprension de los contenidos establecidos.
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