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CIBNCIA Y SOCIEDAD
Volumen XXVII, Número 4
Octubre-Diciembre 2003

APRENDIZATE Y GEOMETRÍA DINÁMICA EN LA
ESCUELA NÁSTCE

Dra. Celia Rizo Cabrera*
Dr. Luis Campistrous Pérez*

RESUMEN

Se abordan algunas consideraciones sobre la enseñanza de la geome-
tria en la escuela básica, teniendo en cuenta los avances tecnológicos
que existen en este momento. El aporte fundamental del trabajo apun-
ta hacia la integración de las calculadoras y las supercalculadoras en
el proceso de enseñanza aprendizaje.

PALABRAS CLAVES

Geometria, tecnologia educativa, educacion.

Investigadores del Instituto Central de Ciencia Peda-
gogicas del Ministerio de Educación de la República de
Cuba.

El presente trabajo se inscribe también en la conjunción
de dos líneas de investigación en las que ha incursionado
durante más de una década un grupo de investigadores nu-
cleados alrededor de los autores del mismo: la resolución de

Investigadores del Instituto Central de Ciencia Pedagogicas del Ministerio de Educación
de la República de Cuba.
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problemas y el uso de la tecnología en la enseñanza de la
Matemática.r

El marco teórico de estos trabajos descansa por una parte
en la investigación didáctica sobre el desanollo de la capaci-
dad de resolución de problemas y por otra en la concepción
de que las nuevas tecnologías impactan la enseñanza de la
Matemática más allá de un simple medio de cálculo. En el ca-
so de este trabajo específico sobre la enseñanza aprendizaje
de la geometría en la escuela de educación básica, se inclu-
yen los aportes de los autores en cuanto al trabajo con con-
ceptos2, juicios y razonamientos en la escuela y la concepción
de un curso de geometría para la escuela de educación bási-
ca3 en Cuba.

Ambas líneas se desarrollan con un enfoque histórico-cul-
tural de los procesos de enseñanza-aprendizaje, en el que se
reconoce el papel de lo social y la interiorización en estos
procesos sin desconocer su carácter personal, subjetivo e in-

transferible.

La aportación fundamental del trabajo apunta hacia la in-
tegración de las "calculadoras" y "supercalculadoras" en el
proceso de enseñanza aprendizaje, como una henamienta
heurística más, que junto a otras estrategias, técnicas y proce-

sos metacognitivos, son utilizadas por los alumnos de mane-

ra natural en los procesos de resolución de problemas y ad-
quisición de nuevas estrategias cognitivas. Por supuesto, so-

bre la base de la necesidad de conducción de estos procesos

I Ver Tecnología, Resolución de Problemas y Didáctica de la Matemática, ponencia

presentada por los autores en el evento Pedagogía 2001 celebrado en Febrero del 200len

la Ciudad de la Habana.

2 Yer Lógica y Procedimientos Lógicos en la Enseñanza del Dr. Campistrous (Editora in-

tema del ICCP del Ministerio de Blucación de la República de Cuba, 1993) y la Tesis

Doctoral de la Dra. Celia Rizo, Investigación sobre el curso de geometría basado en las

transformaciones y las congruencias, en la Comisión de Grados Científicos del ICCP.

1987).
3 Se está denominado educación básica a la primaria y la secundaria (nueve grados).
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y, por tanto, de su inclusión explícita en el proceso de ense-

ñanza-aprendizaje.

En este material se abordarán, como se plantea en el títu-

lo, algunas consideraciones que son importantes para esclare-

cer las posiciones personales de los autores acerca de la ense-

fianzade la geometría en la escuela básica, teniendo en cuen-

ta los avances tecnológicos que existen en este momento y de

los cuales la escuela se puede valer para transformar las for-

mas usuales de organizar y dirigir el proceso de enseñanza-

aprendizaje de la matemática,y de la geometría en particular.

Como casi todo el mundo está de acuerdo, desde tiempos

inmemoriales hasta la actualidad, la enseñanza y el aprendi-

zaje de la geometría es uno de los aspectos esenciales de la

matemática en la escuela de educación general, a lo cual no

se puede renunciar. No obstante, es obvio que la forma de en-

señar y de aprender geometría tiene que sufrir transformacio-

nes, que van más allá de una simple reorganización del con-

tenido geométrico o de una variante diferente de presentación

de los mismos según el punto de vista que se adopte para ello,

aunque sea también necesario pensar en ello para poder lo-

grar las transformaciones que se desean lograr.

Ante tal disyuntiva, nuestra opinión, que argumentaremos

posteriormente, es que es necesario repensar la estructuración

del curso actual de geometría en la escuela de educación ge-

neral básica, e incluir en la nueva concepción la preparación

para el uso de nuevas tecnologías desde edades tempranas, lo

cual permitiría concebir el proceso de enseñanza aprendizaje

de la geometría en una actividad más productiva y donde el

tiempo que se gana puede ser invertido en cosas más útiles

encaminadas a la solución de situaciones interesantes y de

problemas que favorecerían un mayor desarrollo de sus capa-

cidades intelectuales y de su pensamiento en general. No obs-
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tante, para dar pasos en esa dirección habría primero que bus-
carle respuesta a una serie de cuestionamientos necesarios
que uno se hace sobre cómo dar esos pasos, especialmente en
la escuela primaria. Entre ellos:

. ¿Cuáles son los cambios en el sistema de trabajo que
habría que producir y en qué edades?

. ¿Cuál sería el objetivo de su introducción en cada caso?

. ¿Sería necesario hacer modificaciones curriculares?

. ¿Qué instrumentación didáctica realizar para que sea
exitosa su introducción?

. iQué recursos tecnológicos emplear y cómo hacerlo?

¿Por qué hacer cambios y en qué dirección hacerlos?

Los cambios que hay que producir, tienen que estar dirigi-
dos a una nueva manera de trabajar estos contenidos donde se
puedan explotar más y mejor los recursos tecnológicos actua-
les y poner a los alumnos en situación activa de aprendizaje
y donde se enfrenten continuamente a procesos de búsqueda,
planteo de conjetur¿N, comprobación experimental de ellas,
entre otras formas de actuación.

En relación con lo planteado en el párrafo anterior, es ne-
cesario discutir cómo se ha estado enseñando la geometría
durante miles de años y cómo se puede iniciar un proceso de
cambio en ello.

La forma clásica de trabajar la geometría, presenta las fi-
guras estáticas, por tanto aparece siempre una posición parti-
cular, una concepción particular, una figura en particular. Es-
to hace que el alumno forme en su imaginación y siempre
presente a las figuras geométricas de una manera concreta.
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En relación con lo anterior, independientemente de todas

las cosas que puedan decirse sobre el hecho de que las figu-

ras geométricas son abstractas, todo lo que pueda decirse so-

bre el hecho de que esas figuras son solamente un caso parti-

cular, que no deben asumirse las propiedades de la figura

concreta que está viendo, en la práctica el alumno siempre ve

una figura y siempre piensa sobre una figura y las propieda-

des las asocia con una determinada figura.

Por ejemplo, aunque enunciamos que la suma de los ángu-

los interiores de cualquier triángulo es de 180 grados, siem-

pre el alumno lo va a ver asociado a un determinado triángu-

lo, y difícilmente él va a asumir esa propiedad cualquiera que

sea el triángulo, porque va a tener alguna figura concreta en

su cabeza.

En el trabajo con esta propiedad, que es quizás una de las

que más se trabaja, se le hace ver al alumno que da lo mismo

que el triángulo sea rectángulo, acutángulo u obtusángulo,

pero sin embargo no se tiene tanto cuidado con la figura que

sirve de modelo. De igual modo se enuncia, por ejemplo, el

hecho de que la distancia entre dos puntos es el menor cami-

no, o que cada lado de un triángulo es menor que la suma de

los otros dos, y también eso siempre se ve asociado a una de-

terminada forma de figura.

Ahora bien, cuando las figuras geométricas adquieren la

forma de moverse, es decir, adquieren dinamismo, estamos
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en presencia de la geometría dinámica y esta permite que el
alumno se forme una idea más general de esas figuras geomé-
tricas, que no asocie las propiedades a una forma particular
de las figuras.

Por ejemplo. en el caso de la suma de los ángulos interio-
res de un triángulo, él podrá ver que cuando movemos el
triángulo esto hace que se mantenga la suma de sus ángulos
interiores y permite, además, precisar el caso especial del
triángulo rectángulo y el caso limite que es el caso en que un
ángulo se hace 180 grados y los otros dos miden O grados.

De igual modo sucede con la propiedad de que en todo
triángulo, cada lado es menor que la suma de los otros dos,
donde con esta variante dinámica se puede, además de com-
prender de una manera más general la propiedad, también
precisar el caso límite, es decir, cuando los tres puntos están
en línea recta que es cuando se obtiene la igualdad.

Lo mismo pasa con cualquier tipo de figura, por ejemplo
cuando se toma un paralelogramo cualquiera y se analiza la
amplitud de sus ángulos opuestos, el alumno podrá apreciar
que cualquiera que sea la forma de ese paralelogramo, se va
a mantener la propiedad de que esos ángulos son iguales o
que tienen la misma amplitud, pero sin embargo, si se toma
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la longitud de los lados consecutivos, los alumnos verán que
la propiedad de igualdad de dos lados consecutivos solo se va
a cumplir en un tipo muy particular de cuadrilátero (el rombo
y, en particular, el cuadrado) pues cuando uno lo mueve va a
obtener variaciones.

Esto hace que la geometría dinámica permita a los alum-
nos formarse conceptos mucho más generales acerca de las
figuras geométricas y comprender de una manera más com-
pleta las propiedades geométricas. De esa manera el alumno
no va a asociar ya cada propiedad con una forma particular de
la figura.

Otra ventaja de la geometría dinámica es que permite
aprovechar plenamente una de las estrategias heurísticas en la
solución de problemas geométricos que difícilmente puede
ser aprovechada en otros casos, que es la estrategia de "mo-
ver la figura". De esta manera el alumno puede mover la fi-
gura y conservar ciertas propiedades, y puede formarse una
imagen de qué cosa es 1o que ocurre al hacer las variaciones
y así tener ideas de cómo resolver el problema, es decir, esto
permite realizar esta estrategia heurística, ya recomendada
por Polya en el año 1944 en la primera edición de su libro
How to solve it, que de otra forma es casi imposible de hacer.
Lo mismo ocurre con la estratesia heurística de "considerar
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casos particulares", "considerar casos límites", así como
"medir y comparar", entre otras, en las cuales al darle mo-
vilidad a la figura se hacen visibles de una manera muy natu-
ral y se pueden alcanzar esos casos y formarse una idea de
cuál puede ser la solución del problema.

Por otra parte, dado que cuando se va a hacer dinámica
una figura hay que mantener determinadas condiciones, la
geometría dinámica permite fijar las propiedades básicas de
las figuras porque para poderla mover y que continúe siendo
lo que se quiere que sea, se debe saber exactamente que se
puede mover y cómo se puede mover.

¿Qué cambios curriculares habría que hacer?

Al igual que se planteó con la calculadora en la escuela
primariao es posible introducir la calculadora y otros avan-
ces tecnológicos desde la escuela primaria, y no debe ha-
ber limitantes en cuanto a la edad si se precisan bien los
propósitos de su uso y esto se hace atendiendo a las carac-
terísticas de los escolares según su edad.

La definición de en qué usar esos medios dentro de la geo-
metría en cierto modo se corresponden con algunas de las ya
antes definidas para el uso de las calculadoras en la aritméti-
ca. Entre ellas pueden citarse:

. Concentrarse en el proceso de resolución de problemas
y no solo en el cálculo formal clásico de la geometría,
como es el caso de calcular perímetros, áreas, volúme-
nes. entre otros.

. Explorar, desanollar y reforzar conceptos y relaciones
geométricas.

4 Ver artículo de los autores titulado La Calculadora en la Escueia Primaria, ¿Amiga o Enemi.
ga? 2001. Ponencia presentada en el evento intemacional Pedagogía 2001. La Habana, Cuba
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Utilizarla como medio heurístico, para la búsqueda de
relaciones, planteo de conjeturas de modo de dar acce-
so a otras formas de pensamiento que van más allá de
los algorítmicos propiamente dichos.

Para objetivar vías de demostración de propiedades de
las figuras geométricas.

Para implementar el uso de esta tecnología habría que es-
tructurar un curso de geometría que le dé cabida a lo que he-
mos denominado geometría dinámica, es decir que dé posibi-
lidades de "darle movilidad a las figuras" además de reali-
zar cálculos si son necesarios.

Para darle respuesta al planteamiento anterior nos remiti-
mos a exponer brevemente tres caminos o vías más utilizadas
actualmente para fundamentar un curso de geometría en la
escuela5:

. El camino de Hilbert que parte de la congruencia de
segmentos y de ángulos.

. El camino de Pieri, que siguiendo a su maestro Peano
considera como primario (no definido) el concepto de
movimiento.

. El camino seguido por Kagan que partió del concepto
de distancia entre dos puntos.

En realidad, estos tres caminos son equivalentes desde el
punto de vista de la ciencia matemática, pues a partir de uno

5 De la tesis doctoral de la Dra. Celia Rizo (La Habana, 1987) tomado del a¡tículo "Fun-

damentación axiomática de la geometía euclidiana" del autor I.M. Yaglom, publicado en
1972 en el libro "Lo nuevo en la matemática escolar", por la Editorial Saber de Moscú
(edición en ruso),
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cualquiera de ellos se llega fácilmente a los otros dos, la di-
ferencia estriba en cuál de los tres conceptos: congruencia,
movimiento, distancia, se considera el principal o el prima-
rio. Lo antes planteado significa que desde el punto de vista
matemático, la importancia relativa de uno u otro de estos
tres conceptos no tiene ninguna significación, sin embargo,
desde el punto de vista didáctico, si tiene una atención
preferente.

En el plano didáctico, cuando se va a concretar el conte-
nido de un curso de geometría en la escuela, por razones me-
todológicas Y teniendo en cuenta la edad de los niños, nun-
ca la construcción se hace siguiendo en una forma pura nin-
guno de los tres caminos antes referidos. Por ejemplo, en
Cuba, en la actualidadu, se parte del camino de Hilbert en que
se considera como primario el concepto de congruencia
geométrica.

En el camino antes referido para la construcción del curso
en Cuba, se hace una simplificación didáctica en el sentido de
Euclides en la cual se le da a la congruencia el significado de
"igualdad por superposición" o "pueden transportarse uno so-
bre otro". No obstante, desde los primeros grados se identifi-
ca la congruencia de segmentos con la igualdad de longitud
(distancia entre puntos) que es el camino de Kagan, y en los
grados superiores de la primaria se introducen los movimien-
tos como vía de justificación de la igualdad por superposi-
ción, esencialmente cuando se trata de figuras no lineales en
donde no se puede identificar o justificar la congruencia con
la igualdad de longitud.

Esta vía de construir la geometría en la escuela primaria

6 Ver la tesis doctoral de Ia Dra. Celia Rizo Cabrera sobre la estructuración del curso de

geometría de la escuela general básica en Cuba. Comisión de grados Cientítlcos del Ins-

tituto centra de Ciencias Pedagógicas. Ministerio de Educación de la República de Cuba.

1  9u7 .
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cubana, desde el punto de vista gnoseológico, comienzaenla
práctica y culmina en la práctica, en condiciones cualitativa-
mente superiores, después que ha sido enriquecida por un
proceso de elaboración intelectual del hombre. Este regreso
de nuevo a la práctica constituye, además, el único criterio de
verdad. En forma resumida y esquemática este proceso se
puede representar así, incluidos algunos procesos del pensa_
miento que se dan en ese camino dialéctico:

Estas posiciones antes planteadas desde el punto de vista
gnoseológico, son también la base metodológica en la con_
cepción de la geometría en la escuela de educación general
cubana que se apoyan también en posiciones psicopedagógi_
cas que entre las más significativas se encuentra la concep_
ción acerca del desa*ollo y la ínfluencía de lo social en el
mísmo (Vigotsky).

En el diagrama siguiente se resume esta concepción don_
de se aprecian claramente dos etapas: Una etapa intuitiva que
comprende los cuatro primeros grados de la educación prima_
ria y una etapa racional que comienza en el quinto grado y se
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extiende hasta el
se hacen visibles

último año de la secundaria básica. En ella
las posiciones teóricas antes referidas.

. Estudio intuitivo operativo de
los conceptos y relaciones geo-

métricas elementales, a partir de
los objetos del medio y mode-
los. sobre una base concreta
sensorial y algunos elementos
racionales del pensamiento
(análisis, síntesis y primeras ge-

neralizaciones).
. La construcción se basa en la

idea intuitiva de la igualdad
geométrica o congruencia de fi-
guras por superposición (trans-
porte de una sobre otra).

. No se incluyen inferencias del
orden lógico formal de la mate-
mática, pero sí procedimientos
lógicos asociados a conceptos y
juicios, incluso a razonamien-
tos, pero con argumentos basa-
dos en su experiencia práctico

concreta.
. Todo lo que aprenden lo utilizan

de nuevo en la práctica para

identificar formas, establecer
relaciones, entre otras acciones
concretas.

. Estudio racional de los concep-
tos y relaciones geométricos
elementales, incluyendo el ini-
cio de la deducción matemáti-
ca.

. La construcción se basa en los
movimientos como vía para
justificar la igualdad por super-
posición.

. Aunque el trabajo se hace a un
nivel mayor de abstracción Y
generalización, se parte igual-
mente de las relaciones que se
dan en el mundo material yen

modelos que lo representan, Y
después se regresa a la práctica
con las aplicaciones de lo

aprendido.
. Se incluyen inferencias de la

matemática formal y muchos
procedimientos lógicos asocia-
dos a conceptos, juicios y ruzo-
namiento, con un nivel mas ele-
vado en el desanollo del pensa-
miento, razón por la cual se le
llamó a esta etapa racional,
aunque en rigor en las dos hay
niveles de racionalidad.
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En nuestra opinión, esta concepción permite hacer la in-
troducción de la tecnología, en este caso el empleo de calcu_
ladoras, supercalculadoras y computadoras, en el proceso de
enseñanza aprendizaje de la geometría, pues con ella existe la
posibilidad de "mover las figuras geométricas", es decir,
variarlas de modo que adquieran dinamismo, y antes hemos
dicho que cuando eso sucede estamos en presencia de la geo-
metría dinámica y ésta permite que el alumno se forme una
idea más general de esas figuras geométricas y no asocie las
propiedades a una forma particular de las figuras, no obstan-
te habría que incluir algunos elementos de contenido, espe-
cialmente en lo que a habilidades se refiere, que permitan
también aprender a "mover en una figura o variarla,'.

Obviamente, para esa introducción, habría que hacer una
diferenciación del trabajo entre las dos etapas antes referidas
(intuitiva y racional), atendiendo, a su vez a los momentos del
desarrollo del escolar atendiendo a sus edades. Los referidos
momentos o etapas del desarrolloT en la primaria son los
siguientes:

. Preescolar a segundo grado.

. Tercero a cuarto grado.

. Quinto y sexto grado.

En la secundaria, también se puede hablar de etapas del
desarrollo del escolar, viéndose el séptimo grado como una
transición entre el tercer momento de la primaria y el cuarto
momento en la secundaria que ya comprende los últimos gra-
dos de la misma.

En la concepción y organización del trabajo pedagógico con

7 ver el artículo de los autores titulado La calculadora en Ia escuela primaria, ¿amiga o ene-
miea?

s59



estas edades, es muy importante delimitar cada una de estas
etapas para poder estructurar y organizar este trabajo de acuer-
do al desarrollo a lograr en cuanto a procesos y funciones psí-
quicas, así como a otros aspectos del desarrollo de la persona-
lidad, que como regularidades de cada momento tienen una di-
ferenciación y por tanto requieren de una atención específica.

Los anteriores criterios que sirven de base para la estruc-
turación del contenido geométrico en la escuela primaria cu-
bana, también serán utilizados para la determinación de las
funciones del uso de la tecnolosía en cada uno de los referi-
dos momentos.

Una posibilidad entonces de estructurar este curso es tener
en cuenta las etapas consideradas en la primaria, completarla
con la de la secundaria y tener en cuenta, además, las consi-
deraciones hechas con anterioridad sobre las etapas intuitiva
y racional en la concepción del curso de geometría en Cuba.

¿Cuáles pueden ser las características del contenido
geométrico en cada etapa, con una concepción dinámi-
ca, y qué papel podría jugar la tecnología en cada una
de ellas?

Cuando hablamos de contenidos geométricos estamos en
presencia de un concepto que incluye no solo conocimientos
de figuras y cuerpos, sino también de relaciones que se pue-
den establecer entre ellas y de hábitos y habilidades que per-
miten operar con esos conocimientos. Dentro de estos hábitos
y habilidades se encuentran el de poder realizar cálculos geo-
métricos propiamente dichos, superponer, fÍazar, medir, com-
paraÍ, hacer construcciones, entre las más comunes, y otras
con un mayor peso intelectual como son 1as de definir, argu-
mentar, conjeturar, demostrar, entre otras.
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En este trabajo se asumen todas esas habilidades que clá-
sicamente se han incluido en los cursos elementales de geo-
metría. pero se incluyen otras que son necesarias como con-
diciones previas para poder usar los recursos tecnológicos
que estamos proponiendo. Entre ellas se encuentran:

. Construir figuras (rectas, rectas paralelas y perpendicu-
lares. segmentos, ángulos, polígonos, circunferencias)
a partir de puntos.

. Determinar puntos libres y variar las figuras a partir de
ellos (habilidad rectora).

. Trazar puntos y figuras simétricas.

. lnscribir figuras en otras figuras dadas.

Estas habilidades se pueden ir trabajando desde edades
tempranas, usando medios adecuados para ello como los cla-
vijeros o el geoplano (se puede construir fácilmente con un
pedazo de madera cuadrada y puntillas equidistantes unas de
otras en un arreglo rectangular (cuadrado). Se puede hacer de
9 x 9, con un total de 81 puntillas, o de cualquier cantidad im-
par. Este medio se complementa con ligas o elásticos que son
los que le van a dar la movilidad.

O

a

o

a

a

o

a

o

@

5 6 1



En él los alumnos pueden ir formando figuras con las ligas
y las puntillas, y empezar el análisis de propiedades y en ca-
da etapa o momento de desarrollo en la primaria se puede uti-
lizar con variados fines.

A continuación se describen brevemente las funciones de
cada etapa del desarrollo, en lo que corresponde a la prepara-
ción para el uso de recursos tecnológicos y el uso propiamen-
te dicho de los mismos.

PRIMER MOMENTO DEL DESARROLLO
ETAPA PREPARATORIA

Trabajo intuitivo operativo con figuras geométricas
elementales. lgualdad por superposición.

Mover figuras sobre otras. Mover en una figura.

Inicio de las primeras ideas sobre la movilidad de las figu-
ras para comprobar experimentalmente relaciones de con-
gruencia. Uso de clavijeros y ligas para ir desarrollando la ha-
bilidad de "mover'en una figura (GEOPLANO). Reproduc-
ción en papel cuadriculado. Superponer, medir, comparar.

Por ejemplo, se puede mandar a formar un cuadrado en el
geoplano. Después que 1o tengan (aquí de entrada se están re-
forzando las propiedades del cuadrado, al menos la percep-
ción que tienen de esa figura si es que se trata de primer gra-
do donde todavía solo lo identifican por su forma memoria
perceptual pero no han analizado propiedades), se les puede
indicar que:

. dejando el lado de abajo fijo del cuadrado original, for-
men un rectángulo (no cuadrado),

. dejando el lado izquierdo fijo, formen un rectángulo di-
ferente al anterior.
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. varíen el cuadrado original y 1o conviertan en un trián-
gulo, dejando fijos el lado de abajo y el izquierdo.

Por último se les puede dejar que a partir del cuadrado ori-
ginal formen libremente figuras diferentes y digan de qué fi-
gura se trata (si es conocida) y cómo la han obtenido.
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Otra actividad que se puede hacer es dado un triángulo que
ellos van a representar en el geoplano, dibujarlo en el papel
cuadriculado conservando su forma y tamaño. Después mo-
ver el punto de arriba (el vértice superior) de modo de formar
muchos triángulos con un mismo lado (el de abajo) e ir repro-
duciendo lo que hacen en el papel cuadriculado. Esto permi-
te hacer otras actividades como las de medir (o superponer
usando una tira de papel como transportador o la misma re-
gla) y comparar los lados de los triángulos que van obtenien-
do, de modo que puedan concluir cuándo son iguales (con-
gruentes) y cuando no, en cada caso.

Este tipo de actividad permite ir obteniendo casos especia-
les (rectángulos, isósceles, entre otros), aunque todavía sea
prematuro denominarlos de ese modo, pero que se puede lla-
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mar la atención, por ejemplo, que hay casos en que los lados
son iguales (isósceles), hay otros donde un lado coincide con
un lado de la cuadricula que no es el que está fijo (rectángu-
lo), entre otras cosas, y que si siguen moviendo cada vez más,
pueden llegar a "perder el triángulo", o sea obtienen un caso
límite de un triángulo degenerado.

El control se puede hacer por parejas o por el mismo equi-
po (pequeños grupos de alumnos en que se puede descompo-
ner el grupo original) si se organiza la actividad de esta
manera. o por el propio maestro en caso de otra forma de or-
ganización.

En esta etapa no se propone ningún uso de la tecnología
para el caso de la geometría, es solo una etapa de preparación
donde lo que se pretende es ir sentando las bases de una geo-
metría dinámica para en un futuro, si poseen los medios, pue-
dan usar la tecnología que estamos proponiendo. En ella se
plantea la realización de "simulaciones" con el medio deno-
minado geoplano y donde se puede iniciar el desarrollo de al-
gunas de las habilidades antes planteadas.

En caso de no poseer después estos recursos, siempre se
obtiene la ganancia de una mayor flexibilidad del pensamien-
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to de los alumnos y su posibilidad de una mayor comprensión
cuando se les plantee que algo se cumple para cualquier tipo
de figura y no solo para aquella que han dibujado para repre-
sentar una situación dada.

No obstante, no se excluye la posibilidad de usar determi-
nados software que se pueda diseñar con carácter instructivo
en un entorno lúdico, pero que en un primer momento no se-
ría de uti l ización masiva.

Una segunda etapa sería la que se corresponde con el se-
gundo momento de desarrollo (tercero y cuarto grados de la
primaria con edades entre 8 y 9 años aproximadamente). En
esta etapa se propone también el uso del geoplano, además de
los medios normalmente utilizados para el trabajo en geome-
tría en estos grados como son regla, cartabón, tijera, entre
otros.

SEGUNDO MOMENTO DEL DESARROLLO
ETApA pREpARAToRtA y DE exploneclóH

Continuación del trabajo intuitivo operativo con figuras geométricas
elementales. lgualdad por superposición. Relaciones paralel ismo y
perpendicularidad. Mover f iguras sobre otras. Mover en una f igura.
Conservación de propiedades cuando se producen movimientos en
una f igura. Primeras ideas sobre la simetría de f iguras y sobre el
perímetro y áreas de figuras y simétricas.

Ampliación de las ideas sobre la movilidad de las figuras
para comprobar experimentalmente relaciones de congruen-
cia, y conservación de otras propiedades como el paralelismo
y la perpendicularidad. Continuación del uso del geoplano
para ir desarrollando la habilidad de "mover" en una figura.
Reproducción en papel cuadriculado. Superponer, medir,
comparar.

En esta etapa ya se pueden empezar a determinar paralelas
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y perpendiculares que pasen por un punto o que lo sean a un
segmento dado. Se puede usar también el geoplano para va-
riar condiciones dadas.

Estas ideas van a permitir ir preparando los conceptos de
puntos y figuras simétricas, que son muy importantes desde
el punto de vista geométrico, pero que también permiten de-
sarrollar la habilidad de moverse a lo largo de lados y diago-
nales de cuadraditos (derecha e izquierda y viceversa, amiba
y abajo y viceversa), que es muy útil para el trabajo con coor-
denadas y para el uso posterior de las supercalculadoras pues
el cursor tiene esos movimientos. Para ello se puede utilizar
tanto el geoplano como el papel cuadriculado, e incluso dise-
ñar actividades lúdicas como la siguiente.

Se juega entre dos. El juego consiste en que el primero le
pone una situación al segundo, en una de las dos partes sepa-
radas por las ligas (semiplanos y eje de simetría) de modo que
el otro lo tenga que hacer igual, pero "al revés", y le añade
una nueva situación al primero que debe ponerla igual y po-
nerle de nuevo una situación al segundo. Y así se vajugando
hasta que alguno se equivoque y entonces el otro gana o que-
den empatados cuando se cumpla el número de jugadas esta-
blecidas previamente.
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En esta etapa también se tienen que seguir haciendo varia-
ciones de figuras con las nuevas dificultades que se han ido
incorporando, explorando propiedades que se conservan o
que se pierden.

En las exploraciones que se pueden hacer se encuentra,
por ejemplo, la de a partir de una figura como el paralelogra-
mo ABCD y dejando solo libre el punto C, moverlo sobre la
paralela que pasa por el lado DC. En este caso se conserva el
paralelismo de un par de lados pero se pierde el del otro par
y la figura deja de ser un paralelogramo para pasar a trapecio
(ABED), a triángulo cuando C y O coinciden (ABD) y a una
figura no convexa que ellos no saben denominar (ABFD).
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En esta etapa también se puede ir preparando el concepto
de área y el de perímetro de las figuras geométricas elemen-
tales, que dan la posibilidad de ampliar la ejercitación poste-
rior, aprovechando de nuevo el geoplano y la idea de mover
una fisura.

La actividad consiste en determinar en el geoplano figuras
elementales, preferentemente empezando por el cuadrado, y
mandar a contar los cuadrados que le quedaron dentro. Cual-
quiera que sea el cuadrado que haya seleccionado cada alum-
no le va a quedar o 1,4,9...  lo que se puede obtener varian-
do la figura original. Es decir: 1,2x2,3x3, ...

Si varían la figura pasándola a un rectángulo, se mantiene
la multiplicación del número de cuadrados por cada lado: 3x2
en este caso.

Se deja planteado el problema de cuál será la cantidad
de cuadraditos si lo convierten en un triángulo como el de
la figura.

En el tercer momento del desarrollo se está entrando en la
etapa denominada racional del aprendizaje de la geometría,
por lo que aunque se conservan elementos de la etapa intuiti-
va operativa, ya se dan pasos en la dirección de un mayor tra-
bajo con los procesos lógicos asociados arazonamientos, bá-
sicamente en el planteamiento de conjeturas.
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TERCER MOMENTO DEL DESARROLLO
ETAPA DE EXPLORACIÓN, HACER CONJETURAS Y PRUEBAS.

Inic io de la etapa deduct iva igualdad por movimientos geométr icos del  p lano
(simetr ias y t raslaciones).  Mover en una f igura.  Exploración de propiedades que
se conservan cuando se producen movimientos en una figura. Propiedades básicas
de  l as  f ¡ gu ras  e l emen ta l es .  Búsqueda  de  t eo remas  re l ac i onados  con  l a
congruencia. Cálculo de perimetros, áreas y volúmenes. Búsqueda de propiedades
asociadas a estos conceptos.

Continuación de la ampliación de las ideas sobre la movi-

lidad de las figuras para comprobar experimentalmente, y

formalmente, relaciones de congruencia, y conservación de

otras propiedades como la igualdad, el paralelismo y la per-

pendicularidad. Búsqueda de elementos simétricos en una fi-

gura y en par de figuras. Continuación del uso del geoplano

para ir desarrollando la habilidad de "mover' en una figura'

Uso de supercalculadoras (principalmente por el docente) co-

mo medio heurístico de apoyo a la exploración, comprensión
y búsqueda de casos particulares y límites en la demostración

de propiedades. Reproducción (simulación) del alumno usan-

do el geoplano. Uso de la calculadora en la solución de pro-

blemas geométricos de cálculo y demostración.

En esta etapa se deben continuar trabajando con activida-

des donde el alumno tenga que hacer variaciones a figuras

con el geoplano, buscar puntos y figuras simétricas en el pa-

pel cuadriculado y en el geoplano, similares a las que se vie-

ron en la etapa anterior e incluyendo los casos de figuras pro-

piamente simétricas como el cuadrado, el rectángulo, el trián-

gulo isósceles, el triángulo equilátero, el rombo, la circunfe-

rencia. entre otras.

Por ejemplo, determinar las imágenes del círculo negro
(más grande) y el rectángulo, por las simetrías de los ejes da-

dos e investigan si el triángulo dado es simétrico. En caso de

no serlo, varíarlo para que lo sea y ttazar sus ejes de simetría'
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Estamos planteando también en esta etapa la posibilidad
de ir combinando el uso del geoplano con la calculadora (pa_
ra ser utilizada por el alumno en situaciones de problemas) y
las supercalculadoras, estas últimas para ser utilizadas como
medio de enseñanza y recurso heurístico para el docente. por
ejemplo, ya se le pueden plantear situaciones como la si-
guiente: ¿Cuál es el rectángulo de mayor área con perímetro
de 32cm?

La solución de este problema puede encontrarse tanteando
y usando la calculadora, usando el geoplano o usando la su_
percalculadora. Por ejemplo:
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En este caso se ubica en la parte inferior del geoplano Ia

longitud del semiperímetro y se van formando los rectángu-

los. Se puede ya conjeturar que es el cuadrado, pues el área

es de l6 unidades cuadradas. Esto se puede también explorar

en la supercalculadora fijando de igual modo un segmento de

la longitud del semiperímetro.

Un problema análogo pero de mayor complejidad para su

ilustración utilizando recursos tecnológicos es: ¿Cuál es el

rectángulo de menor perímetro con un átea dada? En este ca-

so el uso del geoplano ya no puede ser por las complejidades

que tiene representar una magnitud no lineal como es el área,

pero pueden buscarse las ideas tanteando con la calculadora

o usando una supercalculadora (se usa como lugar geométri-

co para mover el punto libremente a una hipérbola del tipo

xY=1).

En la última etapa, concebida para el nivel de secundaria
(entre 12 y 14 años) ya se puede entrar con más fuerza en la

etapa racional y trabajar con más peso la búsqueda de propie-

dades y sus comprobaciones experimentales o sus demostra-

ciones.

SECUNDARIA
conr¡Hu¡cÉN DE LA ETAPA DEoucrlvA HAcER coNJETuRAs.

eúsoueo¡ v DEMosrRAclót¡ oe pRopleoADEs.

Sistematizaclón de las f iguras geométricas elementales y de sus
propiedades. lgualdad por movimientos geométricos del plano (simetrías
y traslaclones). Mover en una figura. Exploración de propiedades que se

conseryan cuando se producen movimientos en una figura. Propledades
básicas de la figuras elementales. Búsqueda de teoremas relacionados
con la congruencia. Gálculo de perímetros, áreas y volúmenes. Búsqueda

de propledades asociadas a estos conceptos'Primeras ideas sobre la

semejanza de figuras.
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Continuación de la ampliación de las ideas sobre la mo-
vilidad de las figuras para comprobar experimentalmente, y
formalmente, relaciones de congruencia, y conservación de
otras propiedades como la igualdad, el paralelismo y la per-
pendicularidad. Búsqueda de elementos simétricos en una
figura y en par de figuras. Uso de las supercalculadoras por
el docente como medio heurístico de apoyo a la explora-
ción, comprensión y búsqueda de casos particulares y lími-
tes en la demostración de propiedades y por el alumno para
continuar desarrollando la habilidad de "mover" en una fi-
gura y también como recurso para la búsqueda de propieda-
des y de ideas para su demostración, y en la solución de pro-
blemas geométricos de demostración, de construcción y de
cálculo.

Búsqueda de figuras semejantes y de propiedades asocia-
das a esta relación.

En esta etapa ya el uso del geoplano puede verse más limi-
tado pues ya hay que eliminar la limitación de la utilización
únicamente de cantidades discretas, por ello es mucho más
necesario el trabajo con la supercalculadora y para ello iniciar
al alumno en el uso de las supercalculadoras. Ello no signifi-
ca que en ausencia de este medio no se pueda usar el geopla-
no con las mismas intenciones que en los grados anteriores.

En relación con la organizaciín del contenido en esta eta-
pa, sería deseable que el contenido geométrico clásico que se
ha estado trabajando desde los primeros grados, se sistemati-
zara de una manera diferente para propiciar el proceso de
búsqueda y evitar que se vuelvan a trabajar de una manera
clásica los contenidos. Una manera de organizar este conteni-
do pudiera ser, mediante un enfoque de enseñ anza a través de
problemas, de la forma siguiente:
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Propledades entre pares
del mismo tipo de figuras

y de tlpos diferentes.

Los problemas que se escojan deben ser problemas abier-
tos que perrnitan las búsquedas de los alumnos y la obtención
de múltiples propiedades de estÍls figuras que se irán sistema-
tizando en la medida en que se van obteniendo.

Problemas interesantes pudieran ser:

. Dado un triángulo cualquiera (cuadrilátero o polígono)
variarlo de modo de obtener casos especiales y los ca-
sos límites. ¿Qué pasaría con la circunferencia?

. Busca condiciones para que dos triángulos puedan su-
perponerse (ser iguales o ser congruentes).

. Busca condiciones para que un triángulo (cuadrilatero,
polígono) pueda inscribirse en una circunferencia (cir-
cunscribirse).
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Como se puede apreciar es otra manera de concebir la en-
señanza aprendizaje de la geometríay de presentar la ejercita-
ción: antes de una manera acabada que no daba posibilidades
de exploración, búsqueda, y con este enfoque se tienen todas
las potencialidades para ello, de ahí la importancia de poder
preparar al alumno desde los grados anteriores para esa flexi-
bilidad en su pensamiento que le permita la exploración, la
búsqueda de alternativas y motive en ellos el deseo de investi-
gar y obtener cada vez cosas nuevas paraél y sus compañeros.

La Tecnología y la Heurística

A continuación profundizaremos en la aplicación de las
estrategias heurísticas para resolver problemas, como aspec-
to muy importante de esta nueva concepción en la dirección
del proceso de enseñanza aprendizaje de la geometría, y que
va dirigido fundamentalmente a los profesores, para facilitar-
les su trabajo y ayudarlos a generar ideas nuevas es el uso de
estas herramientas.

Como antes se planteó, esta concepción permite hacer la
introducción de la tecnología, en este caso el empleo de cal-
culadoras, supercalculadoras y computadoras, en el proceso
de enseñanza aprendizaje de la geometría, pues con ella exis-
te la posibilidad de "mover las figuras geométricas", es de-
cir, variarlas de modo que adquieran dinamismo, y antes he-
mos dicho que cuando eso sucede estamos en presencia de la
geometría dinámica y esta permite que el alumno se forme
una idea más general de esas figuras geométricas y no asocie
las propiedades a una forma particular de las figuras, no obs-
tante habría que incluir algunos elementos de contenido, es-
pecialmente en lo que a habilidades se refiere, que permitan
también que aprendan a "mover en una figura o variarla".

A continuación ilustraremos, con ejemplos desarrollados,
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como se puede utilizar la tecnología para dinamizar la
seometría.

Actividad 1. Un estudio sobre el ortocentro

La situación clásica

En esta actividad nos referimos a uno de los puntos nota-
bles clásicos en los triángulos, el ortocentro. Construyamos
un triángulo y tracemos sus tres alturas, lo notable es que las
tres se interceptan en un punto. Para convencernos de que no
se trata de un fenómeno casual debido a las características del
triángulo particular trazado variemos la figura y veremos que
se conserva la propiedad.

Fig.l Fig.2

Las figuras I y 2 representan dos casos diferentes, podemos
observar que el ortocentro se desplaza del interior al exterior
del triángulo al pasar de uno a otro. ¿Aqué se debe este despla-
zamiento? ¿Cómo se mueve el ortocentro al variar el triángulo?

El ambiente de exploracíón

En esta primera actividad limitaremos el estudio a un caso
especial siguiendo las recomendaciones de la heurística. Con-
sideremos un triángulo inscrito en una circunferencia y estudie-
mos la variación del ortocentro al variar el triángulo en dicha
circunferencia. Para hacer esto necesitamos un triángulo que se
mueva conservando la misma circunferencia circunscrita.
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¿Cómo lograr un triángulo que se muev& libremente en
una círcunferenciaT

La construcción debe realizarse de modo que los tres vér-
tices se muevan libremente y para poder observar el movr-
miento del ortocentro se hace necesario activar la traza para
ese punto.

En la figura 3 se ha construido un triángulo con las carac-
terísticas dadas y se ha ftazado el ortocentro. Par mayor cla-
ridad de la figura se han borrado las líneas necesarias para la
construcción.

En la figura 4 se recoge la imagen después de realizado el
movimiento del vértice B alrededor de la circunferencia y en
ella aparece la trayectoria del oftocentro ¿Qué parece ser?
¿Qué propiedades de esa figura se pueden conjeturar?

Repite el proceso con el movimiento de los vértices
A y C respectivamente y observa. ¿Se refuerza o se refuta tu
conjetura?

Fig.3 Fig.4

Comprobación de las conjeturas.

Aparentemente, la trayectoria del ortocentro es una cir-
cunferencia congruente con la circunferencia en la que está
inscrito el triángulo. En Matemática se hace necesario de-
mostrar o refutar las conjeturas, ¿cómo demostrar éstas? Ana-
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licemos la primera conjetura, se trata de comprobar que la
trayectoria es una circunferencia.

¿Qué propiedades conocemos que permitan afirmar
que un conjunto de puntos está sobre una circunferencia?

Tenemos en primer lugar los teoremas sobre las condicio_
nes suficientes para que un cuadrilátero sea concíclico, tam-
bién la caracferización del aÍco capaz como el lugar geomé_
trico de los puntos desde los cuales se ve un segmento bajo
un ángulo fijo. Esta última propiedad parece más prometedo_
ra porque está relacionada con la hipótesis de la conjetura.

En efecto el ángulo B es un ángulo constante inscrito so_
bre el lado AC, entonces se trata de analizar la relación entre
el ángulo formado por las alturas relativas a los vértices A y
C y el ángulo B del triángulo.

Nuevamente la Geometría dinámica nos permite apoyar a
los recursos heurísticos. Tracemos las alturas mencionadas y
utilicemos el instrumento de medición de la calculadora para
obtener el valor de los ángulos implicados.

Fig.5 Fig.6

Gracias a la Geometría dinámica podemos ver qué ocurre
al variar el triángulo: ambos ángulos perrnanecen constantes
y su suma es 180o, esto sugiere una confirmación de la con-
jetura y nos apunta una idea para su demostración. En las fi-
guras 5 y 6 se han representado dos posiciones diferentes.
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Para demostrar
teriormente y nos
ticas: Tlazar una

la conjetura seguimos la idea obtenida an-
apoyamos en otra de las estrategias heurís-
figura
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Fig.7

En la figura debemos buscar relaciones entre el ángulo
formado por las alturas (ZAHC) y el ángulo B. Dado que nos
interesa que sean suplementarios parece natural investigar la
relación con la suma de los ángulos A y C (que es suplemen-
taria del ángulo B).

Por ser cada altura perpendicular al ado, obtenemos:
ZHAC=90"-ZCy Z HCA=90" ZA, luego

ZHAC + ZHCA= 180'-(Z A+ ZC)y ZAHC =ZA+ ZC = 180' - Z-B

lo que demuestra nuestra conjetura para el arco más pequeño.
De la misma forma podemos comprobarla para el arco mayor.

Nuestra segunda conjetura se refiere a la congruencia de
ambas circunferencias. Al buscar resultados referentes a la
congruencia de circunferencias, vemos que dos circunferen-
cias son congruentes si y sólo si sus radios son iguales. Esto
nos hace pensar en el radio de la circunferencia circunscrita,
la relación reconocida es la dada por la ley de los senos:
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Dado que en ambos casos se trata del lado AC y los ángu-
los son suplementarios ambos radios son iguales y las circun-
ferencias son congmentes con lo que queda demostrada nues-
tra segunda conjetura.

Actividad 2. Rectas y ángulos

La situación inicial

En esta actividad nos proponemos estudiar las relaciones
que se establecen entre los ángulos determinados al intercep-
tar rectas. La situación más simple se produce al interceptar
dos rectas. esta será nuestra situación inicial.

Esta situación se presenta a niños desde los grados inicia-
les de la escuela y la geometría dinámica permite que estu-
dien en un ambiente de exploración y descubrimiento las re-
laciones entre las medidas de esos ánsulos.

Fig. l
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La figura 1 muestra una situación particular, quedan deter-
minados 4 ángulos y sólo dos medidas, los ángulos son igua-
les dos a dos.

En esta imagen se puede ver que los ángulos que se opo-
nen por el vértice tienen la misma medida mientras que los
que yacen sobre una recta (adyacentes) son suplementarios.
Para ver si esto se debe a una posición particular, movemos
las rectas y obtenemos que siempre se conserva esta relación
como ilustra la figura 2.

Estos resultados son los más elementales de la Geometría
y constituyen el punto de partida de la experimentación en es-
ta actividad.

T ]r lT . l:tjl:+l3r'lT'rTTFjTTtr

I  1 9 . 6 7 0
+

6 0 . 3 3 0
6ü .330

1  1 9 . 6 7 0

ElI f iCT FUHC

Fig.2

El ambiente de exploracíón

La situación que exploraremos, coffesponde al caso en el
que dos rectas son cortadas por una secante. No asumiremos
ninguna posición especial para estas rectas, comenzaremos
por considerar dos rectas en posición general y una tercera se-
cante a las dos.
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En la figura 3 se representa la situación, el hecho de que
las rectas están en posición general se refuerza con el uso de
la determinación de propiedades que posee el Cabri. En este
caso se puede apreciar que no son paralelas. Al ser dos rectas
se tienen 8 ángulos y por la propiedad de que los opuestos tie-
nen igual medida se ven reducidas a cuatro las medidas.

Para la búsqueda de relaciones entre estas medidas, utili-
zamos la estrategia heurística de mover la figura y comproba-
mos que en general esta es la situación, se tienen cuatro me-
didas independientes, se repite la situación analizada al prin-
cipio pero por duplicado.

Esto se ilustra en la figura 4 en otra posición

, ' h tr . Tyf .)lL'; 'il.lT'.v.'TT#lT'-'F
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El uso de los procedimientos heurísticos nos lleva enton-
ces a considerar casos especiales, en esta oportunidad un ca-
so especial se obtiene cuando las rectas son paralelas y se re-
presenta en la figura 5.

,'h tT . TT[.]ll ']TI.TT.pTT#IITF
9 7 . 8 5 0

8 2 . 1 5 0

8 2 . 1 5 0  I  ^ _  -
i  97.8so
I ¡sTR PRoPrEDfil

97.85o J 82.15o p"" r fÉ1"

82.  150 97.850
' 1 f f IH  6BD EI IñCT FUHC

Fig.5

En este caso especial las medidas diferentes se reducen a
dos, como en el caso de una sola recta, todos los ángulos agu-
dos tienen la misma medida y todos los ángulos obtusos tie-
nen la misma medida.

Este resultado sintetiza todos los teoremas relativos a ángu-
los entre paralelas cortadas por una secante y; por otra parte,
hace evidente que se trata de un resultado que se ajusta parti-
cularmente al caso de las rectas paralelas. Los alumnos pueden
comprender que la situación general no conduce a nada nuevo
y que se requiere el paralelismo para el nuevo resultado.

Comprobación de las conjeturas.

Para garantizar la veracidad del resultado, se requiere una
demostración. En la búsqueda de la misma también nos apo-
yamos en la Geometría Dinámica y la heurística. Guiándonos
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por la estrategia de analizar lo dado y 1o buscado, vemos en

la figura 5 que requerimos comprobar la igualdad de los án-
gulos que están en la misma posición.

Esa idea ligada al principio de movilidad, nos hace pensar

en la posibilidad de desplazar una recta respecto a la otra.

: I IT { I3O[.'#l'ir.llHITpiTTtr

|  , ,  , , ,

Mfi IH GBD EXñCT FUHC

Fig.7

Esta operación se representa en las figuras 6 y 7 , en las que

sólo se han representado las medidas de dos ángulos corres-
pondientes para simplificarlas. La figura 7 es el resultado de

realizar una traslación en la dirección de la recta secante y se
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puede comprobar que los ángulos de la misma denominación
se superponen, es decir, tienen la misma medida.

De esta forma se elabora el siguiente resultado: Cuando
dos rectas son cortadas por una secante, si dichas rectas
son paralelas, y sólo sí lo son, Ios ángulos de la misma de-
nominación son iguales y los de diferente denominación
suplementarios.

Actividad 3. Un estudio sobre ángulos en un triángulo

Lo que ya sabemos

En esta actividad continuaremos investigando sobre ángu_
los. En la anterior analizamos lo que se puede decir cuando
los ángulos se generan al cortarse dos rectas o cuando una
recta corta a otras dos y, en particular cuando esas dos rectas
son paralelas.

En esta actividad nos referimos a tres rectas en posición
general que determinan un triángulo y a todos los ángulos que
se generan en esa situación.

Dado que se tienen tres puntos en los que se interceptan
dos rectas, tenemos en total 12 ángulos que son iguales por
pares como se ilustra en la fisura 1..

F ig . l
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Resultan entonces seis medidas diferentes que resultan su-
plementarias dos a dos, con lo que tenemos tres valores inde-
pendientes como muestra la figura 2.

,'h tT . TT[.)T:']TTÍ.TT'FTT#jTTF
70.29ó->-_
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1 3 8 . 5 É o

F U H '

Fig.2

Nos preguntamos entonces si estos tres valores son real-
mente independientes o es posible encontrar alguna relación
entre ellos. El enfoque clásico consiste en postular directa-
mente la suma de estos valores ya sea que se anuncie de an-
temano que es 180" o no. La Geometría dinámica y el uso de
la heurística permiten plantear este problema en un ambiente
de exploración más libre y abierto a la búsqueda.

El ambiente de exploración

Ante una situación como la representada en la figura 2 es
difícil formular una conjetura razonable, por esta razón recu-
rrimos a la heurística y utilizamos la estrategia de considerar
casos particulares. En la situación presente eso significa fijar
el valor de alguna de las medidas.

Una idea puede ser considerar que uno de los ángulos es
recto, de esa forma quedan sólo dos valores independientes y
es más sencillo formular una conjetura.La figura 3 ilustra la
situación que resulta.
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Aquí resultan varias observaciones interesantes:

. La suma de los dos ángulos agudos es igual al ángulo
recto.

. La suma de cada uno de los ángulos exteriores es igual
a la suma de los dos interiores no adyacentes.

Una de las afirmaciones está muy ligada a la situación par-
ticular que hemos elegido, para ver si así se conservan recu-
mimos a la Geometría dinámica y transformamos la figura.
Vemos que ambas observaciones se conservan como ilustra la
fisura 4.

ESTE

so. tLo
7 0 . 6 1 0

. 3 9 0

1 6 8 . 6 1 0



Ahora es necesario desestimar el caso particular para ver
si las afirmaciones se conservan ya que una de ellas no de-
pende de que el triángulo sea rectángulo. Cuando lo hacemos,
es decir, prescindimos de la condición de que un ángulo sea
recto, vemos que en efecto se conserva la primera afirmación
como ilustra la figura 5.

Fig.5

En estas condiciones resulta natural comparar la medida

de cada ángulo exterior con la suma de las medidas de los dos
interiores no adyacentes pues eso ha sido sugerido por los re-

sultados anteriores.

Con respecto a los ángulos interiores, no se conserva la

condición de que la suma de dos de ellos sea igual al terce-
ro, pero podemos interpretar esta relación de una forma más

general. En este caso vemos que puede ser interpretado en el
sentido de que la suma de los tres es 180" y esa condición si

se ha conservado.

Ahora es natural dar movimiento a la figura y analizat la

suma de los ángulos como ilustran las figuras 6 y 1.
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Comprobación de las conjeturas.

Para la demostración de esta propiedad recurrimos la es-
trategia heurística de recordar otros resultados relativos a án-
gulos y de inmediato pensamos en los ángulos entre parale-
las. En estas condiciones no hay rectas paralelas pero pode-
mos introducirlas trazando una paralela a uno de los lados.

Eso es lo que hemos hecho en la figura 8 en la que apro-
vechamos la facilidad de medición de la calculadora para de-
terminar las medidas de los ángulos y comprobar más simple-
mente el resultado como ilustra la fisura 8.
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La recta paralela trazada descompone al ángulo exterior en
dos ángulos que son respectivamente iguales a los dos inte-
riores no adyacentes; esa igualdad se justifica porque cada
uno de ellos es un ángulo de la misma denominación que uno
interior cuando las dos rectas paralelas son cortadas por una
secante. En cada caso la secante es la recta que contiene a uno
de los lados del triángulo.

A modo de conclusión, los principales cambios en la direc-
ción del proceso de enseñanza aprendizaje están en la utiliza-
ción de los medios de enseñanza, especialmente el geoplano,
calculadoras y supercalculadoras, en la concepción de la ejer-
citación para darle cabida a este enfoque dinámico y en la uti-
lización de la heurística para propiciar las acciones de bús-
queda, lo que implica también un cambio importante en có-
mo aprender y enseñar la geometría y no tanto en qué conte-
nidos dar.

Los recursos tecnológicos se introducen como un medio
que complementa lo previsto en el programa y contribuyen a
una mejor comprensión de los contenidos establecidos.
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