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ESTUDIO DE SIMETRIA Y DE POSIBILIDADES DE LA
RESOLUCIÓN EXACTA DE LAS ECUACIONES DE
SCHRÓDTNGER Y HAMILTON _ JACOBI PARA UN
SISTEMA AISLADO

Primera Parte: Clasificación de los operadores de simetría
hacia tercer orden

Nikolay Sukhomlin*
Melvin Arias**

RESUMEN

Este articulo representa la primera parte de los resultados de nuestras
últimas investigaciones. Actualmente el estudio de simetía cle las ecua-
ciones diferenciales se considera como la etapa principal para abordar ra
construcción de las soluciones exactas y también como el método de bús-
queda cle los sistemas de coordenadas privilegiadas (los que permiten la
separación de variables). En la seguna parte del artículo vamos a concen-
tramos sobre estos temas; aquí sólo estudiamos los operadores de simetría
y los clasihcamos. Encontramos ocho agrupaciones de clases de equiva-
lencia de los operadores de simetría del tercer orden (estos resultados son
nuevos) y seis clases de equivalencia de los operadores del orclen I y 2

*  [Jnivcrs i t lad INTF.C: Cicncta-s Básic:s 1 'Amblentalcs
** lJnivcrsrdad Auttin¡¡nta dc Santo l)omineo: l)e partamento de Fisica
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(estos resultados son presentados en

conocen).

la forma más sencil la que los que se

PALABRAS CLAVL,

Simetría, ecuaciones de Schródinger y Hamilton-Jacobi

Introducción

Sea la ecuación de Schrodinger para una partícula libre en una
dimensión:

Áv=[ , * . ; * J * , ' , ' )=o
El problema de resolución exacta de esta ecuación y el es-

tudio de su simetría fue planteado y estudiado durante varios

decenios: véase ll,2] y su bibliografía, nuestros artículos [3,

4], etc. Por ejemplo, fueron construidos los operadores de

simetría hacia segundo orden y encontradas las soluciones in-

teresantes [5]. El problema de clasificación de los operadores

de simetría (las primeras integrales de movimiento) para una

partícula cuántica fue planteado en nllestro articulo [6] y de-

sarrollado en [41.

En este articulo presentamos el estudio sistemático de la

clasificación de los operadores cle simetría hacia tercer orden,

encontramos los resultados nuevos y ordenamos, precisamos

y corregimos los resultados conocidos.

( l )
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l. Las transformaciones de equivalencia

Planteamos el problema de las transformaciones que no va-

rían la estructura de la ecuación ( I ). Aplicándole a la ecuación

( I ) la transformación sisuiente:

{  =  Í ' ( l ) ,

x '  =  x ' ( t ,  x )

V  (1 ,  ) r )  =  a ( t ,  r )  V ' (  t ' ,  x ' \ ' (2)

e imponiendo la conservación de Ia estructura de la ecuación
(l) encontramos dos subgrupos de transformación:

1) Grupo de Galileo G:

t ' = a , ' ( t - t J ,

Í '  = a , ( x  -  p t  *  * u ) ,

(3 a)

(3 b)

ry'(t" x')

a ( t .  x 1 =

Ir
l . n '= V (f ,  .x) exp 1, 

'" t
L ) '

l r z lex r { - ;  
7 ,  

n  ,  o*  
|

-  t p 7 (3 c)

(3 d)

aquí cr (c * 0),t0" p, xs son las constantes cualesquie-

ra. Observamos que la constante ü puede tener cualquier

signo y la transformación (3) incluye la reflexión de la coor-

denada x.
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2) Grupo discreto

mación "Puntual" V

t ' = - l l t ,

x ' - - x l t .

N :  { u , u ' , V ' t , u ' }
se define así:

cuya transfor-

(4 a)

(4 b)

(4 c)

(4 d)

= 0

[ '* 
- i*],,u(r,.r) - a(t,*], ' t,:I i$ -;#J*'t", t:

d o n d e  . s ' ( / ) : d t ' l d t * 0  y  l a f u n c i ó n  a ( r . ' t )

definida por las relaciones (3 d) y (a d).

Las mencionadas

teratura [ l-3], Pero

transformaciones

tal representación

29

,4¡'(t ' ,¡ ') =V (1, x) .f *O{-t *1,
Í 1

I  l . x -
a ( t ,  x )  =  - r  exPf  ,  -

. 1 t  [  2 t l
Notamos que v * representa la transformación idéntica

y v t describe la reflexión de la coordenada x y a la multi-

plicación sirnultanea de la función de onda por -1. Es fácil

verificar que la ecuación (1) se transforma en cada caso de la

manera siguiente:

)

está

se conocen en la lt-

sistemática es nueva.



Usando el grupo total de

G 8 // podemos realizar

de simetría.

transfbrmaciones de equivalencia

la clasificación de los operadores

2. Clasificación de los operadores de simetría del

primer orden

Usando la condición de conmutación con el operador de la
r ^  ^ - ' l

ecuación (l):  I  A, B l= 0 buscamos losoperadores l ineales
L I

con respecto al momento:

Á  . . 4B = - ü ( t , r ) t -  + F ( ¿ , r ) .
, x

Se conoce que el resultado se presente como la combina-

ción lineal de tres operadores de base:

B = nÉr + nf|, + ¡É3 (m, n, r - con*) (5 a)

B , = (s b)

Aquí el operador de simetría É, corresponde a la ley de

consewación del momento lineal y el operador g. a la con-

servación de la coordenada inicial. El operador 9., es ope-

rador trivial: es evidente que cualquier constante está en con-
30



mutación con un operador lineal. Estudiamos ahora la trans-

formación de estos operadores generada por cada subgrupo de

equivalencia:

l) Sea el subgrupo G:

o - t ü ,  a ( t , x )  =  c r  f i ' ,  *  r  =  u ( - r d i d x ' ) *  p  ( 6 a )

o-t Era(t, x) = c¿-r A; - ., to üi + :o (6 b)

Concluimos que si en (5 a) n l0 , entonces por la elección

to = mlno. y 1xo = -¡. siempre es posible el iminar los

términos con É, , É r. Si ¡r = 0 entonces se queda sólo el

operador É, : el término con É, se elimino por la elección

de la constante p. Entonces el subgrupo G permite reducir

todo conjunto de los operadores de tipo (5 a) a sólo dos cla-

ses, cuyos representantes más sencillos to.t É, y É, (aquí

despreciamos los primas en los operadores). Vanros a ver que

estas clases son equivalentes relacionadas con las transforma-

ciones del subgrupo N.

2) Sea el subgrupo N:

o - ' 8 ,  a ( t ,  x )

n  t  É . a ( t  , . x \

i t ' á  ! dx '  +  i= B ' r =

- -Él
(7 a)

(7 b)
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El hecho de que el subgrupo de equivalencia (4 a) y (a b)

transf<¡rma mutuament" É, 
"n 

É. y viceversa, está demos-

trado en nuestro articulo [41. Así concluimos que todos los

operadores de tipo (5 a) entran en una sola clase de equivalen-

cia relacionada con el grupo total G I N cuyo representante

más sencil lo es É, (o É " ,  ? nuestra elección).

3. Clasificación de los operadores de simetría hacia

tercer orden

Buscamos un operador de tercer orden:

B: ia(r , ' )  
*  

-á(r ,  ¡ )  
# 

-  
"  

( r ,  r )  
*  

+d (r ,  . r )  + i , /  ( r ,  r )  
$

de la condición de conmutación [ Á, É ] 
= o. Después de

cálculos sencillos obtenemos las funciones: a, b, c', d, f, lo

que nos permite presentar dicho operador como una combina-

ción cubica de tres operadores de base (5 b):

s  =  p  B i *  F  {É l  ñ ,  *  e ,0 i ) *  r  (ü l  ¡ ,  *  e ,n ¡ ) *

*  e r ;  * É  ( É ,  É .  +  É , e ,  ) *  p n ¡  *  u É ,  + r ' ¡ É ,  +  Q

donde las constantes P ,  0 , Y , 6 ,  E ,  € ,  P ,  Y , Q , 0  s o n

S B i  +

¡ t r  ( 8 )

1 ¿



cllalesquiera. Ahora con la transformación (3) del subgrupo

G y las formulas (7) empezamos la clasif icación de los opera-

dores de simetría de tercer orden (8):

Aquí crl, p .v , I son las constantes (los parámetros) cua-

lesquiera. Si en la formula (8) todos los coeficientes delante

de los operadores de tercer orden se anulan, pasamos a la cla-

sificación de los operadores de segundo orden:

r  83 ,  +  (É ,  s i  +  ü í8 ,  ) * *  É f  +  pe i  +v  82  + r t  A r ,

z  B :  - ( B , a f  + É i b , ) * o e l  + P B ;  + v B ¡ + r l  B r '

3  B ;  +  É f  +  r t B i  * v  É ,  + t  É , ,

4 . É i  -  n i  *  p É l  + v É ,  + l É , ,

5  É ;  +  p É f  + v  É ,  * t É , ,

6 .  b iB ,  +B ,B l  +  e i  *  pÉ f  +vÉ ,  + r ¡É , ,  (e )

7 . * i É ,  +  B , É i  -  É i  +  p B l  + v  É ,  + { B '

8 . É 1 É , * É , b 1  *  r r É i  + u É , * { ñ , ,

9 .  ñ , ü i  +  É f É ,  *  É l  + v  É ,  + t ü ¡ ,

l o .  É , s i  n  É i É ,  + v É ,  + t É , ,

l l .  É i  + É l  + r É , .

t2  f l l  * t tÉ ,

33



r .  É l  +  n i , ( 1 0  a )

( 1 0  b )

( 1 0  c )

( r0  d )

(10  e )

2 i i '  -  É i ,

3 .  B . 8 ,  +  8 ,  B ,

4  B i * É , ,

s . É i .

También conocemos del párrafo 2 que todos los operadores del

primer orden se agrupan en una sola clase de equivalencia:

l '  É , '

Ahora podemos establecer equivalencia de algunas clases

de los operadores de simetría usando las transformaciones del

subgrupo N (4) y las formulas (6). Así encontramos que las

clases 9 y l0 de los operadores del tercer orden de las formu-

las (9) son equivalentes a la clase 8 para los valores específicos

del parámetro p . De la misma manera, las clases l l y l2 de

las formulas (9) entran como casos particulares en la clase 5.

Estos resultados permiten fbrmular el teorema siguiente.

Teorema 1. Sea el operador Á ¿, kt ecuac'ión (l). Todos

Ios operadores lineales diJbrencioles haciu tercer orden que

(:onnlutan con i entran en una de 14 clases de equivalent'ia

síguientes:

-'14
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los o¡terodores del tercer orden: r:lases de I a I de lctJ'ornula (9),

los operadores del segundo orden; clases de I a5 de laJLtrmula(10).

los operadores del printer orden; una sola r:lase de taJormttta (ll).

Notamos que todas las clases de los operadores del tercer

orden son parametrizadas por tres o cuatro parámetros cua-
lesquiera, lo que significa que en realidad tenemos no ocho
clases, sino ocho agrupaciones de clases de equivalencia de
los operadores de simetria. Contrariamente a este hecho, los
representantes más sencillos de seis clases de equivalencia de
los operadores del primer y del segundo orden no tienen nin-
gún parámetro.

En nuestro articulo [3] encontramos todas las 5 clases de los
operadores del segundo orden, pero los representantes men-
cionados contienen algunos parámetros. Aquí comprobamos
que estos resultados se pueden simplificar: véase la formula
( I 0). La solución particular de la ecuación de Schródinger ( 1 )
en la forma de una onda sin dispersión del articulo [5] también
entra en nuestra clasificación mientras que sea parametrizada:

la integral de movimiento coffespondiente entra en la clase de
equivalencia4 de la fornrula (10).

Además en nuestro trabajo antecedente [3] hacernos la dis-

t inción enrre las clases É, y É, de los operadores del pri-
mer orden. El estudio actual muestra que éste es inútil visto
que estos operadores son equivalentes con respecto al subgru_
po N. La clasificación de los operadores de simetría hacia el
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segundo orden mencionada en el libro [2] no corresponde a

la nuestra porque está hecha en función de la posibilidad de

separar las variables en la ecuación (l).  Observamos que el

autor menciona también seis clases de los operadores del se-

gundo y del primer orden.

Concluimos que la clasificación definida por el Teorema I

contiene todos los casos conocidos en la l i teratura de los ope-

radores de simetría y es más compacta que ciertas clasificacio-

nes antecedentes. Todos los resultados relacionados con los

operadores del tercer orden son nuevos. También podría ser

interesante estudiar los operadores de simetría que no están en

conmutación con el operador Á de la ecuación ( I ), sino solo

en el caso cuando el conmutador sea proporcional a Á.

3 6
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