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Quais teorias e métodos para a pesquisa sobre
o ensino da matemdatica?”

What are the theories and methods guiding
research on the teaching of mathematics?

Quelles théories et quelles méthodes pour les
recherches sur I'enseignement des mathématiques?

Raymond Duval™

Resumo: A matematica provoca dificuldades de compreensdo que nio sio encontra-
das em outras disciplinas. A escolha de uma teoria e de um método para recolher e
analisar os trabalhos dos alunos depende do ponto de vista do qual nés nos baseamos
para estuda-los. Neste artigo, examinaremos e faremos uma comparacio dos aportes
especificos dos pontos de vista matematico, cognitivo e pedagogico para analisar os
processos de compreensio e de aquisi¢io de conhecimentos em matematica. Com este
objetivo abordaremos quatro questdes: a) os critérios de compreensio sio 0s mesmos
segundo estes trés pontos de vistar; b) o sucesso matematico em um problema implica
a compreensio de um ponto de vista cognitivo?; ¢) como distinguir tipos de erros para
analisar as causas de incompreensio?; d) as progressdes construidas a partir de andlises
em termos de “pré-requisitos” favorecem ou ignoram o desenvolvimento cognitivo
especifico que permite compreender em matematica? N6s mostraremos que a impor-
tancia particular do ponto de vista cognitivo vem do fato de que a atividade matematica
tem sempre duas faces.

Palavras-chaves: Critério de compreensido. Decomposicio de um conhecimento.
Reconhecimento.

Abstract: Mathematics presents some difficulties of comprehension which are not
found in other subjects. The choice of theories and methods to collect and analyze
students’ work depends on the perspective taken to study them. This paper examines
and compates the mathematical, cognitive and pedagogical perspectives to analyze the
process of comprehension and acquisition of mathematical knowledge. With this aim,
four issues are approached: a) are the comprehension criteria the same under the three
perspectives?; b) does mathematical success with a problem mean comprehension of a
cognitive viewpoint?; ¢) how can types of error be distinguished in order to analyze the
causes of lack of comprehension?; d) do progressions built on “pre-requisite” analyses
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favor or ignore the specific cognitive development which leads to the comprehension
of mathematics? The paper shows that the particular importance of the cognitive
perspective stems from the fact that the mathematical activity has always two sides.

Keywords: Criterion for comprehension. Decomposition of knowledge. Recognition.

Resumé: Les mathématiques soulevent des difficultés de compréhension qu'on ne
retrouve pas dans les autres les autres disciplines. Les choix d’une théorie et d'une méthode
pour recueillir et analyser les productions des éleves dépendent du point de vue auquel
on se place pour les étudier. Dans cet article nous examinerons et comparerons ’'apport
spécifique des points de vue mathématique, cognitif et pédagogique pour analyser
les processus de compréhension et d’acquisition de connaissances en mathématiques.
Dans ce but nous aborderons quatre questions: a) les criteres de compréhension sont-
ils les mémes selon ces trois points de vue?; b) la réussite mathématique a un probleme
implique-t-elle la compréhension d’un point de vue cognitif?; ¢) comment distinguer
des types d’erreurs pour analyser les causes d’incompréhension?; d) les progressions
construites a partir d’analyses en termes de «prérequis» favorisent-elles ou ignorent-elles
le développement cognitif spécifique qui permet de comprendre en mathématiques?
Nous montrerons que I'importance particuliere du point de vue cognitif vient du fait
que I'activité mathématique a toujours deux faces.

Mots clés: Criteres de compréhension. Décomposition d’une connaissance.
Reconnaissance.

Introducéo

Esta questdao pode parecer ingénua ou deslocada, porque as pesquisas so-
bre o ensino da matematica sdo atualmente uma especialidade académica bem
identificada e diretamente ligada a formacdo dos professores. Porém ela se im-
poe, uma vez que o campo de pesquisas ¢ vasto e diverso. Em primeiro lugar,
existe a heterogeneidade dos grupos de alunos aos quais o professor de mate-
matica se dirige: todos os alunos do Ensino Fundamental ao Ensino Médio; em
seguida os subgrupos de estudantes que seguem areas cientificas ou técnicas.
Existe uma diversidade de areas, nas quais é necessario transmitir experiéncias
adquiridas: os nimeros, a geometria, a andlise, a algebra, as estatisticas, etc. Exis-
te, também, a renovagao dos métodos ou dos instrumentos didaticos, como, por
exemplo, a utilizacdo da informatica. Existe a evolucio das expectativas sociais
em termos de formacdo dos individuos, aos quais as reformas sucessivas dos
programas tentam atender.

O campo das pesquisas sobre o ensino da matematica é, portanto, muito
fragmentado. O que pode existir em comum entre pesquisas sobre as atividades
numéricas ou sobre a geometria no Ensino Fundamental, pesquisas sobre a in-
trodugdo da algebra ou sobre a exigéncia das “provas” no Ensino Fundamental,
pesquisas sobre a andlise ou sobre a algebra linear na universidade? Os perfis
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de alunos nio sio os mesmos do ponto de vista do nivel de desenvolvimento
intelectual e das orienta¢oes de futuro proximo ou longinquo, pois em todos
os casos fazem “matematica” resolvendo problemas que mostrariam a utilidade
pratica ou o interesse estético das matematicas. Mas isto ndo estabelece nenhum
consenso entre aqueles cujos trabalhos baseiam-se em conteidos matematicos
que sdo diferentes, que sdo ensinados a grupos diferentes e com objetivos de
formacdo diferentes. Qual é entio o dominio de validade das “teorias” as quais
a pergunta se referer Fica este dominio restrito ao campo particular de pesquisa
para o qual esta ou aquela teoria foi, de inicio, elaborada, ou ele pode se expandir
a todos os niveis do ensino da matematica? Uma teoria pode mesmo englobar
todos os pontos de vistas que se podem ter sobre a organizacio do ensino e
sobre a escolha de seus conteudos?

Para apreender a razdo profunda e o objeto das pesquisas em didatica, é
necessario lembrar as duas mudancas que criaram a situagdo radicalmente nova
na qual o ensino da matematica se encontra atualmente. De inicio, houve aquilo
que entdo se chamou a “massificagio do Ensino Fundamental”, com a abertura
de um mesmo programa de estudos para todos os alunos até dezesseis anos.
Houve a necessidade de uma outra abordagem matematica dos conteudos en-
sinados para uma pedagogia mais ativa e, 20 mesmo tempo, para a adaptagio a
um contexto tecnologico que exigia mais conhecimento matematicos. Isto fez
surgir a urgéncia de uma questao que, até este momento, nao existia nesta escala
demografica e sob a pressdo cultural de uma “alfabetizacio matematica™ por
que a matematica provoca dificuldades de aprendizado que ndo sdo encontradas
em outras disciplinas e por que estas dificuldades se mostram insuperaveis para
muitos alunos? Esta questdo das dificuldades especificas no aprendizado da ma-
tematica constitui, evidentemente, o maior desafio do professor. Ela se encontra
em todos os niveis do curriculo. Respondé-la é o maior objetivo das pesquisas
sobre o ensino, uma vez que ela se relaciona com a compreensao e com a capaci-
dade de utilizacio da matematica pelos alunos. Mas como? F af que se encontra
nossa pergunta inicial sobre as teorias e os métodos exigidos para conduzir estas
pesquisas.

Para descrever os processos de compreensio ¢ necessario importar teorias cog-
nitivas mais gerais como se fez com o modelo construtivista de Piaget, como se fez
mais recentemente com a semiotica de Peirce e como se comega a fazer pelo an-
gulo das neurociéncias? Ou, a0 contrario, ¢ necessdrio privilegiar o estudo epistemoldgico
da construgdo dos objetos on das nogoes matematicas e a pesquisa dos tipos de problemas
que conduziram ao desenvolvimento deles? Em outras palavras, qualquer que
seja a teoria que se escolha, é necessario questionar, por um lado, sobre sua perti-
néncia em relacdo aos problemas especificos de compreensio que o aprendizado
da matematica provoca e, por outro lado, sobre seu dominio de validade. Para
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0 caso no qual a teoria é pertinente, ela é valida somente para alguns conteudos
matematicos, para um nivel de ensino ou ela se aplica as diferentes 4reas da ma-
tematica e aos diferentes niveis de ensino?

Para analisar os fendmenos de compreensio e de aquisi¢io de conheci-
mentos pelos alunos, é necessario privilegiar métodos relativos aos dados qua-
litativos colhidos “em campo” durante o trabalho em classe? Ou, ao contrario,
¢ necessatio privilegiar métodos relativos a dados quantitativos, baseados nos
desempenhos e nas respostas matemadticas dos alunos ao final de uma sequéncia
de aprendizado? Em outras palavras, quaisquer que sejam o método e o tipo
de dados escolhidos, é necessatio se perguntar sobre os critérios obtidos na andlise dos
trabalhos dos alunos para determinar um indicador de compreensio ou uma real
aquisicao que possa ser utilizada posteriormente em outros contextos. A valida-
de dos resultados e a confianca na interpretacdo destes resultados dependem da
escolha dos critérios de compreensdo assim como do nivel de reagrupamento
dos elementos que a analise dos trabalhos nos leva a distinguir. O que se trata de
avaliar aqui ndo ¢ somente a aceitacdo de um resultado, mas sua contribuicio e
a possibilidade de sua utilizacdo em outros trabalhos. Esta é a condi¢do de um
progresso real nas pesquisas sobre o ensino da matematica.

Sdo todas estas questdes que vamos retomar e desenvolver neste artigo.
Elas mostram a complexidade particular, muito frequentemente subestimada,
das pesquisas sobre o ensino da matematica. Esta complexidade esta ligada ao
fato de que este campo de pesquisas provoca varios pontos de vista totalmente
diferentes e que nao devem jamais ser confundidos: ponto de vista matemati-
co, ponto de vista epistemoldgico, ponto de vista cognitivo, ponto de vista dos
alunos, ponto de vista dos professores, ponto de vista institucional, etc. Isto se
deve a0 fato de que os fenémenos observados e os problemas a explorar estdo
longe de ser os mesmos dependendo do ponto de vista do qual sio observados.
Este é o ponto ainda ndo atingido pela maioria das pesquisas, isto é: a relagio
entre estes diferentes pontos de vista. Existe um ponto de vista que seja central e
superior aos outros ou que os englobe? Ou, ao contrario, certos pontos de vista
sdo igualmente importantes e, até mesmo, localmente incompativeis em relacdo
a0s outros?

Vamos retomar todas estas questdes observando uma ordem inversa da-
quela que ¢ classicamente exigida para a submissio de um artigo para um con-
gresso, de um artigo para uma revista e para a redagdo de memorial ou de uma
tese. Comegaremos pela questdo dos critérios de compreensio em matematica e
mostraremos que existem dois pontos de vista essenciais e igualmente irreduti-
veis: 0 ponto de vista matematico e o ponto de vista cognitivo. Realcaremos que
o ponto de vista cognitivo ¢é irredutivel em relagdo ao ponto de vista psicolégico
ou pedagogico, porque se deve considerar a situacdo epistemoldgica do modo de
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acesso a0s objetos matematicos. Em seguida, abordaremos a questio metodo-
légica da analise e da interpretagdo dos trabalhos dos alunos. Esta analise exige
uma dupla codificagdo. Veremos os problemas especificos que isto suscita. O
primeiro esta relacionado a possibilidade ou nio de interpretar os sucessos no
que diz respeito a compreensio ou aquisi¢do de um conhecimento pelos alunos.
O segundo relaciona-se a necessidade de nunca confundir dois tipos de erros que
sdo radicalmente diferentes, tanto no plano da observa¢iao quanto no plano das
razoes manifestadas de incompreensao. Enfim, abordaremos a questio da esco-
lha de uma teoria que, lamentavelmente, se destaca em demasia nas pesquisas ou
na formacao para a pesquisal No6s veremos que #za teoria ¢ sempre ligada a nm ponto
de vista e a um s, mesmo que este ponto de vista deva sempre se articular com o
ponto de vista matematico.

O que se deve compreender em matematica? Pontos de vista
cognitivo e matematico

Na matematica, mais que em todas as outras disciplinas, é necessario com-
preender para poder aprender. Somente se pode aprender matematica e con-
cluir as atividades propostas se compreendermos nio somente as instrugoes e 0s
enunciados de um problema, mas também aquilo que se pode fazer para buscar
resolvé-lo e por que aquilo que se encontra estd certo ou errado. A repeti¢io sem
reflexo ndo gera nenhuma aquisicao real e util. Isto se deve a que utilizar este
procedimento ou considerar explicacdes advindas dele conduz frequentemente
a resultados erréneos e confusos que mostram que “nio se entendeu”, ou que
o conhecimento subjacente nio foi adquitido. Esta exigéncia constante de com-
preensio coloca o ensino da matematica em uma situagdo muito particular em
relacdo a todos os outros ensinos e aponta a uma primeira pergunta sobre aquilo
que se entende por “compreender”. Aqui, divergéncias profundas aparecem en-
tre o ponto de vista matematico e o ponto de vista cognitivo.

Compreender: poder justificar ou de inicio reconhecer?

Do ponto de vista matematico, a compreensao deve responder a exigéncia
epistemoligica de prova que é comum a todo conhecimento cientifico. Sem duvida,
nao se trata aqui de demonstrar no senso estrito do termo, mas ¢ necessatio ao
menos poder explicitar as propriedades utilizadas que “explicam” como se chega a
solu¢do de um problema e por que “isto da certo”, ou por que outras solu-
¢bes “ndo podem dar certo” mesmo quando elas sdo aparentemente evidentes
(DUVAL, 2011a). Do ponto de vista matematico, a compreensio comega com
uma explicagdo que se baseia na utiliza¢do de propriedades matematicas. A fina-
lidade do ensino é, entdo, transmitir o conhecimento destas propriedades, dos
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numeros, das fungoes, das relagoes espaciais topoldgicas, afins, métricas, etc.
Nesta perspectiva, o desenvolvimento da compreensdo no aprendizado se reduz a
um processo de conceitnagdo, isto é, de “construcao” de um conhecimento relativo a
cada propriedade e a sua utilizagio matematica ou pratica, respeitando as restti-
¢Oes matematicas sobre suas ordens de aquisi¢io.

De um ponto de vista cognitivo, a compreensao é guiada pelo modo de acesso
aos objetos estudados. Fora deste ponto de vista, os matematicos se encontram em
uma situacio epistemoldgica totalmente a parte em relagdo as outras disciplinas
cientificas, mesmo se eles dividem a mesma exigéncia de prova. O acesso aos
objetos matematicos ndo ¢ nem sensorial nem instrumental, como em fisica ou
em quimica, mas ele passa pela produgio de representagoes semidticas que nao devem
jamais ser confundidas com os objetos que elas representam (DUVAL, 2008).
Do ponto de vista cognitivo, compreender em matematica é, antes de tudo, reco-
nhecer os objetos matemdticos representados.

Este reconhecimento atinge rapidamente um duplo obstaculo. Existe, de
inicio, o fato de que muitas destas representacoes dao lugar a um reconhecimen-
to imediato que, feito, vai de encontro ao reconhecimento daquilo que é mate-
maticamente representado. B o caso, por exemplo, de todas as representacdes
cujo conteudo é puramente visual, como as figuras em geometria, os grafos, os
graficos, etc. Elas impSem um reconhecimento perspectivo e iconico das formas
que impedem de ver aquilo que é matematicamente representado; assim o uso da
linguagem natural em matematica é bastante equivocado. Isto ja aparece com os
termos antagonicos utilizados nos enunciados de problemas para qualificar nt-
meros fornecidos ou nimeros a ser encontrados e que designam a0 mesmo tem-
po quantidades ou grandezas e operagdes sobre os nimeros relativos “ganhar/
perder”, “aumentar/diminuit”, etc. Existe sobretudo o paradoxo cognitivo que
sustenta a impossibilidade cognitiva de um duplo acesso aos objetos matemati-
cos: falta de acesso perceptivo ou instrumental de um lado, e somente um acesso
semibtico. O problema crucial da compreensido no aprendizado da matematica
leva a este paradoxo. Ele insere os alunos em uma questiao que se pode represen-
tar pelas duas perguntas formuladas a seguir: como reconhecer que duas repre-
sentacoes semidticas diferentes sdo representagoes do mesmo objeto, se nao se
tem um acesso ndo semidtico aquilo que é representado? Inversamente, como
reconhecer que duas representagbes semioticas diferentes cujos conteudos siao
quase equivalentes representam ou ndo representam dois objetos diferentes, se
somente se dispoe destas representacoes?

A divergéncia entre estas duas abordagens de critérios de compreensao
parece ser tdo forte que, se colocada sob um ponto de vista, parece perder o ou-
tro. Do ponto de vista matematico, a abordagem cognitiva nos conduz a ignorar
os contetidos matematicos e a esquecer que nio se pode aprender matematica
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sem “fazer” um pouco de matematica. Assim, é evidente que, face aos traba-
lhos dos alunos, os professores reagem quando estimam que seus alunos “nio
entenderam”. Do ponto de vista cognitivo, “fazer” matematica exige atitudes
intelectuais que ndo estdo ligadas a um contetido matematico particular e que,
além disso, ndo sdo nunca solicitadas em outras disciplinas. Isto se deve a que
as maneiras de raciocinar, de definir, de ver e de propor problemas nio sdo os
mesmos da matematica e fora dela. O que ocorre com mais frequéncia é esta
diferenca incompreensivel, e nunca explicada, quando os estudantes dizem “eu
ndo entendi” ou “eu nio entendi nada”.

Os processos cognitivos do reconhecimento dos objetos matematicos

Ser capaz de reconhecer o mesmo objeto em duas representagdes semi-
oticas diferentes implica que, se uma s6 é dada, é possivel espontaneamente
converté-la em outra e mesmo em uma terceira. Esta é a primeira condi¢do para
ser capaz de comegar a procurar pela solucdo de problemas. Em matematica,
reconhecer um objeto representado e converter a representacao dada para outras
representacdes levantam os mesmos processos cognitivos. Isto ndo é uma ques-
tdo de meméria ou de associagdo, uma vez que o fato de ja ter visto as represen-
tacoes dadas e aquelas que devem ser trabalhadas ndo ajuda em nada.

Dois pontos sao essenciais para analisar o funcionamento cognitivo das
representacOes semiodticas. De inicio o conteudo de uma representacio, quer di-
zet, o que ela apresenta explicitamente nunca é o objeto em si mesmo se ele pa-
rece ter uma semelhanca, como no caso das imagens (as representacdes icOnicas
de Peirce). Em seguida, e sobretudo, o conteddo de uma representacio semidtica
ou ndo semiotica depende do sistema semibtico, fisico ou neurologico, que € es-
pecificamente trabalhado para produzir a representagdo e ndo somente o objeto
representado. Isto ocorre porque os contetidos das representacoes de um mes-
mo objeto mudam completamente conforme o sistema que foi trabalhado para
produzir uma representacio. Existem muitos conteudos potenciais diferentes
para representar um objeto, e sistemas diferentes permitem a produ¢io de uma
representacdo. Como ja foi dito anteriormente, os objetos matematicos possuem
esta particularidade, isto ¢, seu acesso esta restrito a uma tnica producao de re-
presentagoes semioticas.

Os processos cognitivos de reconhecimento de um mesmo objeto mate-
matico estdo baseados em fazer a correspondéncia entre as unidades de sentido
que se podem distinguir dos conteudos respectivos de duas representacoes di-
ferentes. O reconhecimento nio resulta do conhecimento anterior do objeto ou
de uma de suas propriedades. Tomemos um exemplo classico: uma “situacao
problema” de divisdo dada aos alunos de 7-8 anos para introduzir a nogio de
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divisio. Uma professora propde o seguinte enunciado, acompanhado de um ma-
terial para ajudar a compreensao do enunciado e para fazer as manipulagSes. Em
seguida, apos os alunos efetuarem as manipulagoes, ela pede para desenhar o que
eles representaram com o material (VANHEULE-HAEK, 2001).

Figura 1 - Uma situacdo contendo um problema de divisao

ENUNCIADO DESCRITIVO MATERIAL (manipulagio)
Uma situagio de divisao: Retangulos para os vagoes
Transportam-se 30 carros em vagoes. Trago para os carros

Cada vagio pode transportar 3 carros.
Quantos vagoes sao necessarios para transportar todos
os carros?

Fonte: O autor.

A apresentacio deste problema mobiliza trés registros, zas a atividade cogni-
tiva que permite tomar consciéneia da divisdo exige uma correspondéncia das unidades
de sentido dos contetdos de dois tipos de representagio: de um lado, a dupla
sequéncia de unidades representadas por retaingulos e por tragos e, de outro lado,
a dupla sequéncia de nimeros correspondendo respectivamente a contagem dos
retangulos e dos tragos (representamos por flechas as diferentes correspondén-
cias das quais os alunos devem ter consciéncia).

Figura2 - As diferentes correspondéncias entre as unidades de sentido dos conteddos
das representagoes

UMA DUPLA DESCRICAO NUMERICAW' Um DESENHO (esquematizado ou nio)exigindo

contagem: ¢ (1) a produgio de DOIS TIPOS DE UNIDADES COM
FIGURAS correspondendo aos dois tipos de objetos
; j 49 materiais
1 2 3] —

uma relagao constante entre os elementos das dua
sequéncias numéricas que condnzem ao €SCrito

simbolico 10 x 3 2) a REPETICAO do mesmo nimero de unidades /
figuras (vagoes) até 30 tragos (carros)

L[]
5858684648

ou 30:3

Fonte: Duval (2008, p. 48).

Os desenhos dos alunos e a conta feita sobre o desenho fizeram aparecer
dois tipos de dificuldades. De inicio, para alguns, dificuldades no nivel de pro-
ducido de um desenho que respeite os dados do enunciado. Em seguida, e é o
mais importante aqui, a auséncia de consciéncia da dupla descricao numérica do
desenho gue eles tinham feito para representar o niimero de vagoes em fungdo do nilmero de
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carros. Isto se traduziu pela Gnica escrita de uma sequéncia de operagoes de soma,
na qual, para obter o numero 30: isto é, 3, 3..., seja 3+3+... Em outras palavras,
nao ha nenhuma tomada de consciéncia da correspondéncia entre as duas con-
tagens e os dois tipos de unidades figuradas produzidas.

De um ponto de vista cognitivo, a necessidade de uma representagio de duas
contagens em duas sequéncias paralelas de nimeros era tdo essencial quanto a necessi-
dade de um desenho a partir do matetial dado e manipulado. Isto se deve a con-
di¢do para que seja feita a dupla correspondéncia de unidades de sentidos que é
requisitada para comecar a tomar consciéncia das operagoes de multiplicagdo e
de divisao.

—aquela que é a conversido do desenho em um escrito de nimeros coe-

rentes com o conteido do desenho, o qual é composto de dois tipos de
unidades figuradas a serem contadas separadamente.

— aquela entre os termos sucessivos das duas sequéncias de nimeros. Ela
permite observar a constincia de uma relacio quando se passa de um
termo de uma sequéncia ao termo correspondente de outra.

Pode-se entio observar os dois impasses da organizacdo da sequéncia da
atividade, que a professora tinha, portanto, de maneira admiravel, organizado se-
gundo os critérios didaticos ensinados em formacio dos professores. De inicio,
o desenho nio serve a nada por ele mesmo se nio for coordenado com um outro
tipo de representagao. Neste caso, esta ¢ uma descricdo numérica por contagem.
Em seguida, tem-se a dupla descricio numérica que ¢ implicita e rapidamente
mobilizada pela producdo de desenhos dos dois tipos de unidades figuradas na
escrita de tnica sequéncia de nimeros. Tudo se passou como se o conteudo da
escrita das opera¢oes multiplicativas (10x3 e 30:3) tivessem sido identificadas na
operacdo matematica por si mesma. Pode-se ver também que os objetivos de
uma sequéncia de ensino para introduzit a operagio de divisio deveriam ter sido
combinados de forma maltipla e heterogénea, uma vez que a situagdo problema
de divisdo assim o exigia para que a finalidade do aprendizado fosse atingida.
Nada surpreendente entdo que a professora tenha concluido que o desenho era
uma fonte adicional de dificuldades ao invés de ser uma ajuda ou meio de cons-
truir uma “imagem mental”, como ela havia acreditado, e que ela tenha renuncia-
do em seguida a tal recurso para este tipo de aprendizado.

Este exemplo ndo tem nada de excepcional. Encontramos os mesmos
curtos-circuitos cognitivos em quase todas as analises de resolu¢io de problemas
que foram escolhidas para introduzir novos conceitos e nas variaveis didaticas
selecionadas para organizar as sequéncias de atividades em sala de aula.
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Compreender do ponto de vista psicolégico e pedagégico

Existem, evidentemente, pontos de vista para determinar critérios de
compreensio no aprendizado da matematica. Embora os pontos de vista sejam
periféricos em relagdo aos critérios matematicos € cognitivos, porque eles nao
levam em conta a exigéncia epistemoldgica comum a todo conhecimento cien-
tifico e aquela da situacdo epistemoldgica especifica aos matematicos, eles sio,
contudo, importantes para poder avaliar as reais aquisi¢des ao final de um ciclo
de ensino ou de contribuicao.

Do ponto de vista psicologico, os critérios de compreensao sio relativos
nao tanto aos desempenhos - sucesso ou fracasso - quanto as suas modalidades.
Dois critérios sdo entdo importantes. O primeiro é o tempo de reagdo ou de
resposta. Assim, nao ¢ absolutamente a mesma coisa ter sucesso em tarefas que
pedem somente poucas operacOes ou transformagoes de representagao, em dois
minutos, dez minutos ou mais de meia hora. A compreensio implica uma relati-
va espontaneidade de resposta, porque, sem esta rapidez, ndo ha mais nenhuma
disponibilidade de atenc¢do possivel quando outras informacdes ou outras tarefas
devem ser consideradas no mesmo tempo. E o que os psicélogos chamaram a
“sobrecarga cognitiva”. O segundo critério ¢ a possibilidade de transferéncia, a
qual é frequentemente entendida no sentido de uma aplica¢ao a outros contextos
que aquele no qual se fez o aprendizado. Mas, de fato, diz respeito a possibilidade
de facilitar outros aprendizados que se farao mais rapidamente. Neste sentido, a
compreensio implica o desenvolvimento da capacidade de “aprender a apren-
der”. Mais concretamente, isto significa que a compreensio desenvolve uma ca-
pacidade de iniciativa e de controle em situa¢oes que sdo inteiramente novas para
o sujeito, o que é o caso, por exemplo, para a resoluciao de problema.

O ponto de vista pedagdgico se baseia na vivéncia dos alunos, quer dizer,
no que eles sentem quando sao colocados em situacao de aprendizado. Cada alu-
no tem uma personalidade e uma histéria proprias. Aqui outros fatores intervém:
o interesse pelas tarefas ou pelos tipos de atividades propostas (a “motivaciao”),
a interacdo com outros alunos em funcdo da situacdo na sala de aula (“igual
aos outros ou melhor”) e a “conflanca em si” e em suas proprias capacidades.
Sdo geralmente os dois primeiros critérios pedagdgicos que chamam a atencio
e que sdo levados em conta para a organizacao do trabalho em sala de aula. Mas
¢ o terceiro que determina um critério de compreensao, porque ele é um efeito
imediato deste critério, em que a compreensio ¢ vivida como uma experiéncia
de autonomia intelectual. Este critério junta-se ao critério psicolégico do desen-
volvimento da capacidade de aprender.
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Questoes metodolégicas relativas ao estudo dos problemas de
compreenséo no aprendizado da matemadtica

Sio os trabalhos dos alunos, obtidos no quadro das atividades a eles pedi-
dos, que permitem estudar os problemas de compreensio em matematica. Eles
constituem os unicos dados que possibilitam extrair as condi¢Ges e as variaveis
cognitivas que devem ser consideradas no aprendizado da matematica. Enquan-
to que a interpretagdio matematica dessas condi¢les e variaveis, com uma fi-
nalidade de avaliacdo, ndo apresenta nenhuma dificuldade maior, sua utilizagao
no trabalho de pesquisa coloca duas questdes de ordem metodoldgica. Quais
situagdes de producdo permitem observar os fenémenos de incompreensio e de
compreensio? Como analisar os trabalhos gravados, de maneira a que a inter-
pretagdo deles traga conhecimentos uteis sobre os fatores de desenvolvimento

da compreensdo da matematica para fodos os alunos, sobre um perfodo de uma
década, de 6 a 16 anos?

Quais sé@o os dados para estudar os fenémenos de compreenséo e
de incompreenséao

As publicacbes e as teses se referem essencialmente a uma destas trés
situagdes de produgio: a aplicacdo de questionarios, a resolugao de problemas e
a observacdo de uma sequéncia de atividade em sala.

Os dados assim obtidos parecem ter um valor diferente. As respostas
a questiondrios sdo facilmente quantificaveis e se prestam entao a tratamentos
estatisticos, mas elas ndo dao ou dio poucas indicagbes sobre as etapas que con-
duziram cada aluno a produzir suas respostas. . um pouco inversa a situagio
para a resolugao de problemas e para a observa¢io do trabalho em sala. O que
diferencia estas duas situagdes é que uma corresponde ao trabalho matematico
enquanto que a outra ¢ aquela das condi¢des reais de aprendizado relativas ao
professor. Contudo estas diferencas sio muito relativas, porque a confianca e o
valor informativo dos dados recolhidos ndo mantém o carater “/iz¢” ou nao das
observagdes feitas, mas a escala de tempo na qual elas sao feitas e ao objeto de obset-
vacio que se chama muito genericamente “o aluno”, quer dizer todos e nenhum.

As observagdes podem ser feitas em trés niveis de tempo diferentes. Pode
ser a duracdo de uma hora de aula ou de uma sequéncia de atividade; pode ser
0 ano escolar com seu programa, e, neste caso, as observagoes sio feitas nao
ao fim de uma sequéncia de aprendizado, mas alguns meses mais tarde. Enfim,
pode ser o curriculo, que é quando se olha aquilo que os alunos compreenderam
ou adquiriram relativamente aos contetdos ensinados vérios anos antes. F evi-
dentemente a esta escala de tempo que os professores de um ciclo se colocam
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quando eles reagem sobre o “nivel” de seus alunos, quer dizer, sobre aquilo que
eles adquiriram ou ndo nos ciclos anteriores do aprendizado. Um exemplo muito
simples relativo as respostas de um problema de soma dado a futuros professo-
res do inicio do Ensino Fundamental e que estavam no quarto ano da universida-
de: um fracasso massivo e persistente. Os unicos futuros professores para quem
era trivial este problema vinham de carreiras cientificas (DUVAL, 2011b, p. 126).

Existem trés maneiras totalmente diferentes de escolher “o aluno” a
quem se vai observar e gravar os seus trabalhos. Pode-se observar o que fazem
alunos analisados individualmente, porque ninguém pode realmente compreender
em seu lugar. Os conhecimentos matematicos nunca sio diretamente comunica-
veis porque as solu¢Ses somente tém sentido e se tornam passiveis de utilizacdo
a partir da etapa que permite encontra-las. Somente se compreende aquilo que
se pode fazer e encontrar por si mesmo. Pode-se também nio mais olhar os
alunos, mas a sala de aula, quer dizer wm ou vérios grupos de alunos trabalbando em
“interagdo” conforme as instrugdes e o #empo dado pelo professor. Entdo, muito
frequentemente nio vale mais a pena distinguir aquilo que cada um dos alunos
faz ou nio faz, mas se contenta em ver se globalmente a sequéncia “funcionou”,
quer dizer se o professor conseguiu fazer com que os alunos participassem nas
diferentes fases de engineering previstas. Enfim, podemos nos colocar na escala
de um sistema educativo. Interessa entdo aquilo que a populagio inteira de nm pais
teria, ou ndo teria adquirido, em relagdo aos objetivos de ensino considerados
como sendo matematicamente e culturalmente indispensaveis. As pesquisas de
avaliacdo nacionais e internacionais visam a este tipo de informagao.

Qualquer que seja a situagdo de producao obtida, a confianca e o valor
informativo dos dados colhidos, se podera avancar com base nas conclusdes
dependendo, de inicio, daquilo que se podetia chamar de parimetros dos dados
colhidos.

Existe enfim a exigéncia cientifica comum relativa a interpretacio dos
dados colhidos. Para interpretar dados colhidos em condi¢es determinadas, é
necessario poder compara-los a outros dados obtidos em condi¢oes que diferem
por uma variagdo controlavel. Em outras palavras, o5 dados nao se interpretam di-
retamente, mas indiretamente. Interpretam-se as diferencas entre todos os dados
obtidos a partir da variacio de nma das condicoes nas quais eles foram obtidos. Encontra-
-se aqui a primeira exigéncia cientifica na organizacio de todo dispositivo de
observacgio ou de experimentacio. Para as pesquisas em didatica, isso significa
que a verdadeira questaio metodolégica ndo é aquela da escolha da situagdo de
producio, questionario, resolucdo de problema, atividade em sala de aula, mas
aquela da organizacio de um dispositivo que vai responder a esta exigéncia de
comparagao.
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Como analisar os trabalhos dos alunos no aprendizado da
matematica?

A andlise dos trabalhos dos alunos deve ser feita em dois niveis com, evi-
dentemente, critérios totalmente precisos para cada um deles porque a questio
b
que comanda a analise ndo é a mesma.

O primeiro nivel é aquele da avaliagdio matematica dos resultados, dos
processos, das propriedades ou dos argumentos utilizados. Eles sdo matematica-
mente “verdadeiro” ou “falso” e, como para tudo aquilo que se relaciona com a
execucao de uma tarefa, esta avaliacio ¢ traduzida em “acertos” e “erros”. Nos
trabalhos de pesquisa esta duplicidade constitui a base de toda a codificagio de
dados.

O segundo nivel ¢ aquele da analise da compreensio em que 0s sucessos
se manifestam e aquele das fontes de incompreensdo. E nesse nivel que se en-
contra a questio da escolha dos critérios de compreensio, quer dizet, do ponto
de vista adotado para analisar os sucessos: 0 sucesso matematico em uma tarefa
implica a compreensiao da maioria dos alunos? A analise da incompreensao que
os erros manifestam é uma analise mais complexa.

Qual é o critério de compreenséo para analisar os “sucessos” em
uma perspectiva de aprendizado?

Como foi visto acima, pode-se se basear no critério matematico. Neste
caso, olha-se se as respostas ou as solugbes “verdadeiras” sio explicadas fazendo
uso das propriedades pertinentes ou se elas permitem z#duzir o conhecimento. O
critério é também aquele que os esquemas didaticos da organizacio de sequén-
cias de ensino privilegiam. Eles visam a “construcio dos conceitos” pelos alunos
e colocam em evidéncia a justificativa de toda resposta avancada.

Mas pode-se também tomar o critério cognitivo. Neste caso, olha-se se os
alunos reconhecem um mesmo objeto matematico através das representacoes
diferentes que podem ser dadas e se eles podem reconhecer aquilo que é mate-
maticamente diferente quando se modifica alguma coisa no contetido de uma
representacdo. O artigo Grificos ¢ Equagies, publicado em 1988 (e em Portugués,
no ano de 2011), ¢ a primeira analise que foi feita em fungao deste critério cogni-
tivo de compreensio. Ele se baseava no reconhecimento das func¢Ses afins pelos
alunos de 15-16 anos, apés um ensino de varios meses sobre estas funcdes.

O tipo de tarefa que permite estudar o reconhecimento dos objetos re-
presentados é uma tarefa de conversio de representacio. Evidentemente, este
tipo de tarefa parece pouco matematica, mas a conversdo das representagies ¢ inplici-
tamente e necessariamente requisitada em toda atividade de resolugio de um problema, e toda
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explicagdo matematica em sala de aula o faz. A situacdo de produgio escolhida
foi aquela de um questionario. Mas, ao contrario dos questionarios de avaliagio,
ele foi organizado conforme a exigéncia cientifica geral para a interpretabilidade
dos dados (seciio 2.1). As variagoes de um item a outro baseavam-se na modifi-
cacao de um dos valores visuais matematicamente pertinentes a alocagdo de uma
reta no plano cartesiano. Varia¢des andlogas eram feitas para diferentes regiGes
do plano cartesiano delimitadas pelos eixos e pelas bissetrizes dos angulos dos ei-
x0s. Toda atividade de calculo deveria ser excluida para estudar o reconhecimen-
to dos objetos representados, pois o trabalho requerido era a escolha entre di-
ferentes escritas algébricas. Este tipo de trabalho apresenta também a vantagem
de controlar o tempo necessatio para que um aluno “tenha sucesso”, porque os
sucessos nao tém o mesmo significado se eles sio obtidos quase que espontane-
amente (o tempo de leitura dos diferentes escritos algébricos propostos) ou, se
ao contrario, foram necessarios varios minutos por item. Assim, os professores
puderam definir tempos diferentes de prova, o que dava baixas importantes nas
porcentagens de sucesso.

Pode-se entdo depreender o método necessario para analisar os resultados
em termos de compreensio ou de aquisicio dentro de uma perspectiva de apren-
dizado. Assim, levantam-se trés questoes:

— 1) E necessario considerar os itens tomados isoladamente com suas
porcentagens, aluno médio ou fraco, ou somente sequéncias de itens, o
sucesso sendo entdo em relacdo a todos os itens da sequéncia?

— 2) Em relagdo a que se devem regrupar os itens em uma sequéncia que,
sozinha, serd considerada como sucesso?

— 3) Sdo os sucessos ou as diferencas de sucessos a questdes que se ba-
seiam sobre o mesmo objeto que sao significativos?

Para a primeira pergunta, mantém-se quase sempre a primeira alternativa
que consiste em considerar implicitamente que o sucesso matematico na res-
posta a uma pergunta ¢ um indicador de compreensio ou ja implica uma com-
preensio pelo aluno. De um ponto de vista cognitivo, os itens isolados ndo sio
realmente passiveis de interpretacdo, sendo necessaria uma sequéncia de itens.
Assinalemos também que os resultados quantitativos ndo sio os mesmos se
considerarmos os itens separadamente ou se os sucessos forem considerados a
partir de seus reagrupamentos em sequéncias. Porque no segundo caso, antes de
efetuar os tratamentos estatisticos, ¢ necessario efetuar uma segunda codificagio
para os reagrupamentos de itens ja codificados em acertos, erros ou auséncia de
resposta. Isto conduz frequentemente a conclusdes totalmente diferentes.

A segunda pergunta ¢é crucial. Os agrupamentos dos itens em uma Gni-
ca sequéncia dependem das variacGes que determinaram a constru¢io do

Préxis Educativa, Ponta Grossa, v. 7, n. 2, p. 305-330, jul. /dez. 2012
Disponivel em: <http://www.revistas2.uepgbr/index.php/praxiseducativa>



Quais teorias e métodos para a pesquisa sobre o ensino da matematica?

questionario em itens. No questionario de 1988 sobre as funcGes afins, trés
variaveis figuradas foram levadas em conta para a alocagdo de uma reta sobre
o plano cartesiano: o sentido de inclina¢do, o angulo formado com os eixos e
a intersecdo com o eixo das ordenadas. Para cada uma das variaveis figuradas,
dois valores foram retidos. Pode-se entdo considerar como uma sequéncia os
dois valores opostos para cada uma das trés variacdes figuradas, por exemplo, o

reconhecimentodey =xEde y =-xouy =2xEde , = % x - Porque reconhecer

o que o grafo representa é ser capag de distingni-lo de um ontro grafo que apresente ao
menos um valor figurado oposto.

Portanto, sobre as representagoes afins, o questionario de 1988 apresen-
ta uma limitacdo. A tarefa de conversdo é proposta somente em um sentido:
graficos versus equacdes. A conversao inversa nio foi solicitada por uma razao
simples. E ela que ¢ privilegiada para introduzir as representaces graficas como
codificacdo de pontos por duplas de numeros: é suficiente tomar duas duplas
de numeros para colocar uma reta sobre o grafico. Ela promove uma leitura
local dos grafos e graficos sem desenvolver esta apreensio global qualitativa e
n2o iconica que leva um conteddo intuitivo aos multiplos escritos algébricos de
relagdes e que fornece um instrumento cognitivo de controle. Para as representa-
cOes de superficies quadraticas, para as representagdes de outras fungdes ou para
representacOes de desigualdades, torna-se essencial gue as tarefas de reconbecimento
comportem os dois sentidos de conversao. Assim sendo, metodologicamente isso exige
que os itens, que se baseiam sobre a conversio direta e aqueles baseando-se so-
bre a conversdo inversa, sejam reagrupados ou contabilizados como um unico
“sucesso” e ndo como trespostas a questoes diferentes e, portanto, de sucessos
diferentes. De um ponto de vista cognitivo, o reconhecimento implica a espon-
taneidade das conversdes, qualquer que seja o sentido nos quais elas devam ser
efetuadas. Pode-se entdo ver que, com muita frequéncia, o sucesso matematico a
itens ndo implica a compreensio do ponto de vista cognitivo.

A terceira pergunta se baseia na possibilidade de uma interpretacio direta
do sucesso ou de uma taxa de sucesso a uma pergunta. E importante lembrar que
toda interpretacdo direta de sucessos se faz em relacdo a um objetivo de aqui-
sicdo. Encontra-se entdo em uma perspectiva de avaliagdo com incerteza, por
exemplo, de saber a partir de qual taxa de sucesso se falard em aquisicio. Numa
perspectiva de pesquisa, a interpretacdo dos sucessos nao se faz em relagdo a um
objetivo de aquisicdo, mas em relagdo as variagdes introduzidas na organiza¢ao
das tarefas dadas. Ela somente pode se basear nas diferencas de vitorias. Assim,
pode-se observar regularmente, para as funcoes afins, quedas espetaculares de
sucessos entre as questdes relacionadas com o sinal do coeficiente e aquelas re-
lacionadas com o valor do coeficiente. Esta observacio constituiu um resultado
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importante relativo as condi¢Oes exigidas para compreender e ver as representa-
¢Oes graficas na sua ligacdo com o registro algébrico. Ela permitiu identificar as
diferentes variaveis figuradas matematicamente importantes que os alunos de-
vem ser capazes de distinguir na alocagdo de uma reta no plano cartesiano, para
poder reconhecer o grafo, nido importando qual fun¢io afim em particular.

A andlise dos erros: fonte de informagdes ou impasse?

Os erros constituem frequentemente uma parte importante dos dados co-
lhidos. A analise deles provoca dois problemas. O primeiro ¢ aquele da pesquisa
da origem dos erros. A dificuldade vem do fato de que nao se pode mais utilizar
aqui os critérios de compreensido como na analise dos sucessos. Procura-se ex-
plicar os erros por “equivocos”, quer dizer, “por uma légica propria do pensa-
mento da crianga” que somente manteria certos aspectos de um conceito ou de
um processo matematico. Mas procura-se também explica-los pela complexi-
dade epistemolégica das no¢Ges matematicas ensinadas, as quais condensam as
vezes um longo desenvolvimento histérico. O segundo problema ¢ aquele de sua
utilizagdo para descrever os processos ou os percursos pelos quais os alunos des-
cobririam as no¢Ges matematicas. Pode-se também ordenar os diferentes tipos
de erros em funcio de suas distdncias a um sucesso matematico esperado como
se isso permitisse modelar o desenvolvimento da compreensao na aquisicao dos
conhecimentos. Mas isto somente pode valer para o subgrupo de alunos que, ao
final de um ou varios anos de ensino, consegue compreender e utilizar os con-
ceitos e 0s processos matematicos.

Existem, de fato, dois tipos de erros radicalmente diferentes: os erros
transitorios e os erros recorrentes, jamais vencidos. Os primeiros sdo diretamen-
te ligados a uma noc¢do ou a um processo matematico particular, por exemplo,
a divisdo, a simetria dos eixos, a resolucdo da equagio, o teorema de Thales, etc.
Eles aparecem somente quando este conteudo matematico ¢ diretamente utiliza-
do e chamam a aten¢io dos professores durante o periodo de tempo dedicado a
aquisicao do conhecimento. Os segundos sao independentes de todo conteudo
particular, ou mais exatamente transversais a todos os conteidos, porque eles sdo
relativos a maneira de ver, de definir, de raciocinar, de trabalhar matemadtica. Eles
manifestam dificuldades de compreensio que se encontram em todos os niveis
do curriculo e que muitos ndo superam.

Esses dois tipos de erros sio raramente distinguidos porque, na origem
da formagido de professores ou na esperanga de ver ao vivo a maneira como
os alunos pensam, a maioria das pesquisas didaticas se limitam as observag¢des
feitas na escala de tempo de uma hora ou de uma sequéncia de atividade de 2
ou 3 semanas. Neste caso, todos os erros sdo assimilados como transitérios, que
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dizer, como dificuldades ligadas a compreensao de um conteudo matematico
particular a adquirir. Faz-se como se as maneiras de ver, de pensar, de raciocinar
e mesmo de ter acesso aos objetos fossem as mesmas em todos os outros domi-
nios do conhecimento. Mas a irredutibilidade dos erros recorrentes as dificulda-
des préprias a complexidade epistemoldgica de cada conceito aparece quando se
fazem observagdes em periodos mais longos e em um nivel de abrangéncia de
um ou mesmo dois ciclos de ensino.

Ao contrario dos erros transitorios, os erros recorrentes devem, de inicio,
ser analisados em relagdo a este funcionamento cognitivo particular do pensa-
mento que toda atividade matematica requer e mobiliza.

Pontos de vista e teorias nas pesquisas sobre o ensino da matematica

O ensino da matematica implica que se leve em conta outros pontos de
vista e n2o somente o Gnico ponto de vista matematico sobre os conteidos a
ensinar. Isto se impoe especialmente pelo fato de que o ensino se dirige a uma
maioria esmagadora de alunos que nio pretendem fazer estudos superiores em
matematica ou em fisica. Todos estes outros pontos de vista baseiam-se sobre
tudo o que constitui o objeto das pesquisas didaticas: a aguisigio de conhecimen-
tos matematicos que se destinam a formagao geral ou a formagio especializada. Esta
ultima observagao é importante porque ela marca a separagao entre os diferentes
pontos de vista sobre os processos de aquisi¢ao de conhecimentos matematicos.

Assim, o ponto de vista da compreensao e dos aprendizados pelos alunos
¢ independente de todo objetivo de formagao, como mostram os bloqueios e as
dificuldades recorrentes que se encontram em todos os niveis de ensino e em
todos os sistemas educativos. O ponto de vista dos objetivos do ensino da ma-
tematica, seja no quadro da formacao geral ou no das formagdes especializadas,
¢ aquele da escolha de conhecimentos a ensinar e de sua organizagdo em um
programa, em um curriculo ou em uma linha de formagao. Este ponto de vista
¢ aquele dos responsaveis institucionais, dos especialistas, etc. O ponto de vista
da organizacao e da gestdo das atividades em sala pelos professores é, por outro
lado, determinado pelos contetdos matematicos assim definidos, os quais eles
devem fazer os alunos adquirirem em um ano escolar.

Esta diversidade de pontos de vista sobre a aquisi¢io de conhecimentos
matematicos levanta varias questdes sobre a escolha e a adequagio das “teorias”
utilizadas nas pesquisas didaticas. Estas questSes sdo importantes porque as res-
postas que sao dadas, implicitamente ou explicitamente, envolvem a maneira de
conduzir uma pesquisa em didatica e a contribuicio que se pode esperar dela.
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Existe um ponto de vista que seja mais central que os outros para
as pesquisas sobre a aquisi¢cdo dos conhecimentos matematicos?

Os pedidos institucionais relativos a formac¢ao dos professores levaram
rapidamente ao privilégio do ponto de vista do professor e ao desenvolvimento
de esquemas globais de organizacio das atividades que sejam aplicaveis em sala.
Estes esquemas globais devem (1) responder a exigéncia institucional da aquisi-
¢do dos conteudos matematicos que sdo definidos no quadro do programa; (2)
dar os critérios para escolha das atividades em fungdo dos processos cognitivos
de aquisicdo de conhecimentos; e (3) colocar os alunos em uma situacio que os
levem a investir nas atividades propostas.

A questdo que esta abordagem levanta reside de inicio no item 2: quais sdo
0s processos cognitivos que permitem compreender e adquirir conhecimentos
em matematica? Esta questdo ¢ crucial, porque ela reformula a questio dos pro-
cessos de aquisi¢io dos conhecimentos: sio eles os mesmos em matematica que
aqueles que siao espontaneamente utilizados em outras areas do conhecimento
ou, a0 contrario, o pensamento e o trabalho em matematica exigem um modo
de funcionamento cognitivo diferente e, as vezes, contrario ao funcionamento
cognitivo espontaneo?

Quase todas as pesquisas didaticas trazem um impasse sobre esta ques-
tao, porque elas recorrem a teorias do funcionamento cognitivo do pensamento
supostamente validas para todas as areas de conhecimento. Um consenso se
estabeleceu rapidamente para retomar, desde os anos 1970 e 1980, a explicagdo
de Piaget da formacio dos conceitos no universo da crianga, embora esta ex-
plicacdo seja relativa tanto a nogdes fisicas quanto a nogdes matematicas muito
gerais e tenha sido elaborada a partir de observagdes e de provas que nao tinham
nenhuma tarefa matematica. A teoria de Piaget apresentava a vantagem de pa-
recer responder a exigéncia institucional (1), e ela permitia retomar, naquilo que
foi chamado “construcao de conhecimentos” pelo aluno, as duas ideias princi-
pais desta teoria olbando somente como critério de compreensio o sinico critério matematico
(Se¢ao 1.1). De uma parte, a adaptacdo ao meio como mecanismo da formagio
dos conceitos justificaria a importancia da resolugdo de problemas para aprender
matematica; de outra parte, a distin¢do de niveis de desenvolvimento nestas aqui-
sicbes. O primeiro como aquele das a¢oes e das manipulagdes concretas bem
antes do recurso a linguagem a toda representacio semiotica, o que fol represen-
tado em esquema de aprendizagem para a introdugdo dos conceitos. Mas para o
ponto (3) foi necessario usar outras teorias para explicar o papel importante das
interacoes verbais das atividades dadas em sala de aula.
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O estudo dos problemas de compreensao e de aprendizagem em mate-
matica exige, ao contrario, que se coloque no ponto de vista dos alunos e se parta
de seus trabalhos individuais e que as observag¢Oes sejam feitas em uma escala de
tempo que ndo seja somente aquela de uma sequéncia de atividade centrada na
introdu¢io de uma nogao ou de um processo (Secio 2.1). Nao é mais possivel
se ter impasse sobre a situagdo epistemoldgica da parte da matematica em rela-
¢do as outras ciéncias. A maioria dos erros e dos bloqueios recorrentes vém do
fato de que os alunos, ao ficarem no funcionamento cognitivo espontaneamente
utilizado em outras areas de conhecimento, mas que frequentemente é contrario
aquele exigido quando s3o o unico acesso aos objetos estudados, passam por
representacOes semioticas (Secio 1.2). Assim, sem uma tomada de consciéncia
das varidveis figuradas matematicamente pertinentes, os alunos sé podem se ater
a uma interpretagdo iconica e sincrética dos grafos e dos graficos, sem ligagao
com o registro algébrico.

Os registros de representag¢do semidtica sao uma descrigio do modo de
funcionamento cognitivo subjacente a toda atividade matematica, qualquer que
seja a drea, atividades numéricas, geometria, algebra, andlise, etc. O interesse dos
registros de representaciao semiotica é determinar as variaveis didaticas que to-
cam diretamente os fendmenos de compreensdo e de incompreensio no apren-
dizado da matematica (DUVAL, 2011b).

Qual é arelagdo entre o ponto de vista matematico e o ponto de vista
semicognitivo para a organizacéo de situagées de aprendizado?

Ao contrario dos modelos psicolégicos ou construtivistas, existe uma in-
compatibilidade na abordagem dos processos de aquisicio de conhecimentos
matematicos entre o ponto de vista matematico e o ponto de vista semicogni-
tivo. Do ponto de vista matematico, a prioridade deve ser dada aos conteudos,
quer dizer as propriedades dos objetos matematicos estudados, assim como a
sua utilizacdo segundo os critérios matematicos de compreensio. Do ponto de
vista semicognitivo, a atividade matematica consiste em dois tipos de transfor-
macio de representacdes semidticas. A tomada de consciéncia das diferentes
representacdes possiveis para um mesmo objeto e a ligagdo de seus conteudos
respectivos sdo a primeira condi¢ao para entrar na maneira de pensar propria dos
matematicos e para desenvolvé-la.

Nio se trata, certamente, de contestar o fato de que é somente a partir
dos contetidos matematicos que os alunos podem compreender e aprender em
matematica. A fragilidade ou a impertinéncia das teorias psicologicas e cognitivas
“importadas” vém do fato de que elas sdo elaboradas a partir de observagoes ou
de experiéncias feitas com tarefas ndo matematicas. Mas também nio se trata
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de subordinar o ponto de vista cognitivo ao ponto de vista matematico. Como
estes dois pontos de vista podem ser igualmente considerados na organizacio de
situagdes de aprendizado?

E necessirio retomar aquilo que sio os “conteidos matematicos” os
quais os professores tém por encargo fazer os alunos aprender. Eles ndo detrivam
diretamente do ponto de vista matematico, mas do ponto de vista institucional
sobre a organizacio do ensino das ciéncias matematicas. De fato, a determinacao
dos conteildos a ensinar resulta de dois tipos de reflexio e de decisao radicalmente diferentes.
O primeiro baseia-se na determinag¢ao dos objetivos que se atribuem ao profes-
sor de matematica na formacdo dos alunos. Eles ndo podem ser os mesmos no
ensino geral comum e nas diferentes carreiras especializadas. Mas eles implicam
a escolha de um complexo de conhecimentos relativo a um objeto matematico;
por exemplo, as funcSes afins ou as equagdes (de primeiro ou de segundo grau)
sendo dado que a aquisi¢io deste complexo de conhecimentos implica sua utili-
zagao para resolver problemas. O segundo tipo, 0 mais importante para a pesqui-
sa, baseia-se na decomposigio deste complexo de conhecimentos em elementos de base que serdo
objeto de aprendizados sucessivos, sobre o periodo de um ano ou de um ciclo, e
que determinardo entdo varios objetivos secundarios de ensino. Logo, nio existe
uma, mas duas maneiras de efetuar esta decomposi¢io de um complexo de co-
nhecimento em elementos de base.

A primeira é evidentemente matematica. Explicitam-se os conhecimentos
matematicamente pré-requisitados para compreender o complexo de conheci-
mentos relativos a um objeto e de apropria-lo. Em seguida, reitera-se esta ana-
lise sobre estes primeiros pré-requisitos até que se obtenha uma sequéncia de
elementos de base que vio constituir os conteddos matematicos que os alunos
deverio adquirir em um ou vatios anos. Cada pré-requisito assim isolado pode
se tornar um objetivo secundario de ensino. Esta decomposicio Zgp-down deter-
mina a progressio do ensino obtido nos programas. Estes programas seguem a
ordem inversa da decomposi¢do: voltam-se os elementos de base a0 complexo
de conhecimento, cuja aquisi¢io é objetivo ao fim de um ciclo. Também, quando
se fala de “construcio de conhecimentos” pelo aluno, é na realidade a Reconstru-
¢do bottom-up daquilo que foi matematicamente decomposto em termos de pré-
-requisitos que se pede aos alunos para fazer. O ensino da algebra para alunos de
11 a 15 anos é uma ilustragdo perfeita (DUVAL, 2011a).

A segunda ¢é cognitiva. Explicitam-se os gestos intelectuais requisitados
para a compreensio e aquisicdo do complexo de conhecimento tido como ob-
jetivo de formagdo. Os gestos intelectuais sdo as operagdes semicognitivas das
quais os alunos devem ter tomado consciéncia para poder trabalhar, de maneira
auténoma, em um campo de atividades e de problemas. Para a algebra, por exem-
plo, dizem respeito a redesignicio indireta dos objetos, os jogos de substituicio e
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combinagdo de duas designacdes diferentes de um mesmo objeto, a observagao
das ocorréncias de sinais em uma expressao, € nao mais sobre os proprios sinais
para poder efetuar os célculos, etc. Para a geometria, eles se relacionam, por
exemplo, com a desconstrucdo dimensional das formas que muda completamen-
te o reconhecimento das unidades em funcio das propriedades enunciadas ou o
movimento para resolver um problema, etc. Em sintese, levantamos um funcio-
namento cognitivo que estd em ruptura completa com aquele mobilizado fora
da matemitica. Os registros de representacdo semiotica sao o quadro de analise
para liberar estas operagdes semicognitivas que devem se transformar em gestos
intelectuais familiares para os alunos.

Vé-se entdo aquilo que restringe o dmbito e os progressos das pesqui-
sas sobre o ensino da matematica, fora certamente da inovacao dos instrumen-
tos didaticos que sdo os programas computacionais para a geometria ou pata a
algebra. Esperam-se modelos cognitivos, psicolégicos ou outros modelos que
expliquem as dificuldades de compreensio encontradas no quadro de decom-
posicdo matematica prévia de um conhecimento seguido de conteudos. Além
disso, a maior parte das pesquisas focam sobre um conteudo particular, conside-
rado como objetivo da aquisiciao na escala de uma sequéncia didatica de algumas
semanas. Na realidade, a analise cognitiva da atividade matematica em gestos
intelectuais ndo pode ser subordinada a uma decomposigio dos conhecimentos
matematicos em termos de pré-requisitos, porque eles sio transversais a todos
os conteudos matematicos. Assim, nao havera progresso decisivo na introdugao
da dlgebra até que as pesquisas tomem, como quadro organizador dos aprendi-
zados, a Gnica progressio bottom-up fundamentada sobre uma decomposicio dos
conteudos matematicos em termos de pré-requisitos. Isso também ocorre de
forma semelhante no ensino da geometria no Ensino Fundamental ou Médio.

A atividade matemdtica comporta duas faces. Existe aquela propriamente mate-
matica centrada nos objetos, nas suas propriedades, nos algoritmos, nas provas,
e que leva a uma decomposiciao dos conteddos matematicos a ensinar. Existe
aquela cognitiva das maneiras de ver, de raciocinar, de definir, de saltar de uma
representacdo a outra com estes objetos matematicos que sao unicamente aces-
sfveis pelas informagoes semibticas que se produzem. Esta face ¢ a face oculta
da atividade matematica. Ela é o inverso da precedente. Ela ndo se decompée em
contetidos mas em atitudes intelectuais. E a aquisi¢ao destas atitudes, e somente
ela, que da aos alunos a capacidade de compreender e de saber utilizar conheci-
mentos matematicos para resolver problemas na realidade.

Infelizmente, a atividade cognitiva especifica na compreensio em mate-
matica nio ¢ jamais levada em conta nos objetivos institucionais de formacio e
nas atividades em sala de aula. A organizacio do ensino ¢ das sitnagoes de aprendizado
Se mantém com um tinico eixo de decomposigdo dos conbecimentos a adquirir, aquele em termos
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de pré-requisitos matemiticos. A utilizagdo da nog¢ao geral de “competéncia” para avaliar
aquilo que é adquirido pelos alunos e para descrever as aquisi¢oes em termos de
um aprendizado é o sintoma mais frequente. O interesse desta nogao ¢é que ela é
utilizada em todas as areas de formagio e também para determinar qualificagdes
na vida profissional. Ela designa um conhecimento para realizar tarefas bem
precisas. Sua fragilidade vem em razao de que os critérios para determinar uma
competéncia dependem do tipo de atividade propria na area onde se vai utiliza-
-la. Em matematica, o critério para definir competéncias mantém a decomposi-
¢ao dos conteudos em termos de conteidos matematicamente pré-requisitados.
Isto conduz a produgio e multiplicagdo das listas de competéncias a adquirir,
porque mesmo o que se considera como um elemento de base na definigao de
um programa pode sempre ser decomposto em conteidos secundarios matema-
ticamente pré-requisitados.

Quais consequéncias esta diversidade de pontos de vista traz para
a formacgdo dos professores?

Ha mais de trinta anos, a formacdo dos professores se impos como a
preocupacio maior de todas as politicas de educacio, particularmente em mate-
matica. Paralelamente, existe a demanda de futuros professores, ou dos profes-
sores, sobre “o que fazer” em sala de aula para que seus alunos compreendam os
diferentes conteudos que eles devem ensinar.

E neste contexto que a organizacio das atividades e a da sua gestio pelo
professor se transformaram no objeto principal das pesquisas em didatica da
matematica. O objetivo das pesquisas é entdo a elaboragdo de sequéncias de
atividades, de “engenharias didaticas” que se possam fazer em sala. Trata-se de
organizar, no quadro de uma resolucio de problema, uma mizcroprogressao no tipo de
atividade que se propoe aos alunos. Supde-se que esta microprogressao no tipo de
atividade deve conduzir a construcio de um novo conceito, a descoberta de um
novo processo de funcionamento. Todo o trabalho de observagdo vai se concen-
trar sobre o curso desta microprogressio em uma ou varias salas de aula. Como
os alunos participam nas diferentes fungdes propostas? Como o professor toma
conhecimento do que fazem ou do que dizem os alunos? Os dados recolhidos
serdo as interagdes orais com o professor e com os outros alunos. E este tipo de
dado que ¢ utilizado para validar, na escala especifica de algumas sessdes e sobre
um conteddo matematico particular, uma sequéncia de atividade. Mas isto evi-
dentemente aumenta o problema de saber como analisar e interpretar este tipo

de dado qualitativo (DUVAL, 2010).
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Ao subordinar a formacio dos professores a este tipo de pesquisa, Somos
conduzidos niao somente a privilegiar UM ponto de vista como sendo o ponto
de vista principal, mas, da mesma forma, somente a leva-lo em conta como o
unico eixo de decomposi¢do matematica dos conhecimentos adquiridos. Tudo
que ¢ relativo ao que nés chamamos de “face oculta” da atividade matematica e
ao aprendizado dos gestos intelectuais se encontram spso facto retirados, mesmo
quando se apresenta a teoria semicognitiva entre todas as teorias didaticas que os
professores podem escolher para seus trabalhos de pesquisa. Isto provoca uma
verdadeira questdo na formagdo dos professores, porque, na realidade das aulas,
os professores se encontram face a uma situagdo complexa, que resulta na tripla
razao para atrasos:

— a inadequagao frequente entre a sequéncia planejada e aquela que os alunos
fazem de fato;

— a grande diversidade entre os alunos de uma mesma sala de aula;

— a distincia cognitiva e epistermoldgica entre a matematica e as outras areas do
conhecimento.

Os professores devem entdo ser capazes, como médicos em consulta, de
fazerem dois tipos de diagndstico a partir do que os alunos propdem e daquilo que
eles fazem ou nio fazem.

— aproveitar a boa sugestio (do ponto de vista matematico) de um aluno
e dividi-la com a classe, mas

— 1) identificar as razdes profundas das incompreensies recorrentes e dos blogqueios, e
nao somente erros locais no trabalho dado,

— 2) e encontrar as fun¢des ou os exercicios que vao permitir ter acesso
a0s mecanismos intelectuais necessarios para poder resolver problemas
nao importa qual etapa matematica.

O segundo tipo de diagnéstico ¢ tdo fundamental quanto o primeiro e,
sobretudo, ele ¢ frequentemente solicitado durante os primeiros anos de ensino,
tanto do Fundamental como no Ensino Médio.

Como os professores podem se preparar para isto se toda a formacio
deles como futuros professores se mantém em uma sé face da atividade matema-
tica? Como podem eles reagir de maneira adaptada se eles mesmos nao tomaram
consciéncia destas atitudes intelectuais que sdo o pensamento matematico na
pratica?
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Concluséo

Quatro pontos essenciais caracterizam o ensino da matematica:

1) Ensinar exige que nos coloquemos em outro ponto de vista que aquele
das exigéncias matematicas que determinam a comunicacio cientifica
de um resultado ou as discussoes entre matematicos face a um proble-
ma para resolvet.

2) Os conteddos matematicos ensinados sempre resultam da decompo-
sicdo de um complexo de conhecimento que foi absorvido como ob-
jetivo global de aquisi¢do por um grupo de alunos ao fim de um ciclo
de estudos. Esta decomposi¢io se dd sempre em termos de conheci-
mentos matematicos previamente exigidos. Tal reiteracdo pode condu-
zir a isolar contetdos que se tornam objetivos secundatios distintos e
sucessivos de aquisicdo, na escala de tempo de um ano ou de algumas
semanas.

3) O ensino de matematica esbarra em problemas especificos de com-
preensdo que ndo se encontram em outras disciplinas ensinadas. Estes
problemas se baseiam no fato de que o modo de acesso aos objetos
matematicos ¢ radicalmente diferente do modo de acesso aos outros
objetos de conhecimento. Isto corresponde aquilo que nés chamamos
“a situacdo epistemoldgica a parte da matematica”. Ela conduz ao para-
doxo cognitivo do conhecimento matematico.

4) Estes problemas especificos de compreensio tornaram-se ainda mais
importantes, tanto que o ensino da matematica se encontra em uma
situagdo historica sem precedente desde os anos 1960-1970. Nao so-
mente todos os alunos devem estudar matematica até 16 anos, e além,
mas as expectativas de formag¢ao em matéria de aquisicGes de base se
tornaram mais exigentes e mais variadas em razdo das necessidades do
desenvolvimento das “altas tecnologias” em todas as areas de atividade
profissional. E por isto que, para a aquisicio de conhecimentos mate-
maticos, toda comparagdao com situa¢Oes anteriores parece ficticia.

As pesquisas sobre o ensino da matematica baseiam-se nos problemas
que se colocam quando se desloca a um outro ponto de vista que o ponto de vis-
ta matematico (1). A escolha das teorias ¢ dos métodos nio vai ser a mesma se-
gundo o ponto de vista a0 qual se coloca. Neste artigo, nds consideramos essen-
cialmente o ponto de vista cognitivo, aquele sobre o processo e o funcionamento
do pensamento. Ele se refere diretamente aos problemas de compreensio (4).

E af talvez que a escolha de uma teoria é mais delicada e mais decisi-
va, porque em se atendo ao ponto de vista do professor, a organizacio de
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sequéncias de atividades em sala de aula requer, implicitamente ou explicitamen-
te, uma teoria cognitiva, do tipo pragmatica, empirica, construtivista ou outra.
Esta escolha leva a resposta das trés questOes seguintes:

5) Podem-se importar teorias cognitivas gerais, estimadas validas para to-
das as formas de aquisicdo de conhecimentos, mas que nio levam em
conta absolutamente a situacdo epistemologica a parte da matematica
(3), ou é necessario elaborar um modelo de funcionamento cognitivo
do pensamento a partir do modo exclusivamente semiético de acesso
aos objetos matematicos e de uma atividade exclusivamente fundamen-
tada sobre as unicas transformacoes de representagdes semibticas?

6) A consideragio do ponto de vista cognitivo ¢ compativel com a decom-
posicdo dos conhecimentos fixados como objetivo global de aquisi¢ao
em conteudos distintos e sucessivos de aprendizagem (2), ou ela exige
uma outra decomposi¢io em termos intelectuais matematicos?

7) Na analise dos trabalhos dos alunos, os critérios cognitivos de compre-
ensao se reduzem aos critérios matematicos de sucesso ou, a0 contra-
rio, é necessatio admitit que o sucesso matematico possa nao implicat
uma real aquisi¢io de conhecimento?

Quase todas as pesquisas sobre o ensino da matematica tém até agora
escolhido a primeira alternativa a estas trés questSes: utilizagdo explicita ou im-
plicita de teorias cognitivas gerais, analise da compreensao inteiramente focada
sobre cada um dos conteudos, resultantes da decomposi¢ao de um complexo de
conhecimento, e reducio dos critérios cognitivos de compreensao aos sucessos
matematicos locais. A segunda alternativa a estas trés questdes volta a levar em
conta as duas faces da atividade matematica: ndo é a face exposta, aquela que se
decompde em conteudos, mas sim a face oculta da maneira de olhar, de racio-
cinar, de explorar na troca de representagbes, que é propria a0s matematicos e
que deles dependem a compreensiao matematica e a capacidade para utilizar os
conhecimentos matematicos. Mas tudo isto nos leva novamente ao ponto de
vista institucional. Qual papel se d4 ao aprendizado da matematica na formacao
e no desenvolvimento intelectual dos individuos?
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