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Precisiones en la teoria de los modelos logisticos
Accuracies in the Theory of the Logistic Models

HUMBERTO JESUS LLINAS®

UNIVERSIDAD DEL NORTE, BARRANQUILLA, COLOMBIA

Resumen

Se estudian los modelos logisticos, como una clase de modelos lineales
generalizados (MLG). Se demuestra un teorema sobre la existencia y unici-
dad de las estimaciones de maxima verosimilitud (abreviadas por ML) de los
parametros logisticos y el método para calcularlas. Con base en una teoria
asintotica para estas ML-estimaciones y el vector score, se encuentran apro-
ximaciones para las diferentes desviaciones —2log L, siendo L la funciéon de
verosimilitud. A partir de ellas se obtienen estadisticas para distintas pruebas
de hipétesis, con distribucién asintética chi-cuadrada. La teoria asintotica se
desarrolla para el caso de variables independientes y no idénticamente dis-
tribuidas, haciendo las modificaciones necesarias para la conocida situacion
de variables idénticamente distribuidas. Se hace siempre la distincién entre
datos agrupados y no agrupados.

Palabras clave: variable de respuesta binaria, modelo lineal generalizado,
teoria asintotica.

Abstract

The logistic models are studied, as a kind of generalized lineal models.
A theorem is showed about existence and uniqueness of ML-estimates of the
estimation of the logistic regression coefficients and the method in order to
calculate it. According to an asymptotic theory for this ML-estimates and
the score vector, it has been founded approaching for different deviations
—2log L (in this expression, L is the function of maximum likelihood). In
consequence, we have gotten statistics for different hypotheses test which is
asymptotically chi-square. The asymptotic theory is developed for the in-
dependent variables and no distributed identically variables. It is made the
difference between ungrouped and grouped data.

Key words: Binary response, Generalized linear model, Asymptotic theory.
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240 Humberto Jests Llinas

1. Introducciéon

Los modelos logisticos son adecuados para situaciones donde se quiere explicar
la probabilidad p de ocurrencia de un evento de interés por medio de los valores
de ciertas variables “explicativas”. Si se asocia al evento de interés una variable
dicotomica, entonces esta es una variable de Bernoulli con esperanza condicional
p. En cambio, los modelos lineales cubren situaciones completamente diferentes.
Estos quieren explicar la esperanza condicional de una variable aleatoria continua.
Ambos tipos son casos particulares de los MLG. Ademaés, con base en una teoria
asintotica para las ML-estimaciones, se han encontrado aproximaciones para dife-
rentes desviaciones, es decir, para (-2) veces los logaritmos de las ML-funciones.
Estas se usan para obtener diferentes pruebas de hipotesis estadisticas que tienen
distribuciones asintoticas chi-cuadrado. Por una parte, en algunos libros se mencio-
nan estos resultados dando solo pocos detalles. Esto ocurre en el libro béasico sobre
MLG de Mc Cullagh & Nelder (1983). En Agresti (1990) ya se encuentran maés
detalles con mayor enfoque para el caso de variables explicativas categoricas. De to-
das formas, falta el desarrollo detallado de la teoria asintotica de ML-estimaciones
para el caso de variables independientes y no idénticamente distribuidas. En los
libros “clasicos” de Estadistica Matematica, como Rao (1973) o Zacks (1971), se
detalla solo el caso de variables independientes e idénticamente distribuidas. Esto
iltimo no se presenta en MLG. Por otra parte, muchos articulos originales, como
Wedderburn (1974), Wedderburn (1976) o Mc Cullagh (1983), enfocan el concepto
mas general de funciones de “cuasi-verosimilitud”, las cuales son relevantes para
modelos logisticos en casos como problemas con mediciones repetidas. Ademas,
es bien conocido que, para modelos lineales, existe una teoria exacta tanto para
las estimaciones como para las pruebas de hipotesis. Por lo tanto, considerando
la importancia de los modelos logisticos para muchas aplicaciones, este articulo
desarrolla los detalles de los temas arriba mencionados. El articulo va méas alla
de ser un “estudio descriptivo” acerca de los modelos logisticos porque, como se
dijo anteriormente, la teoria que se ha desarrollado no aparece asi detallada en la
literatura sino, en gran parte, solo eshozada. El articulo esta compuesto de cinco
secciones en las cuales se presenta un analisis tedrico detallado sobre los modelos
logisticos describiendo los supuestos basicos, propiedades y caracteristicas que tie-
nen dichos modelos y presentando y demostrando los resultados méas importantes
que se conocen sobre las estimaciones de sus parametros, distribuciones asintoticas
y pruebas de comparacién de modelos; se dan los detalles que, asi reunidos, no se
encuentran cominmente en la literatura.

2. Modelos logisticos y modelos relacionados

2.1. El modelo de Bernoulli

Supongamos que la variable de interés Y es de Bernoulli. En simbolo,
Y ~ B(1,p), siendo p := E(Y) = P(Y = 1) la probabilidad de que ocurra Y.
Haciendo n observaciones independientes de Y, se obtienen los datos y; € {0,1},
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Precisiones en la teoria de los modelos logisticos 241

1 =1,...,n, donde y; es un posible valor de la variable muestral Y;, las cuales
son independientes entre si. De esta forma, se llega a un modelo estadistico de
Bernoulli:

Y'Z:p1+ez ~ B(1>pz)7 izlv"‘:n

Fijando y = (y1,...,¥yn)T obtenemos la funcién de verosimilitud en el parame-
trop=(p1,...,pn)":

n

L(p) = [[Ip¥" (1 = pi)* ]

i=1
y el logaritmo de la funcién de maxima verosimilitud seréa:

n

L(p) :=log L(p) = > [yilogpi + (1 — ;) log(1 — p;)] (1)

i=1

Como 0 < f(y,p) < 1, se tiene que —oco < L(p) < 0. Hay varias situaciones
que se pueden presentar en un modelo de Bernoulli. Se dice que este se puede
identificar como alguno de los siguientes modelos: completo, nulo o saturado.

2.2. Los modelos completo y nulo

El  modelo completo se caracteriza por el supuesto de que todos
pi,© =1,...,n se consideran como parametros.

Teorema 1. En el modelo completo, las ML-estimaciones de p; son p; =Y; con
valores p; =vy;, 1=1,...,n. Ademds, L. := L(y) = 0.

Demostracion. Considerando la ecuacion (1) se tiene:

L(p) = Z logp; + Z log(1 — pi)

v;=0
!
Ahora, L(p) =0 siy solosip;, =y, paracadai=1,...,n.

Esto demuestra la existencia de las ML-estimaciones. Si para algun i se tiene
que p; # y;, entonces, L(p) < 0. Esto ultimo demuestra que las ML-estimaciones
son Unicas porque, si p es un vector que tiene por lo menos una componente p;
diferente de y;, entonces, se tendria que L£(p) < L. (ya que al reemplazar p; = y;

en L(p) se obtiene que L. = 0). O
El modelo nulo se caracteriza por el supuesto de que todos los p;, i =1,...,n
se consideran iguales; es decir, se tiene un solo parametro p = p;,i =1,...,n. En

este caso, (1) sera:

L(p) = n[glogp+ (1 —7)log(l —p)] (2)
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242 Humberto Jests Llinas

Teorema 2. En el modelo nulo, la ML-estimacion dep esp =Y con valor p=7
Ademds, L, = L(g) <0 siy solo si0 <7y < 1.

Demostracion. De (2) se tiene, para § = 0, que L(p) = 0siysolosip =0y

paray =1, que L(p) = 0 si y solo si p = 1. Ahora, supongamos que 0 <7y < 1.
De la ecuacion (2) se puede demostrar que p = 3§ y que es tnica. Ademas, logy

y log(1 — %) son cantidades negativas, por lo tanto, £, < 0. O

2.3. El modelo saturado y supuesto

El modelo saturado se caracteriza por los siguientes supuestos:

1. Se supone que:

a) Se tienen K variables explicativas X, ..., Xk (algunas pueden ser nu-
meéricas y otras categoricas) con valores x1;,...,Tx; para it =1,...,n
(fijadas u observadas por el estadistico, segin sean variables determi-
nisticas o aleatorias).

b) Entre las n K-uplas (z14,...,%K4),% = 1,...,n de los valores de las
variables explicativas X1, ..., Xk haya J K-uplas diferentes, definiendo
las J poblaciones. Por tanto, J < n.

Notacién. Para cada poblaciéon j =1,...,J se denota:

= El nimero de observaciones Y;; en cada poblacién j por nj, siendo
ny+...+ny=mn;
TL]‘
» La suma de las n; observaciones Y;; en j por Z; := > Y;; con valor
i=1

iz
nj J J nj n

zj = E Yij» siendo g zj = E E Yij = E Yi
i=1 =1 j=1i=1 i=1

Para mayor simplicidad en la escritura, se abreviara la j-ésima poblacion

(z1j,...,xK;) por el simbolo *.
2. Para cada poblaciéon j = 1,...,J y cada observaciéon i = 1,...,n en j, se
supone que:

= Las variables (Yj;|x) son independientes entre si
= pj = P(Yy =1|%) = E(Y;l%) v v =V (Yi[%) = p;(1 - pj)
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Precisiones en la teoria de los modelos logisticos 243

A continuacién se desarrolla el simbolo *.

El supuesto 2 implica:

a) Todos los pi;, i = 1,...,n dentro de cada poblacion j son iguales. Es
decir, se tiene como parametro el vector p = (p1,...,ps)7
b) Para cada poblaciéon j =1,...,J se tiene:

= Z; ~ B(nj, p;)

= Las variables Z; son independientes entre las poblaciones

w o mi=E(Zj) =np; vy Vj=V(Z;) =njv;
Escrito en forma vectorial, Z := (Z,...,Z;)T con valores reunidos en
2= (21,...,27)7, tiene:

= m:=FE(Z) = (np1,...,nps)T

» V= Cov(Z) = diag{nqv1,...,n v;}, matriz diagonal de tamaiflo
J x J.

En el modelo saturado, el logaritmo de la funcién de méxima verosimilitud sera

J nj
Lp) = (Z[yij logp;j + (1 — yi;)log(1 pj)])

7j=1 \i=1
J

[zjlogpj + (n; — ;) log(1 — pj)]
j=1

Teorema 3. En el modelo saturado, las ML-estimaciones de p; son p; = f—j, con
valores p; = ﬁ, j=1,...,J.
nj
Ademds, Ls:= L(p) <0 para 0 < p; < 1.

Demostracion. Si0 < p; < 1, se tiene que:

n; — _ %

BE Zj
= =24 L% _9 siysolosi p;
dpj  pj = )1_10] T

Por consiguiente, si 0 < z; < nj, se tiene

2L n? n?
Wl =— |21+ J <0
opj | Zj My zj

P;j=Pj

Falta analizar los dos casos extremos:

n;

oL
= Si z; = 0, entonces — = — decrece en p;. En este caso, £ decrece

Op; 1-p;
en p;; es decir, se hace maximal £(p) para p; = 0.
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244 Humberto Jests Llinas

D — 1 oL _nj . .
= Si z; = n;, entonces o = by decrece en p;. En este caso, £ crece en pj; es

decir, se hace maximal £(p) para p; = 1.

En el modelo saturado, se puede obtener el valor de £ reemplazando, en la

ecuacion (3), cada p; por p;,j =1,...,J. Por lo tanto:
J
Ly = Y nilp;logp; + (1 —p;)log(l — )]
j=1

Bajo la condicion 0 < p; < 1 se puede afirmar que logp; y log(l — p;) son
cantidades negativas. Por consiguiente, la suma del lado derecho de la ecuacion
anterior es también negativa. ([l

2.4. El modelo logistico

Se hacen los supuestos 1 y 2 de la secciéon 2.3, donde adicionalmente se supone
que la matriz de disefio

1 T11 ... TK1
C:
1 r1g ... TKJ

tiene rango completo Rg(C) = 1+ K < J. Para llegar a un modelo logistico se
hace el supuesto adicional

K
log (1 fjp]) = Zﬁkmkj, con B, =19, z, =1 (3)
k=0
Sea a = (4,1, ..,0xk)T el vector de parametros en el modelo. Nétese que el

supuesto sobre Rg(C') = 1 4+ K hace identificable al parametro «.

2.5. Score e informacién para los modelos saturado
y logistico

Teorema 4. En el modelo saturado se tiene:

a) El vector (aleatorio) score de la muestra es

Z1 — nip1
U1
oL
S(p) == B_p = :
Zy—mnypy
vy

donde L = L(p) es el “logaritmo de la funcion de mdzima verosimilitud”
aleatorio; es decir, entran las variables aleatorias Y; en lugar de los valores

yi. Ademds, E(S(p)) = 0.
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b) La matriz de informacion de la muestra es

S(p) := Cov(S(p)) = diag{ni/v1,...,ns/vs},

la cual es definida positiva. Para mayor simplicidad, sea SF S(p).
¢) S(p)=S- (7).

d) E <— 825) =G, siendo ‘3275 la matriz de las sequndas derivadas parciales de

Op
L=L(p).
* * * - * Zj—n;pj
Sea Z* = (Z3,...,2%)T el vector de las variables Z; = va Entonces,

e) Z* =V12(Z —m)

f) S(p) =SY2z* o Z*=S7Y2.5(p), donde I/? es la matriz definida
por la propiedad (I'/?) - (3V/2) = Q, siendo S la matriz diagonal de J x J
definida en 4 y cuyos elementos diagonales nj/v; son positivos.

El j-ésimo elemento diagonal de S'/? es \/n;/v; y S™Y? es la inversa de
/2,

Demostracion. Solo debemos aplicar resultados bésicos del calculo y del algebra

lineal y, obviamente, de la estadistica (Dobson 2002). O
Teorema 5. Supdngase que lim nnf;, = 0—12 > 0 existe para cada j = 1,...,J.
E i

n;—00 :
Entonces, para el modelo saturado, valen las siguientes afirmaciones asintdticas
(n — o), considerando naturalmente J fijo:

2 g . 2 . . .
a) L(_2L) 2 L& giendo 2% la matriz de las seqgundas derivadas parciales
n op ’ op

1
n
de L = L(p) y & como en la parte d) del teorema 4. Es decir, para cada
Jj=1,...,J se tiene que

19°L 1 (L) p

b) Z* iNJ(O,I) y ﬁS(p) i>/\fJ(0,é), siendo

- . 1 1
= E(p) = diag (2,...,>

2
o1 o5

[1]:

una matriz definida positiva de tamano J X J.

. a . . . . . L. P . .
Aqui, = significa equivalencia asintdtica; —, convergencia en probabilidad vy

d , o
—, convergencia en distribucion.
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Demostracion. Considerando el teorema 4d) se tiene, para cada j = 1,...,J,

que

a)

2 2 _ . — 9.
1L 1p(2E) () e
nopi n Ip; n; n-v; vj

ya que, por la ley débil de los grandes niimeros, (Z—j — pj) K 0,sin; — oo

y, por el supuesto,

Como las variables Z7 son estandarizadas, entonces Z7 —%5 M1(0,1), cuando

nj — oo. Por tanto, Z* 4, N;(0,1), cuando n — oo, y J fijo. Ahora, se
demostrara la otra parte del inciso b). Considerando el teorema 4f, se tiene

\1/2
que ﬁS(p) = (l%) Z*. Entonces, por el supuesto y la parte b) de este

n; 1/2 . d 1
Zj —>N1 0,—2
n-v; J]-

-\ 1/2 -
Por tanto, (%%) AR N;(0,Z), cuando n — oo, y J fijo. O

teorema,

Algunas observaciones importantes son las siguientes:

1.

El supuesto del teorema 5 implica que

X n—oo
g —

[1]x

(4)

S|

Los vectores score S;(p) correspondientes a las observaciones i son inde-
pendientes, pero sus distribuciones no son idénticas ya que dependen de la
poblacion j a la cual ¢ pertenece.

La matriz &; = diag {O, ...,0 0,..., 0}, que se refiere a una observacion

) U_jv
Y; en j, no es definida positiva. En cambio, la matriz & se refiere a toda la
muestra y siempre es definida positiva.

Cuando se trabaja con el modelo saturado, se tiene el caso de utilizar datos
agrupados porque las observaciones Y;, ¢ = 1,...,n se rednen en J gru-
pos (poblaciones) de tamano n;, j = 1,...,J. En el caso especial n; = 1,
j=1,...,J (lo que implica que J = n) se habla de datos no agrupados.
La distincién entre datos agrupados y no agrupados es importante por dos
razones:
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= Algunos métodos de anéalisis apropiados para datos agrupados no son
aplicables a datos no agrupados.

= Las aproximaciones asintoticas para datos agrupados pueden basarse
en uno de estos dos casos distintos: n; — oo (n — oc0) o J — oo. El
altimo caso es apropiado inicamente para datos no agrupados.

5. El supuesto del teorema 5 se puede interpretar de la siguiente manera: “la
velocidad” de cada n; — oo debe ser la misma que la de n — co. Por ejemplo,
en un disefio balanceado todas las n; son iguales. En este caso, n; = 4. Por lo

tanto, la cantidad % . Z—J = —L_ es fija; es decir, no depende de n. Utilizando
J

J-vj
2 =

las notaciones del teorema anterior, se tendria que o;

J - v; porque, en
este caso, la expresion (4) se convierte en una igualdad de la forma %% =

(

6. En la practica se puede suponer que el supuesto del teorema 5 siempre se
cumple. Pero es importante resaltar que J debe ser fijo. Esta situacion se
presenta cuando se tienen datos agrupados con J fijo. Por esta razén, debe
tomarse como “base” el modelo saturado. Es decir, se empieza con el score
de la muestra usando los vectores Z;, donde j =1,...,J.

Ademas, si J — oo (por ejemplo, si J = n), entonces en el modelo satu-
rado no se puede considerar a J como fijo. Obsérvese que esta situacion se
presenta cuando se tienen datos no agrupados. En este caso, no se puede to-
mar como “base” el modelo saturado. Ahora se empezaria con el score de la
muestra utilizando, de una vez, las observaciones Y;, ¢ = 1,...,n. De ahora
en adelante, cuando se trabaje con aproximaciones asintoticas para:

= Datos agrupados y no agrupados, se utilizara tnicamente la notacién
n — oo.

= Datos agrupados, esta misma expresion pero acompanada de la ex-
presion J es fijo. Esto es con el fin de enfatizar que el tamano de la
poblacion J es fijo.

= Datos no agrupados, la notaciéon J — oo en vez de n — oo. Esto es con
el fin de enfatizar que el tamano de la poblacién J no es fijo.

Teorema 6. Considerando las notaciones z, m y V de la seccion 2.3 y C de la
seccion 2.4, se tiene en un modelo logistico:

a) El vector (aleatorio) score de la muestra es S(a) := 95 = CT(Z —m), un
vector columna de tamario 1 + K. Ademds, E(S(a)) = 0.

b) La matriz de informacion de la muestra es S(a) = Cov (35) = CTVC,
matriz de (1 + K) x (1 + K). Para mayor simplicidad, sea & := ().

0*L 0%L
¢) E (aa> =9z Y
Para el caso particular de datos no agrupados, en donde nj =1,Vj y J =n,

se tiene que: Z =Y, m=(p1,...,pn)T, C esla matriz de diserio original de
nx (1+K)y V =diag{vi,...,vn}.
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Demostracion. Solo debemos aplicar resultados bésicos del calculo y del dlgebra
lineal y, obviamente, de la estadistica. Cada uno de estos resultados se relaciona
con Dobson (2002). O

Teorema 7. Considerando los supuestos de las secciones 2.3 y 2.4, se tiene:

a) La matriz S es de rango completo Rg(S) = 1+ K y definida positiva.

n-vj

b) Supongase que lim —i- = 0—12 > 0 existe. Entonces, existe una matriz =,
n; —oo j

definida positiva y de tamano (1 + K) x (1 + K), tal que
=5(0) % M (0,5) T fi
—S(a) — ,2), m— 09, 0
\/ﬁ 1+ K ]
Para el caso de datos no agrupados, en donde J = n, el supuesto dado en b)
no tiene sentido porque, como se explicd al final de la seccion anterior, J no es

fijo. Por lo tanto, en vez de esa condicion, se debe suponer la eristencia de una

) . T Jsoo — A
matriz definida positiva = tal que %% —=% =. De esta forma, se tiene

S(@) & M (0,5), J — o0

g

Demostracion.
a) Se sabe que la matriz & es de tamano (1 4+ K) x (1 + K).
Entonces,

Rg(S) = Rg([VY2C]T - [VY2C]) = Rg(V/2C) =1+ K

Por consiguiente, & es de rango completo 1 + K. Demostremos que & es

definida positiva. En efecto, para cualquier vector columna u # 0, de tamano
(1 + K) siempre se cumple que

0< (VYV2Cu)" - (VY2Cu) = uT(CTVC)u = u” Su

Ahora, considerando el hecho de que V'/2 es invertible y C' de rango com-
pleto,

(V12ou)T - (VYV2Cu) =0 <= VY20u =0 = Cu=0 <= u=0.

Esto contradice el hecho de que u # 0. Por tanto, & es definida positiva.

b) Se considera cualquier vector A := (Ao, ..., Ak )T de ntimeros reales. Se de-
mostrara, a continuaciéon, que

AT (%ﬂa)) _ in ;)\T - Si(a)
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tiene distribucion asintotica normal 1-dimensional. Para ello se aplicara el
teorema de Lindberg (véase, por ejemplo, Rao 1973 pp. 123(xi), 128(iii),
128(iv))

En efecto,

s E(AT-Si(a)) =0
= La matriz de informaciéon J; (para una observacion Y; en la poblacion
j) correspondiente al modelo logistico viene dada por:

S = Cou{Si(a)} = E{Si(a)-[Si(a)]"} = C*-v;
siendo v; =V (Y;) y

.Z'Oj LojT1j cee TojTKG
L 2 ) )
C* l‘ljﬂ}o] CCU e azlij]
. s 2
TKjToj TK;jT1j .Z‘Kj

A diferencia del modelo saturado, la matriz de informacién ; si es
definida positiva puesto que & también lo es y &= Y ;. Por tanto,
VAT - Si(a)) = AT - Cov(Si(a)) - A= AT -3 - A >0

» Es facil verificar que V = V*QV*, donde V* = diag{vy,...,v;}. Por
consiguiente, por el teorema 6b, la ecuacion (4) y la expresion anterior:

Ly oryr lg .y o oy 200
n n
siendo = como en el teorema 5b. Es decir,
lg o, g (5)
n

donde E := CTV*.Z.V*C. La expresioén que aparece en la ecuacion
5) se cumple siempre y cuando lim —4- = 21, > ( exista. La matriz
n-v
n; —0o0 J 7;
= también es de rango completo porque
Rg(E) = Rg(C™ - V'EV -C) = Rg([D*/*C|[D'2C)) =1+ K
D

Mediante un razonamiento analogo a la demostracion de la parte a)
del teorema 7, se obtiene que = es definida positiva.! Considerando la
ecuacion (5) y sabiendo que E es definida positiva, se tiene que

1 = T T 1 n—oo T =

=3 VAT Si(a) =AT-(=S) A B AT EAA>0
n n

i=1

IPara el caso no agrupado, debe suponerse en seguida la existencia de una matriz = definida

" J -
positiva tal que %C\‘s ==
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» Se verificara la condicién de Lindberg. Es decir, para cada ¢ > 0,

2 n—oo

0

1 -
E Z;EAT.si(a) ([A . S,(Oé)} . 1{[AT'Si(u)]2>s2~n})
1=

donde ExT_Sm)

distribucion de AT - S;(a) = [Zszo )\kxkj} (Y; — p;). Suponiendo que
las x; estan acotadas uniformemente con respecto a j (que no parece
restriccion alguna para la practica), entonces existe un N = N(e) tal

significa que se calcula la esperanza con base en la

2
que para cada n > N, {Zf:o )\kxk‘j} (yi — pj)? < ?n. De esta forma,

se cumple la condicién de Lindberg, porque

2

N
L T n— o0
E-ZlE)\T,Si(Q) ([)\ ‘SZ(O[)} ! 1{[)\T‘Si(a)]2>52~n}) 0
1=

yva que la suma anterior no depende de n.

Aplicando el teorema de Lindberg, se tiene

[1]

T (L) = S AT Si00) L N0, AT =
A <ﬁ5(> \/ﬁizzlx Si(er) = N1(0, A ),

Por consiguiente, al aplicar el teorema central del limite multivariado (véa-
se, por ejemplo, Rao 1973 pp. 123(xi), 128(iii), 128(iv)), se concluye que

ﬁS(a) — M4k (0,Z), cuando n — oo. O

3. [Existencia y calculos de parametros logisticos

El método que se propone para calcular las ML-estimaciones en un modelo
logistico es el método iterativo de Newton-Raphson, como se muestra en el siguiente
teoremas:

Teorema 8 (Teorema de existencia). Las ML-estimaciones & de o existen, son
unicas y se calculan seqin la siguiente formula de recursion:

o =0, &Y .=a® L CTVOC)L. T (z —m®)

Ademds, asintdticamente se tiene

i (G—a) = {Covl (% . g—s)] - <% - g—§> - (CTVCO) - OT (5 — m)

Para el caso particular de datos no agrupados, en donde J = n, se tiene que:
z=y y m, C yV son como se explicé al final del teorema 6.
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Demostracion. En la parte a) del teorema 7 se demostré que la matriz
2°L
da?
ML-estimaciones & como soluciones de las 1 + K ecuaciones =0. O, lo que
es lo mismo por la parte a) del teorema 6, teniendo C”'(z —m) = 0. Por lo tanto,

debe cumplirse que

= —3 es de rango completo 1 + K. Por lo tanto, existen tnicamente las
AL()
o

0L(&)
Oa

Ahora, del teorema 6, se tiene para k =0, ..., K fijo, que

Y 1
B 2 (Zj T +exp{—ﬁj}>

j=1

=0 (6)

donde 7; es la suma del lado derecho de la ecuacion (3). Esta tltima expresion
no es lineal en los parametros (. Por tanto, se requiere un método aproximativo
que se motiva por la siguiente aproximacion de Taylor. Si a;; es un punto que esté
entre a y &, entonces

OL()  0L(&) | 9*°L(ax) .
oo - oo + Oo? H(a—a)

Considerando la ecuacion (6), esta expresion se puede reescribir como

i (_ amal))l OL(a)

—a = _ (T 1 AT,
e Po2 7 (C*viC)= - C* (z —m)

siendo V1 := V(ay).

Como a3 es un punto del segmento de linea que une a o y &, entonces oy =
té+(1—t)a, paraun t € [0, 1]. Bajo el supuesto de que & es fuertemente consistente
para « (es decir, por componentes se cumple que & =% «, cuando n — ©0), se
tiene que a; <% a. Por lo tanto, por componentes, a; —— « cuando n — oo.

Esto implica que, por componentes,

chvci1 LCT(— ) — (JTlvci1
nt vn Fom n

= Vi (a—a)

%CT(Z - m)} L0

Por tanto,

<CT T c)l - %CT(z—m) o (cT - %V-C)l - %CT(z—m)

= Vi-(a—a) = VA(CTVC)~1.0T (z—m)

De este resultado se obtiene una forma aproximada para:

a=a+ (CTVe)™ .- 0T (z —m)
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Reemplazando en el lado derecho a por la t-ésima aproximacion &Y de a se
obtiene la formula de recursion que da la (¢ + 1)-ésima aproximacion a“+1) de @,
como se indica en la formulacién del teorema. O

4. Distribuciones asintoticas

Teorema 9. Supdngase que lim -4 = L > 0 existe. Entonces existe una
nj—oo ™'Y o;
. ,i. L . 1 1 . oye
matriz = = diag {U—%, R 2} definida positiva tal que

Vi —p) SN (0,E7Y), n—oo, J fijo,

stendo p la estimacion de p en el modelo saturado.

N\ —1/2
Demostracion. Considerando el teorema 4c), 4f), \/n(p — p) = (%%) zZ*.
Ahora, mediante un procedimiento anélogo al de la demostracion de la parte
~\ —1/2 ~
b) del teorema 5, se tiene que (%S) Z* =% N;(0,=71), cuando n — ooy J
fijo.

Con este resultado y la igualdad anterior, el teorema queda demostrado. [

El teorema 9 no es valido para datos no agrupados, en donde J = n. Esto se
debe a que, si J no es fijo, no tiene sentido hablar de una aproximacién asintoti-
camente normal (J-dimensional), cuando J — co.

Corolario 1. Para datos no agrupados (aqui se supone la existencia de una matriz

J—o0

S definida positiva tal que %3 == ), son vdlidas las siguientes afirmaciones:

a) 8i X*:= 2.CT(Y —m), entonces X* — N14x(0,1), J— oco.

b) V(& —a) —5 Nipx(0,E71), J — oo

¢) $V2(a —a) % N1k (0,1), J — oo.

d) Be=Le. 1, AM(0,1), k=0,1,..., K, =4, J— .

) g 10.1) o
donde C, m, & son como se describieron en la observacion del teorema 6; V(Bk) la
varianza estimada (por eso V') de Bi y corresponde al k-ésimo elemento diagonal
de la matriz de covarianzas estimada de &, Cov(&). Recuerde que la expresion
“estimada” significa que en V(B), los pardmetros se reemplazan por estimaciones

consistentes.

Este teorema también es vdlido para datos agrupados, en donde J es fijo. En

este caso debe suponerse que nhlnoo % = L > 0 existe y, ademds, se tiene que:
J J

Y = Z, m = (nip1,...,nyps)T, C es la matriz de diserio de J x (1 + K)
S =CTVC con V = diag{nivi,...,njvs}.
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Demostracion.

a) De la observacion del teorema 6, para datos no agrupados (en donde J = n),
se tiene que

1

X* =972 8(a) = [7%} _1/2- S(a)

L
v

Al considerar la ecuacién (4), se tiene que

—-1/2
|:1%:| J—o0 E_1/2

J

Ademas, por la observacion del teorema 7, es valido que

S(a) % Ni1k(0,Z), cuando J — oo

al-

Entonces,
X i>./\/1+K(O,I), cuando J — oo

b) De los teoremas 8 y 6a se tiene que

e ][]

Al considerar la parte b) del teorema 7 y resultados conocidos de la teoria
de la probabilidad y de la normal multivariada, se puede concluir, mediante
un razonamiento analogo al elaborado en la demostraciéon del teorema 9, que

ViI(a—a) i>./\/'1JFK(()7571), cuando J — o0

c) Se obtiene inmediatamente de a) y del teorema 8.
B — Br
V(5r)

varianza 1 y que, al reemplazar en V(Bk) los parametros por estimaciones
consistentes, el resultado queda valido asintéticamente. ([l

d) Se sigue de ¢), considerando el hecho de que tiene media cero y

Obsérvese que los resultados que se dieron en el teorema 9 y en el corolario 1b)
son bastante similares, lo que significa que tienen la misma interpretacién tanto
en los modelos logisticos como en los saturados.

Corolario 2. Supdngase que lim 4 =

nj—oo 'Y

> 0 existe. Entonces, asintotica-

A=

mente tenemos
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a)

(@ —a)-Cov(a)-(a—a) 4, Y1+ K), n— oo

b) Para cada subpardmetro v de o, de dimension s,

3 =T Cov ' (3) - (7 =) L x(s), n— o0

siendo Cov(¥) la matriz de covarianzas estimada de la estimacion 4.

¢)
Br — Br)? d
(AiA) S x*(1), k=0,1,....K, B,=06, n— o0
V(Bk)
Observacion. Todos los resultados del teorema se cumplen para datos no agru-
pados, a pesar de que el supuesto no es valido, como se explicoé al final de la
observacion que aparece antes del teorema 6.

Demostracion. Considerando la parte b) del corolario 1, para el caso de datos
no agrupados, se tiene que la matriz de covarianzas asintotica de \/n - & es Z~1.

El resultado quedara valido si se pasa a la matriz de covarianzas estimada
Cov(v/n - @)

Sea B := Cov™'/2(y/n - @) - [/n - (& — )], por tanto, del corolario 1b), B 4,
Ni+k(0,1), cuando n — oo ya que se obtiene a g1/2.2-1.2Y2 = I como matriz
de covarianzas asintotica.

Por consiguiente,
(a—a)T-Cov™(a) - (6—a) =BT"B— *(1+K), n— oo,

ya que es la suma de los cuadrados de 1 + K variables normales estandarizadas e
independientes de un grado de libertad. De esta forma, se obtiene el resultado a).
La parte b) es un caso particular de a) y la c), de b). O

5. Pruebas de comparacién de modelos y seleccion
de modelos

Con base en la teoria asintética para las ML-estimaciones y el vector score, en
esta seccion se encuentran aproximaciones para las diferentes desviaciones —2.£(6).
A partir de ellas se obtienen estadisticas para distintas pruebas de comparacion
de modelos (logistico vs. saturado, submodelo vs. logistico y nulo ws. logistico),
con distribucién asintotica chi-cuadrada. Estas pruebas de hipoétesis sirven como
criterios para escoger uno o varios submodelos de un modelo logistico sin perder
informacion estadisticamente significativa.
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5.1. Comparaciéon de un modelo logistico con el modelo
saturado correspondiente

Teorema 10. Supdngase que lim -2 = L >0 existe. Entonces
J

nj—oo ™'Yj 9j

- (2) e (2] (3)

donde p es la ML-estimacion de p en el modelo saturado.

Demostracion. Se sabe por la aproximacion de Taylor que, para cualquier par
de puntos p y p, existe un p1, que esté entre ellos dos, tal que:

) oL 1" 1 . O*L(p1) _
Lip) =L = _ Z(p— B\t VAN
(p) = L(p) + [ ap (p=5)+5p—0) 2 (p—p)
Pero 83;’3 ) =0 porque la ML-estimaciéon p es una solucion del sistema de
ecuaciones 222 — (. Por consiguiente, de la expresion anterior y de la parte c)

Op
del teorema 4, se obtiene que

21) - o) = 1-%§)T.<_§i§gﬂl).<gl.%§>

- <%§>T<y4.<_§§gﬁ>.§—x<%§> (7

., - Z: e
Por la ley fuerte de los grandes niimeros, p; = =2 == p;, cuando n; — oo, para
J

o8

cada j. Por el supuesto adicional, vale lo mismo para n — oo, es decir, p == p,

cuando n — 0o, por componentes. Esto implica p; =% p y, por lo tanto, p; = p,
cuando n — 0o, por componentes. Por consiguiente, para cada 5 =1,...,J,

L (L) L (L)
0 N R

Esto implica que

l(_w) a l<_325(1’)> o 1

n Op? Op?

£ 0, n — oo, J fijo.

G

(8)

por el teorema 5a

Por otra parte, por los teoremas 9 y 4,

oL

\/ﬁ'(ﬁ—p):\/ﬁ'g_l- (ap> 1—1>NJ(O,E_1 , N — o0.
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Teniendo en cuenta las ecuaciones (7), (8) y el resultado anterior, se obtiene

() () ()

dp Op>? op
=2[L(p)—L(p)]
T
a (OEN" ma lg. mar (9 0
dp n Op

En el siguiente teorema se encontrard, para datos no agrupados (en donde
J = n), una expresion que tiene la misma estructura que la del teorema 10. A
pesar de ello, el teorema anterior es valido solo cuando J es fijo. Por eso, falla el
caso de datos no agrupados.

Teorema 11. Para los casos de datos agrupados y no agrupados, tenemos:

2[L(4) — L(a)] £ (gﬁ)T. [Cm}_l <g§>} . (gﬁ)

donde & es una ML-estimacion consistente de o en el modelo logistico.

Demostracion. Se siguen los pasos de la demostracion del teorema 10 sin deta-
llarlos todos. Asi, para cualquier par de puntos & y «, existe un as, que esta entre
ellos dos, tal que

L(a) = L(&)+ [ag(a&)] (a — &) + %(a —a)’. 8%? (a—a).

2
Pero 2[L(&)—L(a)] = (@—a)T- (7%};@)) -(&—a) porque & es ML-estimacion
de a. Aqui se necesita hacer el supuesto de que & sea consistente para a. Asi se
cumple que oy también es consistente para a. Con lo anterior se obtiene que

1 <M> al <625(0‘)> alg

n da? n Oa?

Usando ahora el teorema 8 y el corolario 1, con n en lugar de J, se obtiene el
resultado en plena analogia con la demostracion del teorema 10. O

Teorema 12. La LR-estadistica de prueba (segin el método de cocientes de fun-
ciones de verosimilitud) para la hipdtesis Hy: el modelo logistico (con X1,...,Xk),
vs. la alternativa Hy: el modelo saturado correspondiente con sus J poblaciones,
es equivalente a la llamada desviacion que tiene el modelo logistico del modelo
saturado:

L(p)

D*(3) = 2108 (103 ) =21£(6) - £(0)]
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con las siguientes caracteristicas:
a) D*(M) £ (Z2*)T(I; — Py)(Z*), bajo Hy.
b) D*(M) - x2[J — (1+ K)], bajo Hy, n— oo, J fijo.

donde p y & son los vectores de las ML-estimaciones de los modelos saturado y
logistico, respectivamente; Z* es el vector definido en el teorema 4 y Py es la matriz
definida en el teorema 3. Ademds, se hacen los supuestos de los teoremas 10y 11.

Observacién. Notese que aqui se requiere que J > 1+ K. Para el caso en que
J = 1+ K, el analisis en un modelo logistico es el mismo que en el modelo saturado.
Esta prueba tnicamente se cumple para datos agrupados porque J es fijo, lo que
no sucede para el caso de datos no agrupados.

Demostracion.  a) Se puede demostrar que 25 = CTVY/2Z* es un vector
columna de tamatio 1 + K. Ahora, bajo Hy, vale que L(p) = L(«). Por lo
tanto, bajo Hy, y teniendo en cuenta los teoremas 4b), 4f), 6b), 10 y 11, se
tiene que

D* (M)

2[£(p) - —2[£(a) = L(a)]

() - ()

Il=

(oL
Oa
§ VI/QC g1 CTV1/2] (Z*)

Iy Py

(24" - [3Y

b) Como la matriz I; — Py es una proyeccion con rango J — (1 + K), entonces
(ver Rao (1973, cap. 1)) existe una matriz ortogonal U de m x J tal que
I;— P; =UTU con m = J — (1 + K). Considerando lo anterior y el teo-
rema 5b) y resultados conocidos relacionados con la normal multivariada,
se tiene que UZ* —% N,,,(0,1), cuando n — oo y J fijo. Por consiguiente,
se tiene (UZ*)T(UZ*) % x%(m), cuando n — oo y J fijo, sabiendo que
m = J— (14 K) y que las componentes (UZ*); del vector (UZ*), con
l=1,...,m, son independientes entre si. La parte b) queda completamente
demostrada si se considera que bajo Hy se cumple que

D*(M) £ (z))'(1; - Py)(z*) =Wz (UZ*
(M) =(2")" (I, = Ps)(Z") = (UZ")" (UZ")
UTuU
O
Se espera que la prueba del teorema 12 no rechace Hy (p-valor alto), o sea
que los datos obtenidos no estén en contra del modelo logistico. Es decir, al pasar

del modelo saturado al modelo logistico no se pierde informacion estadisticamente
significativa.
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5.2. Comparaciéon de un modelo logistico con algtn
submodelo

Teorema 13. Para la situacion de hacer la hipdtesis Hy: un submodelo logistico
con Xi1,...,Xg, vs. la alternativa Hy: el modelo logistico con Xy,...,Xg con
K < K, son vdlidas las siguientes afirmaciones:

a) aaTﬁ, =T, %, siendo T, := % una matriz de (1 4+ K) x (1 + K) de la
forma:
5 1 ... 00 ... O
a ~
= S 1+ K
Oay ‘ ‘ ‘ +
0 110 0

b) Cov (g—(i) =TT7 es una matriz cuadrada de tamario 1 + K,

siendo T = T,SY? una matriz de (1 + K) x (14 K); o el vector de los 1 + K
pardmetros en el modelo logistico y «, el vector a restringido bajo Ho : 3, g =

... =Bg =0.

Demostracion. Solo debemos considerar la regla de la cadena y el teorema 6b).
O

Teorema 14. La LR-estadistica de prueba para la situacion senalada en el teorema
183 es equivalente a la estadistica

D*(L) == 2log ( LL((Q‘“))) — 2[£(6) - £(G0)]

con las siguientes caracteristicas:

a) D*(L) < (X*)T(I,. . — P,,.)(X*), bajo Hp.

1+ K

b) D*(L) % x*[K — K], bajo Hy, J — oo
donde:
n G = (57 Bl, e ,ﬁK)T es la ML-estimacion en el modelo logistico de la
alternativa Hy;

w &= (80, Bot, - - - ,ﬁok)T es la ML-estimacion en el submodelo logistico
de la hipotesis H,;

n X* es el vector definido en el corolario 1a;
» P =T (T-TT)™*-T y T es la matriz definida en el teorema 13.
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Para la situacion anterior, una estadistica asintdticamente equivalente es la de
Wald:

c) 4T -Cov™ Y3) -4 4, K - K], bajo Hy, J — co donde 4 es la estimacion
de 7, que es la parte (K — K)-dimensional del vector a que se anula bajo Hy
y Cov(¥) es la matriz de covarianzas estimada de 4.

Observacion. Notese que la hipotesis de la primera parte del teorema es equi-
valente a la hipdtesis H, : v = 0. Es importante senalar que esta prueba que
presenta el teorema utiliza datos no agrupados. Aunque también es posible reali-
zarla teniendo en cuenta el modelo saturado. Pero como en la prueba tnicamente
se considera el modelo logistico, no tiene mucho sentido comparar este con un
submodelo teniendo que pasar por el modelo saturado.

Demostracion.  a) En forma analoga al teorema 11 se tiene que

2L(60) — L(an)] 2 ( e >T~Cov1 ( o ) . ( be ) 9)

Por lo tanto,

DH(L) = 2[£(&) = L(a)] = 2[£(d,) — L(aw)]

) - ()

_ oL
> R 1/2 1+K - P1+K] N 12 (%)
————

oo (X*)

- (&
- (5) >

- P

b) Se puede demostrar que la matriz I K

L es una proyeccion con rango
K — K. Por consiguiente (Rao 1973, cap.1), existe una matriz ortogonal U

demxJtalque I, — P, =U"Uconm=K-— K. Ahora, considerando
el corolario 1a), se tiene que UX* —% N,,,(O, I), bajo Hy, cuando J — oo.

Por tanto, (UX*)T(UX*) - x2(m), bajo Hp, cuando J — oo, sabiendo
que m = K — K y que las componentes (UX™*); del vector (UX*), con
l=1,...,m, son independientes entre si. La parte b) queda completamente
demostrada si se considera que bajo Hy,

1+ K

D*(L) % (X)'(I,, . — P

) (X7) = (UX)T(UX7)

14+ K

uTu

c¢) Se sabe que 7 es un subparametro de o con dimension K K. Entonces, por

el corolario 2b), se tiene (5 —~)T -Cov=1 () - (3 —v) == x*|K — K], cuando
J — 0. Bajo Hp : v = 0, esta expresion quedara reduc1da a la que aparece
en el teorema y con esto queda demostrada la parte c). O
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Si en el trabajo practico se ha llegado a un submodelo del modelo logistico
inicial mediante un proceso de eliminacién de variables explicativas, entonces se
espera que la prueba dada en el teorema 14 no rechace H, (p-valor alto). Se espera
esto para poder reemplazar el modelo inicial por el submodelo. En caso contrario,
la reduccion significaria una pérdida de informacion estadisticamente significativa.

5.3. Comparaciéon de un modelo logistico con el nulo

Corolario 3. Para la hipdtesis Hy: el modelo nulo (sdlo con el intercepto), vs. la
alternativa Hy: el modelo logistico (con Xi,...,X k), se puede tomar, alternati-
vamente, una de las dos estadisticas de pruebas siguientes:

a) 2log (f((g)))) = 2[L(6) — L£(8,)] —= x2[K], bajo Hy, J — oo

donde 5, = logit(Y) es la estimacion de § en el modelo nulo.

) 57 Cov (B) - B = x2[K], bajo Ho, J— oo,

donde (3 es la ML-estimacion de 3 = (B1,...,0x)T que corresponde a la
parte de « que se anula bajo Hy y Cov(B) es la matriz de covarianzas esti-
mada de (3.

Observaciéon. Noétese que la hipotesis de la primera parte del teorema es equiva-
lente a la hipotesis H, : 8 = 0. Como esta prueba es un caso particular del teorema
14, también se esta considerando el caso de datos no agrupados.

Demostracion. La parte a) es un caso particular del teorema 14 con K =0.En
este caso, &, = d,. Ahora se demostrara la parte b). 3 es un subparametro de o con
dimension K. Por el corolario 2b), se tiene (3 —3)7-Cov™(6)- (8- B) - x2[K],
cuando J — o0. Bajo Hy : # = 0, esta expresion quedara reducida a la que aparece
en el teorema y con esto queda demostrada la parte b). O

En el trabajo practico se espera que la prueba del teorema 3 si rechace H, (p-
valor bajo). Es decir, que las K variables explicativas del modelo logistico tienen,
en su conjunto, una explicacién mas informativa que solo el intercepto. En caso
contrario, que no es muy comin en problemas practicos, se tendria que chequear
otro modelo logistico con mas o con otras variables.

5.4. Comparaciéon de un modelo logistico con un submodelo
que tiene una variable explicativa menos

Corolario 4. Para la hipdtesis Hy: el submodelo con una variable menos (es decir,
con Xy, Xp1, Xgt1, - - -, Xx ), vs. la alternativa Hy: el modelo logistico (con
Xi,...,XK), se puede tomar, alternativamente, una de las dos estadisticas de
pruebas siguientes:
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a) 2log (%) = 2[£(a) — L(G)] —= x2[1], bajo Hy, J — oo,

donde &, es la estimacion bajo H,

b) B ( B )2 —5 x%[1], bajo Hy, J — o0
V(e \SE(Gn) ; ; ;

stendo flk la estimacion de By, para cada k =0,1,..., K en el modelo (bajo

H,) con su varianza estimada V (3}, y su error estindar SE(Br) = v/ V (Bk).

Observacion. Como esta prueba es un caso particular del teorema 14, también
se esta considerando el caso de datos no agrupados.

Demostracion. La parte a) es un caso particular del teorema 14b) con K=K-1.

Es decir, con K — K = 1. La parte b) es un caso particular del corolario 2c). O

Observacion. Con base en todas las “pruebas parciales” del teorema 4, para cada
k =0,1,...,K se eliminara la variable explicativa que menor aporte individual
tenga en la explicacion. Es decir, la variable que tenga p-valor parcial méas alto. Asi,
se sigue eliminando variable tras variable hasta que se rechacen todas las pruebas
parciales (todas las que tengan p-valores bajos).

5.5. Analisis de desviaciones (ANODEYV)

Con el fin de analizar la bondad de ajuste de un modelo logistico fijo (con
variables explicativas Xy, ..., X que definen J poblaciones), se lo compara hacia
los dos lados, es decir, con el modelo saturado correspondiente (con estas J pobla-
ciones) y con el modelo nulo (con solo el intercepto). Para esta situacion, puede
orientarse en la llamada tabla de ANODEV (en inglés: ANalysis Of DEViance),
en analogia a la ANOVA para modelos lineales (tabla 1).

TaBLA 1: ANODEV del modelo logistico vs. saturado.

Teorema DF Estadistica
5.3.1 Diferencia de K D*(0) — D*(M) = 2[£(&) — L£(5,)]

desviaciones

Desviacion del . L N s
5.1.5 modelo logistico J-(1+K) D*(M) :=2[L(p) — L(&)]

Desviaciéon total . .7 5 .
(del modelo nulo) J-1 D*(0) == 2[L(P) — L(00)]

Una estadistica de desviacion relativa con respecto al modelo saturado es la
siguiente, propuesta en la mayor parte de la literatura:
D*(0) — D*(M) D~ (M)

RDS = D*—m) =1 D(0)
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Esta desviacion relativa la analizaron por Theil (1970) y Goodman (1971) y
tiene algunas caracteristicas:

a) 0< RDS < 1.

b) Cuando el modelo logistico no mejora en ajuste con respecto al modelo nulo:
RDS =0siysolosi0< D*(0)=D*(M) siy solosi L(p) > L(do) = L(&).

¢) Cuando el modelo logistico se ajusta tan bien como el modelo saturado:

RDS =1siysolosi 0= D*(M) < D*(0) siy solosi L(p) = L(&) > L(0,).

d) Al eliminar una variable explicativa (disminuir K) se disminuye el numera-
dor, pero, en general, se disminuye también el denominador (ya que disminu-
ye J). De esta forma, RDS puede disminuir o aumentar al eliminar variables
explicativas, siendo esto ultimo el gran defecto que tiene la desviaciéon rela-
tiva.

Ahora, si se quiere comparar dos o mas modelos logisticos, ya no se puede hacer
segtin lo mencionado en la nota que sigue al teorema 4 por el defecto senalado
arriba. Por eso se propone analizar la bondad de ajuste de un modelo logistico fijo
(con variables explicativas Xy, ..., Xk que definen J poblaciones), al compararlo
con el modelo completo (que no se basa en poblaciones) y con el modelo nulo (solo
con el intercepto). En este caso, la desviacion del modelo logistico sera

D*(M) == 2[L(p) — L(&)] = —2[L(d)]
va que L(p) = 0. Esta situaciéon se orienta en la tabla 5.5 de ANODEV.

TaBLA 2: ANODEYV del modelo logistico vs. completo.

Teorema DF Estadistica
5.3.1 Diferencia de K D(0) — D(M) = 2[£(&) — £(50)]

desviaciones

Desviacion del B .
modelo logistico D(M) :=2[L(p) — L(&)]
Desviacion total

(del modelo nulo) D(0) := 2[L(P) — L(bo)]

Ahora se sugiere como una estadistica de desviacion relativa (con respecto al
modelo completo) la propuesta por C.F & McFadden (1974):

_ DO)-DM) . DM)

Esta desviacion relativa tiene las caracteristicas:
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a) 0 < RDC < RDS < 1.
b) RDC =0siy solosi0< D(M)=D(0)siy solosi0>L(&)=L(d,).
¢) RDC =1siysolosi0=D(M) < D(0)siysolosi0=L(&)> L(d,).

d) Al eliminar una variable explicativa (disminuir K') se disminuye el numera-
dor, pero el denominador D(0) no cambia de valor porque no depende de
las variables explicativas. Por lo tanto, RDC si disminuye al eliminar varia-
bles explicativas. Esto quiere decir que si se puede comparar las desviaciones
relativas RDC entre un modelo logistico y cualquier submodelo.

5.6. Criterio para la escogencia de un buen submodelo
logistico

5.6.1. EIl analisis de un modelo logistico M fijo

Se compara este modelo logistico (con sus 1 + K parametros) con el modelo
saturado correspondiente (con J poblaciones/pardametros) y con el modelo nulo
(con 1 parametro, el intercepto) como se hizo en las secciones 5.1 y 5.3, respecti-
vamente. Para que el modelo logistico pueda considerarse como “aceptable”, debe
estar “cerca” del modelo saturado y “lejos” del modelo nulo. Es decir,

= No debe ser rechazado el modelo logistico wvs. el saturado segiin la prueba del
teorema 12, y

= Si debe ser rechazado el modelo nulo wvs. el logistico segtn la prueba del
teorema 3.

Lo anterior debe reflejar un valor “grande” de la desviacién relativa con respecto
al modelo saturado, RDS, segtn se senal6 en la seccion 5.5. Es importante tam-
bién recalcar que la desviacion relativa RDC es una estadistica que tiene un valor
“grande” si el modelo logistico, adicionalmente a lo anterior, también esta cerca
del modelo completo. Todas estas situaciones pueden visualizarse claramente en
la figura 1.

5.7. De un modelo logistico M hacia un buen submodelo
logistico M,

Para escoger el mejor submodelo logistico, se compara cada submodelo con:

1. Su modelo saturado (el numero de las poblaciones baja) y con el modelo
nulo. Como criterio sirve el teorema 4.

2. El modelo inicial, segtin la hipotesis dada en el teorema 13 y con la estadistica
senialada en el teorema 14.
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Modelo Modelo Modelo Modelo
completo saturado logistico nulo
I I I I 00
0 —2L(p)  —2L(a) —2£(3,)
L | | |
I T T T
D*(M) D*(0) — D*(M)
I | |
I T T
D(M) D(0) — D(M)

Fiaura 1: Gréfica para el analisis de un modelo logistico M fijo.

. La sucesién de todos los submodelos anteriores. En este caso, se debe calcular

la RDC para cada submodelo. De esta manera, se obtiene una sucesion (fini-
ta) decreciente de valores que sirve como un criterio (junto al anterior) para
decidir cuando y por qué se detiene el proceso de eliminacion. Es decir, para
decidir cual submodelo puede ser mejor que los anteriores, incluso mejor que
el modelo inicial. Esta decision es siempre un compromiso entre aceptar una
pérdida de explicacion global, que se expresa en un menor valor RDC (analo-
gamente al coeficiente de ajuste R? para modelos lineales), pero que no sea
estadisticamente significativa la pérdida; y ganar mejor explicacién parcial,
que se expresa en el rechazo de todas las hipotesis parciales H, : B = 0,
k=0,1,..., K, para cada variable que qued6 en el modelo final, segun el
teorema 4. La situacién final puede visualizarse en la figura 2.

El Un Un El
modelo modelo modelo modelo
completo inicial M final M, nulo

I I I I 00

0 —2L(6)  —2L(&) —2£(6,)

I ] ]

I 1 1

D(M) D(0)-D(M) :RDC(M)

I I l

f T ]

D(Mo) D(O) - D(Mo) :RDC(MO)

Ficura 2: Gréfica para escoger el mejor submodelo logistico M,.

Revista Colombiana de Estadistica 29 (2006) 239-265



Precisiones en la teoria de los modelos logisticos 265

Recibido: Septiembre 2006
Aceptado: Noviembre 2006

Referencias

Agresti, A. (1990), Categorical Data Analysis, 2nd edn, John Wiley and Sons, Inc.,
New York.

C.F, M. & McFadden, D., eds (1974), Frontiers in Econometrics Applications, MA:
MIT Press, Cambridge, pp. 105-142. “Conditional logit analysis of qualitative
choice behavior”.

Dobson, A. J. (2002), An Introduction to Generalized Linear Models, 2 edn, Chap-
man & Hall, London.

Goodman, L. (1971), ‘The Analysis of Multidimensional Contingency Tables: Step-
wise Procedures and Direct Estimation Methods for Building Models for Mul-
tiple Classifications’, Technometrics (13), 33-61.

Mc Cullagh, P. (1983), ‘Quasi-likelihood Functions’, Annals of Statistics (11), 59—
67.

Mc Cullagh, P. & Nelder, J. (1983), Generalized Linear Models, 2 edn, Chapman
and Hall, London.

Rao, C. (1973), Linear Statistical Inference and its Applications, 2 edn, John Wiley
and Sons, Inc., New York.

Theil, H. (1970), ‘On the Estimation of Relationships Involving Qualitative Varia-
bles’, Amer. J. Sociol. (76), 103-154.

Wedderburn, R. (1974), ‘Quasi-likelihood Functions, Generalized linear models
and the Gauss-Newton Method’, Biometrika (61), 439-447.

Wedderburn, R. (1976), ‘On The Existence and Uniqueness of the Maximum
Likelihood Estimates for Certain Generalized Linear Models’, Biometrika
(63), 27-32.

Zacks, S. (1971), The Theory of Statistical Inference, 2nd edn, John Wiley and
Sons Inc., New York.

Revista Colombiana de Estadistica 29 (2006) 239-265



