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RESUMEN

En este trabajo se presenta la obtencion del modelo exacto en tiempo discreto de un robot movil tipo (2,0), bajo la conside-
racion de la existencia de retardos de transporte en la senal de control, producidos por la propagacion de las seiiales entre
los sensores y actuadores del robot y el control remoto. El modelo obtenido es evaluado mediante simulacion, comparando

su desempeno con un modelo discreto aproximado que incluye también retardos de transporte y con el modelo en tiempo
continuo del mismo sistema.

ABSTRACT

An exact discrete time model of a mobile robot of the type (2,0) that includes the time-delay induced by a communication
network between the sensors and actuators on the mobile robot and the remote control system is presented. Simulations
results are provided to show the performance of the proposed exact discrete time model. The performance of obtained model
is better compared to the approximate model becanse it does not need a sampling period sufficiently small.
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I. INTRODUCCION

Los robots méviles son dispositivos electrome-
canicos capaces de desplazarse en un espacio
de trabajo con cierto grado de autonomia. De
acuerdo a su forma de locomocién se clasifican
en: robots moviles de locomocién mediante oru-
gas, mediante patas y mediante ruedas. LLos ro-
bots moviles propulsados por ruedas a su vez,
se clasifican de acuerdo al numero y al tipo de
grados de libertad. En los robots méviles se pre-
sentan dos tipos de grados de libertad, el grado
de movilidad y el grado de direcccionabilidad.
El grado de movilidad es un grado de libertad
asociado a una variable de velocidad del robot
y el grado de direccionabilidad es un grado de
libertad asociado a una variable de direccion del
robot, [ 1].

En este trabajo se considera un robot movil pro-
pulsado por ruedas, que posee dos grados de
movilidad y cero grados de direccionabilidad, de
ahi su denominacién de robot movil tipo (2,0).

Es amplio el nimero de investigaciones que se
han desarrollado, tomando como objeto de es-
tudio los robots de locomocién mediante rue-
das, motivadas en parte, por la simplicidad de su
estructura. Son sistemas cuyos modelos mate-
maticos se clasifican como sistemas no lineales
presentando restricciones no holénomas. Una
restricciéon no holénoma es una restriccion no
integrable en términos de las velocidades del ro-

bot.

Actualmente, los esquemas de control desarro-
llados para robots méviles, en su mayoria se ob-
tienen a partir de los modelos en tiempo conti-
nuo, pero su implementacion en tiempo real se

realiza en sistemas de procesamiento digital de
datos. Esto no es un inconveniente siempre que
el sistema de computo posea una alta velocidad
de operacion. En el caso contrario, cuando no se
logra reducir el periodo de muestreo a un valor
suficientemente pequefio, los esquemas de con-
trol implementados de esta forma presentan un
deterioro apreciable en el desempefio general del
sistema.

La principal ventaja de utilizar un controlador
discreto y un modelo discreto exacto del sistema,
es que no se tiene como restriccion de trabajo el
periodo de muestreo considerado y por lo tanto
se puede utilizar en su implementaciéon un sis-
tema de computo de menor velocidad y por lo
tanto de menor costo.

Utilizando el modelo continuo se han reportado
diversos trabajos que resuelven el problema de
seguimiento de trayectorias mediante diferentes
técnicas. En [2] se presenta un control continuo
por pedazos para estabilizar exponencialmente al
sistema a lo largo de una trayectoria. En [3] se
presenta un control basado en la linealizacién por
retroalimentacion dinamica con el que se obtiene
un alto desempefio siempre y cuando el robot
permanezca en movimiento. En [4] se presenta
un control estabilizante de tipo hibrido para un
robot movil de tipo (2, 0) que utiliza un contro-
lador conformado por dos partes, una discreta
para estabilizar el error en la direccién de manejo
y una parte continua para estabilizar el error la-
teral. En [5] se propone un control conmutado
entre una ley de control linealizante y una ley de
control variante en el tiempo. En [6] se propone
utilizar un control PID para resolver el problema
de seguimiento de trayectorias, considerando la
cinematica y la dinimica de un robot mévil tipo
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(2,0), con la posibilidad de expandir el método a
los otros tipos de robots. En [7] se presenta una
estrategia de control que conmuta entre dos leyes
de control disefiadas con base a criterios de esta-
bilidad de sistemas conmutados, presentando los
lineamientos a seguir en el disefio de las leyes de
control cinematico. Los resultados se muestran
utilizando un robot moévil de tipo (2,0). En [§]
se propone un control adaptable basado en los
modelos cinematico y dinimico de un robot tipo
(2,0), validandolo mediante simulaciones y expe-
rimentos. En [9] se hace un analisis del método
de linealizacion exacta aplicado a robots moviles
propulsados por ruedas. En [10] se presenta una
estrategia de control conmutado, basado en leyes
de control linealizantes.

Varios autores han propuesto también algunos
esquemas de control robusto, en [11] se propone
una funcién de navegacion tipo Lyapunov para
generar un conjunto de trayectorias deseadas
para la navegacion de robot moviles. En [12] se
propone una ley de control por modos deslizan-
tes basada en el modelo dinamico de un robot
uniciclo para lograr que este converja a una tra-
yectoria de referencia con errores acotados de
posicion y velocidad. En [13] se presenta otro
control por modos deslizantes que de manera
experimental muestra robustez ante perturbacio-
nes y errores de medicion. En [14] se propone
una nueva ley de control por modos deslizantes
basada en el modelo dinamico para resolver el
problema de seguimiento de trayectorias, el ro-
bot mévil converge asintéticamente a la trayec-
toria de referencia. En [15] el problema de segui-
miento de trayectoria para el modelo dinamico
de un robot moévil (2,0), se resuelve usando un
control por modos deslizantes, el control utiliza
dos superficies de deslizamiento no lineales para

asegurar la convergencia asintética de los errores
de seguimiento.

En la literatura se encuentran escasos trabajos
donde se presentan controladores en tiempo dis-
creto utilizando el modelo discreto aproximado
del robot movil (2,0), tal como en [16], donde
se resuelve el problema de estabilizacion de un
robot movil ante la presencia de perturbaciones
acotadas en sus restricciones no holonémas. De
igual forma partiendo de los resultados obteni-
dos en [106], en [17] se propone una técnica de
control por modos deslizantes en tiempo discre-
to para seguimiento de trayectorias con los erro-
res de seguimiento acotados asintoticamente, la
cual es probada experimentalmente. En [18] se
presenta la obtencién del modelo discreto exacto
de un robot mévil (2,0) libre de retardos.

Dadas las aplicaciones tipicas de un robot mévil
por lo general es necesario que no existan co-
nexiones alambricas entre el robot mévil y su sis-
tema de control, esto es, que sean controlados de
forma remota inalaimbricamente. Esta condicién
genera la necesidad de una red de comunicacién
entre el sistema de control, los sensores y los ac-
tuadores del vehiculo. La inclusién de una red de
comunicaciones, como se observa en la Figura 1,
induce la presencia de retardos de propagacion
en el lazo de control debido a que las sefiales
experimentan un retardo de tiempo en la etapa
de actuacion y de igual forma las sefiales de los
diferentes sensores llegan con retraso al sistema
donde se realiza el calculo de las leyes de con-
trol. Estos retardos pueden no ser despreciables
y podrian deteriorar el desempeno del sistema y
causar en algunos casos inestabilidad.

Los tiempos muertos indicados de la forma des
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crita, generalmente no pueden ser compensados
facilmente aun en el caso de contar con altas ve-
locidades de procesamiento en el calculo de las
leyes de control.

ACTUADOR ROBOT SENSOR
I_A__|_’ MOVIL ﬂ
i RED DE i
. | COMUNICACIONES | |
SISTEMA |
~ | DECONTROL [

Figura. 1. Robot mévil controlador remotamente

A pesar de que los sistemas de control operados
a distancia son un ejemplo de sistemas con tiem-
pos muertos, cuyo efecto podria no ser ignorado,
no se ha explorado ampliamente el problema de
seguimiento de trayectorias utilizando el modelo
cinematico discreto exacto de estos sistemas y
menos aun, utilizando el modelo discreto exacto
incluyendo los efectos de los retardos de propa-
gacion de las sefales de control, como es el caso
de los robots moviles controlados remotamente.

La utilizaciéon de modelos en tiempo discreto ha
sido motivada fundamentalmente por la necesi-
dad de abordar el problema de retardos de tiem-
po en la propagacion de las sefiales en un sistema
controlado a distancia. LLos modelos discretos
permiten analizar de una manera mas simple los
efectos del retardo en la propagacion de las sefia-
les y permiten obtener controles discretos dise-
flados para compensar dichos efectos.

En [19], [20], se considera el modelo discreto
aproximado del robot mévil tipo (2,0) para ob-

tener controles en tiempo discreto, con el objeto
de resolver problemas de regulacion y de segui-
miento de trayectorias.

El articulo se organiza de la siguiente forma:
En la Seccién 2 se presentan tanto los modelos
continuos como los discretos del robot mévil de
tipo (2, 0). En la Seccién 3 se presenta la obten-
cion del modelo discreto exacto con la inclusién
de un retardo de transporte para el robot movil
tipo (2, 0). En la Seccién 4 se presenta la valida-
cion del modelo discreto obtenido mediante di-
ferentes simulaciones numéricas. Finalmente las
conclusiones se presentan en la Seccion 5.

II. MODELOS DEL ROBOT MOVIL (2,0)

En la literatura es comun encontrar que en el de-
sarrollo de controladores para sistemas no linea-
les, solo se considera el modelo en tiempo conti-
nuo, dado que no siempre es posible obtener un
modelo discreto exacto de estos sistemas.

Los robots moviles del tipo (2,0), como el que se
observa en la Figura 2, se construyen utilizando
dos o mas ruedas fijas sobre el mismo eje, no
utilizan ruedas orientables. Su movimiento se lo-
gra al aplicar una velocidad diferente en cada una
de las ruedas. Su grado de movilidad es dos, uno
es la velocidad lineal #, y el otro es la velocidad
angular #,. Dado que este tipo de robot tiene un
solo eje con ruedas convencionales, se considera
un solo punto de referencia sobre el cuerpo del
robot y por tanto #, , la velocidad angular o de
rotacion es una entrada del sistema al igual que 7,
, la velocidad lineal o de desplazamiento.

La posicion y orientacion del robot movil se es-
tablecen mediante tres estados, (x,, x,, x,) donde
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x,y x,son las coordenadas del centro de rota-
cion del robot con respecto a los ejes del marco
de referencia fijo x, - x, , y el estado xes el an-
gulo que forma el eje de referencia del robot con
respecto a Xx,.

El modelo cinematico en tiempo continuo de un
robot tipo (2, 0) resulta set,

A

X2

X2

v

X1 X1

Figura 2. Robot movil tipo (2,0)

x (t)=u, (t)cosx, (1)
X, (1)=u (t)sinx,(t) (1)
x, (1)=u, (1)

Un retardo de transporte se define como el in-
tervalo de tiempo existente entre el inicio de un
evento en una parte del sistema y la aparicion del
la accién consecuente o efecto resultante en otra
parte del mismo sistema (generalmente la sefial
de entrada).

Los sistemas controlados a distancia estan some-
tidos a retardos de transporte. Estos se presen-
tan debido a que las sefales deben viajar a través
de un medio fisico para comunicar el sistema de
control con los sensores y los actuadores del sis-

tema remoto, tal como se ilustra en la Figura 1,
la inclusién de una red de comunicaciones, altera
el modelo continuo del sistema que se controla
a distancia, debido a que las sefales de control
se generan en un instante de tiempo 7, pero
actuan sobre el sistema con un retardo de tiempo
T,,donde T es el tiempo que transcurre entre la
generacion de la sefial en el controlador y la apli-
cacion de esta sefial en el sistema remoto. En el
caso particular del robot moévil (2, 0) el modelo
cinematico continuo dado en la ecuacién (1) se
modifica en el caso de la consideracion de retar-
dos de transporte, de la siguiente forma,

x (1)=u, (t—1 )cosx, (¢)
x, (t)=u, (1—7 )sinx, (¢) (2)
x(1)=u,(1-7)

Partiendo de un modelo continuo es posible
obtener facilmente un modelo discreto aproxi-
mado, con el inconveniente de que este modelo
es valido sélo para periodos de muestreo sufi-
cientemente pequefos. En [16, 17] se considera
el modelo discreto aproximado del robot mévil
tipo (2, 0) obteniéndose controles en tiempo dis-
creto, con el objeto de resolver problemas de re-
gulacion y seguimiento de trayectorias.

La discretizacién aproximada, utilizando la pri-
mera aproximacion de la expansion en series de
Taylor o aproximaciéon de Euler, del modelo ci-
nematico del robot movil (2, 0) libre de retardos
toma la forma,

x, (KT +T)=x, (kT )+ Tu, (kT )cos x; (kT)
X, (kT+T)=x2 (kT)+Tu1 (kT)sinx3 (kT) 3)
%, (kT +T)=x, (kT )+ Tu, (kT)
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donde T es el periodo de muestreo.

En [19,20] se muestra mediante simulacio-
nes, que el desempeno de un control dis-
creto puede verse afectado por un retardo
de transporte, de tal manera que los autores
concluyen sobre la importancia de disefiar
un controlador basandose en un modelo
de la planta, en el que se incluya el efecto
del retardo de transporte. A continuacidn
se presenta el modelo discreto aproximado
obtenido a partir de (2),

X (KT +T)=x, (kT )+ (T =7 Ju, (kT )cos x, (kT +1)
+tu, (kT —T )cos x, (kT)

x, (kT +T)=x, (kT )+ Tu, (kT )sin x, (kT) “)
+tu, (kT =T )sinx, (kT')

Xy (KT +T)=x, (kT )+ Tu, (kT)

Al igual que en el caso del modelo discreto
aproximado (3), dado que se considera una
aproximacion de orden cero, este modelo solo
es valido si el periodo de muestreo es suficien-
temente pequefio.

El modelo de un robot mévil de tipo (2,0) es un
caso particular de un sistema no lineal, del cual es
posible obtener un modelo discreto exacto [18].

Una de las principales ventajas de utilizar el mo-
delo discreto exacto es que el desempefio de su
esquema de control es independiente del periodo
de muestreo utilizado. Teniendo en cuenta que la
sefial de entrada al sistema #(?) se puede conside-
rar constante durante el intervalo 7 , se obtiene
el modelo discreto exacto por integracion directa
del modelo continuo (1).

x, (kT +T)=x, (kT
+2yu (kT)cos£x3 (k7)+ 2, (kT)J

x, (KT +T)=x, (kT) ()
+2y u, (kT)sin [x3 (kT)+ guz (kT))

x;, (kT +T )= x; (kT )+ Tu, (kT)

an(Tu)
v (u, (kT))= u,

El
2

donde

si u, #0

; si u,=0

III. OBTENCION DEL MODELO DISCRETO
EXACTO CON RETARDO DE TRANSPORTE

En esta seccioén se presenta la obtencion de un
modelo discreto exacto donde se incluye el retat-
do de transporte para un robot mévil de tipo (2,
0). Para obtenerlo se resuelve primero la ecua-
cion diferencial para x,(#) de (2), en el intervalo
de tiempo /7, 7], esto es,

x (1)=x,(t,)+ juz (s—t)ds (6)

Ahora, dado que la sefial de control es consi-
derada constante entre instantes de muestreo y
ademds se ve afectada por un retardo T, esta se
comporta como se ilustra en la Figura 3.

De lo anterior se tiene que la integral en (6) pue-
de escribirse seccionalmente como,
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o+t t

X, (t)=x3 (t0)+ J. u, (kT—T)ds+ I u, (kT)ds (7)

to+t

A

UKT) femmemmamaaae

u(kT- 1)

[N R

v

Figura 3. Sefial Control u(t-T)

de donde se obtiene,

x, (t)=x, (t, )+tu, (kKT —T)+(t —t, =t Ju, (kT)

Considerando #,=£T y evaluando al final del in-
tervalo [(KT).(,T+T)] se obtiene,

X, (kT +T)=x, (kT )+7u, (kT -T)
+(T =1 )u, (kT)

Obsérvese que en el intervalo de integracion
7, S t<1 + T, x,(?)toma simplemente la forma,

5 (0)=x, (t0)+ju2 (KT =T)ds

x, (1)=x,(t, )+ (t =ty Ju, (kT =T)

yenelintervalo ¢ + T<t<{, X(?) estadado por,

x, (8)=x,(t, )+vu, (kT —=T)+(t—t, -7 Ju, (kT)

Sustituyendo x,(?) en las ecuaciones diferenciales
para x,(2)y x,(?) del modelo continuo (2), es po-
sible obtener el modelo exacto del sistema con
retardo de transporte.

Al igual que la sefial de control #,, la sefial #,
se ve afectada por un retardo t, por lo tanto el

calculo del modelo discreto exacto con retardo
del sistema, se realiza teniendo en cuenta las va-
riaciones en las sefiales de control a causa del re-
tardo t.

Considerando la ecuacion para x, () de (1), se
obtiene,

fo+t

X, (t)le (to)+u1 (kT—T) ;[ cos(x3 (S))is
+u, (kT) j cos (x, (s)is

to+t

Por lo tanto, sustituyendo la solucion para x (7 en el
intervalo de tiempo adecuado es posible escribir,

X, (t)= X, (to)
+u, (kT -T)

.[ cos (x; (o )+ (s — 1, Ju, (kT =T) )is

+u, (kT)

t

.[ cos (x, (1, )+tu, (kT T )+

0 (s—t,—7 Ju, (kT') )ds

esto es,

u, (kT =T
X, (t)z X, (to )+m

[sin (x, () +tu, (kT = T))-sin (x, (1, ))]
u, (KT)
’ U, (kT )

[sin (x3 (to )+'c u, (kT - T)+ (t —t, =1 u, (kT ))
—sin (x; (, )+tu, (kT - T))]

Considerando de nuevo #,=kT y evaluando para
la condicién [(*T).(.7+T)] se obtiene,
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x (KT +T)=x, (kT)

) o v 77
—sin (xz (kT )):|
u, (kT)
" u, (KT)

[sin (x, (kT )+tu, (kT =T )+ (T~ Ju, (KT))
. (8)
—sin (x, (KT')+tu, (kT - T))]

haciendo uso de la siguiente identidad trigonométrica
sin (a +2b ) - sin (a) = 2cos(a+b)sin(b)
(8) puede reescribirse como,
x, (kT +T)=x, (kT)
+2uy, (kT -T)
cos [x3 (kT)+ %uz (kT - T)j
+ 2y u, (KT)

cos (x3 (kT)+%u2 (kT-T)

T-
LT )j ©)

sin (12 u, (kT —T)j

v, = u, (kT -T)

T

>

sin(Tz_T 0 (kT)j

Y, = u, (kT)
T-1
2

,siu, (KT =T)#0

siu, (kT -T)=0

,siuy (KT)#0

5 siu,(kT)=0

Siguiendo el mismo procedimiento para ), el
modelo discreto exacto con retardo de transpor-
te de un robot movil tipo (2, 0) esta dado por,

x (kT +T)=x, (kT)
+2yu, (kT -T)

cos(x3 (kT)+%u2 (kT—T)]
+ 2y ,u, (kT)

cos (xS (kT)+%u2 (kT -T)

I uz(kT)j
x, (kT +T)=x, (kT)
+ 2y, (kT -T)

sin[x3 (“7)+ L, (kT—T)j
+ 2y u, (KT)

sin(x3 (kT)+%u2 (kT -T)

+T; 1, (kT)J (10)

X, (kKT +T)=x, (kT )+tu, (kT -T)
+(T 7 Yu, (kT)

con v, (u,(kT-T)) y w,(w, (k7)) como estin de-
finidas en (9).

Este sistema puede ser reescrito como un sis-
tema aumentado, considerando las entradas de
control retrasadas, u (kT-T) y u,(kT-T), como

una nueva variable de estado, en la forma,
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% (KT +T)=x, (KT)
+2v,G, (kT)

cos()@ (kT)+%Q2 (kT)j
+ 2y ,u, (kT')

cos(x3 (kT)+T5C2 (kT)

T, (kT)j

x, (KT +T)=x, (kT)
2u e, (KT)
sin(x3 (k) e, (6 )j
+ 2y ,u, (kT')
sin(x3 (k7). (k)

I s (kT)j
x; (KT +T)=x, (kT')+1C, (kT)
+(T =7 )u, (kT)
G, (KT +T)=u, (KT)
C,(AT+T)=u, (kT)

e

IV. VALIDACION DEL MODELO DISCRETO
EXACTO CON RETARDO DE TRANSPORTE

Con el fin de validar el modelo obtenido se reali-
zaron simulaciones en lazo abierto considerando
diferentes tiempos de muestreo, comparando las
respuestas obtenidas para el modelo continuo

con retardo; el modelo discreto aproximado con
retardo y el modelo discreto exacto con retardo.

EnlaFigura 4 se observalavariable x kT)y x,kT),de
los tres modelos cinematicos que incluyen el retardo
en transporte, el continuo, el discreto aproximado y el
discreto exacto, se presenta también el error entre el
modelo discreto aproximado con retardo y el modelo
exacto con retardo con respecto a la sefial continua
con retardo, el tempo de muestreo es de  7=0.05.
En la Figura 5 se observa el resultado obtenido para
un tiempo de muestreo de 7=0.5. En la Figura 6 se
observan los resultados de simulacion para las mismas
variables con un periodo de muestreo 7=5. En am-
bos casos el tiempo de retardo es 7/2.

En el caso de la variable x; el modelo obtenido es el
mismo tanto en la discretizacién exacta con retardo de
transporte como en la discretizacion aproximada con
retardo de transporte.

En los resultados de simulacion se observa clara-
mente que el modelo exacto con retardo no cam-
bia su desempefio al variar el iempo de muestreo
a diferencia del modelo discreto aproximado con re-
tardo.
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Figura 4. Simulacion utilizando un T=0.05
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V. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta el modelo discreto
exacto de un robot movil tipo (2,0) el cual pre-
senta retardos de transporte.

Es posible verificar que el comportamiento del
modelo discreto exacto no se deteriora al aumen-
tar significativamente el periodo de muestreo lo
que puede permitir su utilizaciéon en un esquema
de control digital.

Dado que el modelo exacto es una funcién de
un tiempo kT es posible el disefio de leyes de
control causales para la solucion de problemas
clasicos de control.
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