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RESUMEN

Este documento presenta una aproximacion a la planificacién de caminos 6ptimos para
un sistema con restricciones dinamicas y desplazandose dentro de un espacio libre de
obstaculos. Se considera el modelo dindmico del dirigible y un analisis para el
planteamiento de modelos simplificados 0 cominmente conocidos como modelos de
control. Se propone una planificacion de la trayectoria desde el punto de vista de la teoria
Optima utilizando un modelo de la dindmica de un robot movil (que se desplaza a velocidad
constante y en avance, es decir con restricciones dinamicas) como punto de partida para
la primera aproximacion a los caminos Optimos. Para el suavizado de las trayectorias del
dirigible se proponen dos modelos con relajacion en la dinamica de la variable de control
y finalmente se presenta una simulacion de la comparacion de los diferentes resultados.

Palabras claves: modelo, trayectoria, configuracion, control 6ptimo, restriccion, dirigible,
planificacion, robot maovil, espacio de configuracién, simulacion.
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ABSTRACT

In this article we propose a method to find the optimal trajectories of a robot with dynamic
constrains. The system acts in a free space and in horizontal plane (2D). A dynamic model
description for the airship movement on the 2D plane is presented. This model is used in
order to make the kinematic model formulation. The optimal control theory is used to find
the optimal trajectory for a kind of robot subject to kinematic constraints on its path curvature
and its orientation. Two modified models are considerate and with they, better-adapted
trajectories to the dynamic constrains are planned. Comparisons and conclusions based
over simulations are presented at the end.

Key words: Model, trajectory, configuration, optimal control, constrains, airship, path
planning, mobile robot, configuration space, simulation.

INTRODUCCION

Como punto de partida se referencian algunos trabajos orientados a la planificacion de
trayectorias, enfatizando en los resultados sobre dirigibles. Desde hace muchos afios
uno de los objetivos de la robdtica movil ha estado enfocado en la determinacion de caminos
gue lleven el robot desde un punto inicial a un punto final. Asi, la planificacién tiene por
objetivo crear algoritmos que permitan calcular caminos que respeten las restricciones
dinamicas del sistema.

Antes de la década de los 90, la planificacion de caminos se direccionaba a soluciones
geomeétricas sin prestar atencién a las limitaciones impuestas por la no holonomia de los
sistemas.

Lozano-Pérez [18] trabajo la busqueda de caminos en términos geométricos e introdujo
el concepto de espacio de configuraciones, c. Concepto que define el espacio fisico de
trabajo del sistema y dentro del cual esta localizado por su posicion y orientacion. En el
libro de Latombe [16] se encuentra planteada una sintesis de algoritmos que dan solucion
a la planificacion de caminos en el dominio geométrico.

Afinales de la década de los 80 e inicio de los 90, aparecieron métodos aleatorios como
: RPP (Random Path Planning) [2], [3] y PPP (Probabilistic Path Planning) [13], [19]. Enla
misma época se produjo la introduccion de las restricciones de los sistemas en el espacio
de configuraciones, lo que quiere decir que un camino encontrado no es siempre valido o
ejecutable en referencia a los movimientos del robot (no holonomia).

Como llevar un sistema no holonémico de una configuracion inicial a una configuracion
final, no es problema facil de resolver [17], Dubins [5] realiz6 un trabajo desde el punto de
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vista geométrico, que encuentra los caminos mas cortos para el desplazamiento de un
sistema en el plano, con limitacion en el radio de giro y que se desplaza a velocidad
constante. Por su parte Jacobs et al [12], Lamiraux et al [15] y Fliess et al [8] realizaron
otros proyectos que consideran robots méviles con restricciones y con velocidad constante,
bien sea hacia adelante y/o hacia atras Walsh et al [22] y Yang et al [23] presentan estudios
sobre la planificacion para UAV’s (Unmanned Aerial Vehicles).

Frente al problema de planificar una trayectoria para un sistema con restricciones
dinamicas, se plantea el considerar un robot tipo dirigible, desplazandose en un espacio
libre de obstaculos, a velocidad constante y con una altitud preestablecida. Bajo los
anteriores supuestos, el problema de planificar la trayectoria para el robot queda planteado
de manera parecida al problema de un mévil que se desplaza a velocidad constante y con
control de direccion (Dubins). Considerando la teoria desarrollada para la planificacion
de la trayectoria del robot tipo Dubins [4], se procede a encontrar: un modelo cinematico
a partir del modelo complejo del dirigible y que sea suficientemente representativo de su
dindmica, un modelo que considere su no holonomiay que permita encontrar las trayectorias
con las herramientas desarrolladas para el movil tipo Dubins.

En la literatura se encuentran varias contribuciones sobre seguimiento de trayectorias o
puntos de pasada para dirigibles, Hygounenc [11] muestra una estrategia de control de
orientacion por realimentacion de estado que dirige el sistema en el plano horizontal. En
Elfes et al [6] los autores proponen una aproximacion llamada ‘orienteering’: el objetivo del
control es definido en términos de los puntos de pasada que se pretenden lograr, en vez de
mirar una trayectoria planificada. Rao et al [20] presenta un trabajo similar donde laidea es
obtener y_ en términos de la desviacion con respecto al n" punto de pasada. Cuando la
distancia entre el dirigible y el punto de pasada es menor a 20m, la mision considera n™
como una posicion lograda y cambia su objetivo al (n + 1)" punto de pasada. En Rives et al
[21] los autores presentan una aproximacion en la cual se usan sefiales visuales para realizar
las tareas de seguimiento de trayectorias, una filosofia similar se encuentra en Zhang et al
[24] donde se guia por vision un blimp. En Azinheira et al [1] los autores proponen dos
aproximaciones para guiar un dirigible: una se basa en la teoria de control de Ho. y la otra en
controles clasicos Pl. Pocos trabajos estan orientados al problema de planificacion del camino
que debe seguir el dirigible. En Kim et al [14] los autores describen algoritmos dedicados a
blusqueda aleatoria, considerando en estos movimientos las restricciones cinematicas y
dinamicas. Hima et al [10] presenta un proyecto sobre caminos cortos para el vuelo en
plano horizontal de un dirigible, donde la idea es caracterizar los caminos 6ptimos tomando
en cuenta la dindmicay las limitaciones de los actuadores.

Formulando el problema que se trata en el articulo, se debe encontrar una trayectoria
factible, teniendo presentes las restricciones del sistema, tal que lleve el robot desde una
configuracion inicial (x,, xj) a una posicion final (x, x)). Para esto, se considera solamente
el caso donde el dirigible se desplaza en el plano horizontal (fase e vuelo crucero) donde
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son validos los modelos reducidos que seran presentados en la sub-seccién 1.3: modelos
simplificados.

El articulo se encuentra organizado asi: en la siguiente seccion se presenta el modelo
general del dirigible y luego una simplificacion para encontrar los modelos de control. La
seccidn 2 se dedica al planteamiento de las trayectorias éptimas, sujetas a restricciones
dinamicasy a la sefial de control. Los resultados de la simulacion se presentan al final del
articulo (seccion 3), junto con las conclusiones.

1. MODELO DINAMICO - CINEMATICO DEL DIRIGIBLE Y REDUCCIONES
CUANDO VUELA EN EL PLANO HORIZONTAL

Los dirigibles forman parte de la familia de los aerostéticos, clasificados como mas ligeros
gue el aire, operan bajo el principio de Arquimedes (llenados con hélio). Un dirigible esta
compuesto por envoltura, alerones y gondola. 1) La envoltura lo caracteriza dentro de los
dirigibles de carena blanda, rigida o semirigida; 2) Los alerones se utilizan para la
estabilidad aerostatica-aerodindmica del dirigible y para desplazarse en el plano
longitudinal o lateral; 3) la géndola sirve para embarcar la electrénica de control e
instrumentacion, los motores propulsores y ayuda a la estabilidad en alabeo del dirigible
(figura 1).

Figura 1. Dirigible, Karma del laboratorio LAAS de Toulouse - Francia.

1.1. EJES COORDENADOS Y CINEMATICA

Para la descripcion del movimiento del dirigible en el espacio es necesario tener en
cuenta tres sistemas coordenados (figura 2): R, sistema coordenado global, fijo a la
tierra; R, sistema coordenado local, fijo al dirigible; y R, sistema coordenado
aerodinamico.
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Figura 2. Ejes coordenados del dirigible

1.2. MODELO DINAMICO
El modelo matematico del dirigible tiene en cuenta las siguientes hipotesis:

El dirigible es considerado como un sdlido.
El dirigible se supone de masa constante.
El punto de sumatorias de fuerzas se considera en el centro de volumen (CV), que al
mismo tiempo es donde se presenta la fuerza de empuje (Arquimedes).

e Los fenbmenos de masas adicionadas por el movimiento del dirigible dentro de un
fluido son despreciables.

e Latierraes considerada plana en la region de vuelo y el viento nulo.

La ecuacion que relaciona las fuerzas externas, la dinamica del dirigible y los compor-
tamientos aerodinamicos se puede escribir como:

MaVy=~Ta(Va) = Ta(Va) — go + T, @

Donde:

eV, =[uv,wpq,lIl,eselvector de estado que contiene las velocidades lineales en u,,
v, Y w,, y las velocidades rotacionales P,, g, y r,, expresadas en el eje coordenado
del dirigible (R,) y referenciadas a el eje coordenado global (R ).
M, es la matriz simeétrica de masas e inercias.
T, es el vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis, con relaciones no lineales con las
variables de estado.

e g es el vector asociado al peso del dirigible y la fuerza de empuje de Arquimedes
debida al hélio.
T es el vector de la propulsién, asociado al empuje que desarrollan las hélices.
T, es el vector que relaciona todos los fendmenos aerodinamicos. Dentro de éste se
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encuentran los aportes de los alerones y fricciones debidas al desplazamiento del
sistema dentro de un fluido. Los coeficientes de este vector pueden ser caracterizados
a partir de pruebas en tineles de viento o con identificadores paramétricos no lineales
como el filtro de Kalman.

T.(va) = Ava — D1(va)va + Tsm('uaz) )

Donde:

e AV, representa fenémenos no estacionarios,

e D,(v,) representa los fenémenos de acoplamiento no lineales entre la translacion-
rotacion y la rotacion-rotacion,

e T representalos esfuerzos debidos alos alerones y la geometria del sistema.

1.3. MODELOS SIMPLIFICADOS

En funcion de obtener modelos de control para el disefio de los reguladores segun la
estrategia de navegacion planteada (figura 3), se realizan reducciones al modelo dinamico
cuando el dirigible se desplaza en la fase de vuelo crucero, el detalle de estas ecuaciones
se sale del objetivo de este trabajo. Asumiendo velocidad del viento nula y acciones sobre
los alerones (actuadores &, y 69) de cero, un modelo para la velocidad en funcion de la
fuerza de los propulsores (F ) es:

1 1 _.
) —_ Fﬂ? - 11 - VZS I/ O
1 (m—flu)( COS|L + 5PVa refCr) (3)

Con una velocidad establecida, se controla ahora la altitud en funcién de la deflexién de
los alerones 6, dejando 5g= 0. El modelo para la altitud puede ser escrito como:

Z = —usinf
q = k5.9 + k15,0 + k35, 0e

Donde los coeficientes k»s, k35 ks, son coeficientes asociados a los parametros
geomeétricos y medidas en el tunel de viento de parametros aerodinamicos.

Establecida la velocidad y la altitud, se busca ahora controlar la direccién del dirigible en
funcién de ¢, las ecuaciones que relacionan la posicion-orientacion del dirigible en el
plano 2py el control 6g son:
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T = ucosy
7 = usiny
bv=r ©)

r = k2|5g7‘ + k1|5g59

Donde kz‘gg y k1|5gse determinan igual como se describe en la ecuacion (4). Esta reduccion
se realiza para sistemas de estructura triangular. En Fossard et al [9] se presenta una
aplicacion sobre la reduccion de un aeroplano.

En la figura 3 se presenta una propuesta para el control del dirigible que se basa en el
principio de dinamicas desacopladas, util cuando se requiere mantener el dirigible en
la fase de vuelo crucero a una velocidad y altitud de desplazamiento constante y con
una direccion definida en el plano 2D, segun la mision. Se puede observar que en
primera instancia se tienen reguladores de bajo nivel que aseguran el seguimiento de
sefiales referencia para velocidad, altitud y direccién. Una segunda capa dedicada
a la planificacion y seguimiento de la trayectoria se encarga de asegurar el
desplazamiento del dirigible en el plano lateral segun lo requiera el supervisor. La
Ultima capa es dedicada a labores multi-tareas o a aplicaciones de interaccion con
otros robots.

| SUPERVISOR |<):

Planner

Constant Speed IConstant AItitudeIPIanned HeadingJ'<—

Control
|Speed| Altitude IHeading |\‘—

Airship
—> Propeller Magnetometer
Ailerons compass & GPC

Figura 3. Esquema representativo de la estrategia de control.
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2. PLANIFICACION DE LA TRAYECTORIA PARA
UN SISTEMA NO HOLONOMICO

La presente seccion se dedica a mostrar como planificar la trayectoria del sistema,
necesaria para la segunda capa, tal como se mostro en la seccion anterior.

2.1. SOLUCION DESDE EL PUNTO DE VISTA DEL CONTROL OPTIMO

Sila dinamica del dirigible en el plano horizontal es establecidaau_; y z_, considerando
gue el angulo de deslizamiento es despreciable y el control actda sobre v, el modelo que
presenta la ecuacion (5) puede ser re-escrito como:

T = uCcos
Y = usiny ()
1/) - 59/9

Donde 6_es el control de deflexion de los alerones para la navegacion en el plano 2D.
Este modelo presenta 2 restricciones cinematicas: la primera consiste en que el vehiculo
debe desplazarse en la direccion de la fuerza tangencial al principal eje x, y la segunda
restriccion es la limitacion del radio de giro p debido a la limitacion en la deflexion de los
alerones. Esta clase de cinematica fue estudiada por Dubins [8], quien consider¢ el
problema de caracterizacion de caminos cortos para una particula en movimiento hacia
adelante y con velocidad constante. Walsh et al [22], presenta el mismo sistema y provee
soluciones Optimas mediante la teoria de control éptimo y con ayuda de conceptos de
geometria, estas teorias son complementarias. La solucién proporcionada por el control
Optimo por si sola no es total, esto hace que se acuda a la geometria, de tal manera que
se pueda completar la solucidn y se encuentren seis tipos de curvas. El problema de
caminos cortos cuando el sistema se desplaza a velocidad constante cae en el mismo
caso de caminos 6ptimos en tiempo.

La primera pregunta que surge ahora se relaciona con la comandabilidad del sistema.
Para responder a esta pregunta, nos apoyamos en la teoria de campos vectoriales y el
algebra de ‘Lie’. Re-escribiendo la ecuacion (6) como:

T u cos(1))
y | = wsin(y) |+
W 0

dg (7)

Tl O O
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Se observa que tiene la forma general X"=F (x,5g) =f(x) + g(x)89. Con los vectores f y g
se genera,

—u sin(v)
£(f,9)= | wucos(v) ®)
0

y se encuentra que el sistema es controlable

uwcos(y) 0  —sin(z))
det | usin(y) 0  cos(¥)) |#0 (9)
0 2 0

Siendo el sistema controlable, se garantiza la existencia de una sefial de control que lleve
el sistema de una configuracion inicial (x, y,, y;) a una configuracion meta (x, y,, ¥,).

El problema de llevar el sistema (6) de una configuracion inicial ¢ (x) a una configuracion
final ¢ (x) (problema de generacion de trayectoria), puede ser formulado como la
minimizacion de J(5g):

J(u) = /t Y L), u()dt (10)

sujeto a:
&= f(z)u+g(z)d,
ﬂf(to) =X
w(ty) = xy

Umin S 5_0 S Umax

La solucién que se plantea a continuacion, permite encontrar la sefial de control que
minimice el tiempo y la distancia para alcanzar la posicion deseada. Si consideramos
gue el sistema de la ecuacion (6), puede ser re-escrito como:

i= gi(@)u
=1
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y las funciones g....g, localmente lipschitzianas, entonces el conjunto de controles U es
convexo. Si existe una trayectoria que transfiera el sistema desde un punto cualquiera a
otro, se dice que existe una trayectoria 6ptima en tiempo. El inconveniente de aplicar este
criterio directamente sobre el modelo es que éste es un sistema no convexo.

Para encontrar una posible solucién, se acude al principio de Pontryagin. Este principio
entrega una condicion local necesaria de optimalidad para las trayectorias que son
solucién del sistema dinamico. En ningun caso asegura la existencia de una solucion
optima. Para la determinacion de esta optimalidad, es necesario considerar en conjunto
Pontryagin y el criterio nombrado en el parrafo anterior. Este planteamiento proporcionando
soluciones multiples y ciclicas (en funcion de senos y cosenos).

Para que la ley de control u(t) y la trayectoria x(t,u) sean 6ptimas en tiempo, se necesita
que exista un vector adjunto no trivial A(t) = {4, () + 4, () + 4, (1)} continuo. Planteando el
Hamiltoniano para el sistema de la ecuacion (6):

H = Aucosty + Agusiny + A3d,

y maximizando (12), se encuentra una ley de control u(t) que satisface el principio de
Pontryagin y en ese caso, se tendra el control extremo (para una profundizacion en la
solucién de esta ecuacion, se recomienda al lector consultar a Bui et al [4]).

En la aplicacion de esta teoria, existen varias soluciones. Se debe entrar a analizar la
funcién de conmutacion para el andlisis de las trayectorias encontradas y considerando la
dificultad que existe a nivel matemético de las ecuaciones resultantes, se acude a la
ayuda de la geometria.

Debido a que existen soluciones multiples o ciclicas, se debe acudir a la contribuciéon
geomeétrica, de manera que se permita limitar la regiéon de blusqueda en el espacio de
configuracion y de esta forma encontrar soluciones o curvas unicas.

Tomando en cuenta las condiciones optimas encontradas (control 6ptimo de tipo bang-
zero-bang) y llevandolas a un analisis geométrico del problema, se encuentran 6 clases
de curvas optimas formadas por lineas rectas y lineas curvas. Siguiendo la notacion: linea
curva (C), linea recta (S), giro a derecha (R), giro a izquierda (L), y los subindices de
longitud de linea curva u,v,wy linearectas, las curvas son:

e FamiliaCC_C tiene2tipos:LRLYRLR,donde:vejr.2n], u,we[0,v],y0<u<v-rm
o0sw<v-rm

e FamiliaC,CC, tiene 4 tipos: C SC, C.SC,, donde: u,ve[0,2n]yu+v<2m,yCSC,
C.SC,, donde: u,ve[0,2x].
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Por ejemplo, paralas curvas de tipo L S L , se avanza en unalinea de curva desde el punto
de partida hasta el punto intermedio 1 (control saturado tipo ‘bang’), donde se conmuta de
curva. Las ecuaciones gue relacionan este primer desplazamiento son:

r1 = psinv
Y1 = p— PCOSv

(13)

Luego, el sistema se desplaza desde la posicion intermedia 1, hasta la posicion intermedia
2 en linea recta (control cero tipo ‘zero’). Las ecuaciones que relacionan este
desplazamiento son:

To = pSINV + SCOSV

Yo = p — PCOSVU + 88NV (14)

El Gltimo trayecto se realiza sobre una linea curva, saliendo desde la posicion intermedia
2 y llegando a la posicion meta (control saturado tipo ‘bang’). Las ecuaciones son:

Ty = psinv + scosv + psiny — psinv
: (15)
Yr=p—pcosv+ssinv+ pcosv — pcosy

Simplificando estas ecuaciones, se encuentra un sistema de facil evaluacion.

Az = psint + scosv

Ay = p+ ssinv — pcos (16)

convel[0y] y se R

De manera similar se procede a encontrar las ecuaciones que solucionen el sistema para
los otros tipos de curvas.

Debido a que el dirigible se desplaza a velocidad constante, no se puede hacer seguimiento
de objetivos 0, como se encuentra en la literatura, persecucion de un movil virtual. Por el
contrario, se puede encontrar el camino 6ptimo, encontrar la trayectoria en funcion de la
velocidad de desplazamiento y del tiempo de muestreo al que funcione el sistemay hacer
Su seguimiento.

Una vez calculada la trayectoria, se realiza la discretizacion de ella en funcion de la
velocidad de desplazamiento del dirigible 5m /sy el tiempo de muestreo del sistema 0.1s.
La figura 3, muestra la trayectoria resultante de la planificacion de un giro completo,
saliendo de una configuracion inicial (10,0,0), pasando por diferentes configuraciones
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(110,110,-90), (110, -110,180), (-110, -110,90), (-110, 110,0), y llegando a la configuracion
final (-10,0,0).

Esta aproximacion presenta un control discontinuo 6 a lo largo de la evolucion de sistema
(6g ~velocidad angular ). En la busqueda de alisar esta sefial, se considera la velocidad

angular r como una variable de estado. Dos extensiones al modelo son planteadas a
continuacion.

2.2. PRIMERA EXTENSION DINAMICA

Sila variacion de la velocidad angular r* es directamente controlada por 6g, el nuevo sistema
se observa en la figura 4.

Displacemnent in the horizontal plane (20)
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Figura 4. Trayectoria de un vuelo completo

T =ucosy
Y = usiny
v=r

P =6,

17)

Asumiendo que el sistema (17) es controlable! y considerando que la funcion de costo es
para minimizar la energia de la sefial de control (similar al problema de planificacion de
caminos Optimos cuando la velocidad se mantiene constante) se tiene:

La controlabilidad de estos sistemas es demostrable por el algebra de Lee y se sale de los objetivos de este articulo.
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t
I = [ <800, > dt qs)
t

0

un control 6ptimo 5 puede ser encontrado si existe una entrada 6 (t) para cada
t € [0,7] que minimice la funcién de costo J. EI hamiltoniano para este sistema es

H Zz(uz +8g2)+klucosw +Ausing +Aur+ 1,0,

2.3. SEGUNDA EXTENSION DINAMICA

Si la variacion de de la velocidad angular r* es directamente controlada por -kwr + 6g
(similar al comportamiento de un sistema de primer orden), el sistema puede escribirse
como:

T = ucosy
Uy = usiny
W=r (19)
r=—k.r+9,

Similar al sistema anterior, existe un control ptimo & que lleve el sistema (16) de un
punto inicial, a un punto final. El hamiltoniano es:

H= %(u2 +8,7)+ hucosy +husing +Aur+1, (8, +uk,r)

Esta clase de sistemas se clasifican en problemas no convexos que en general son dificiles
de solucionar. Una posibilidad para solucionarlos es usando métodos numeéricos: La
técnica usada y que rapidamente se describe a continuacion fue desarrollada por
Fernandesetal. [7].

El método de Fernandes: Si se considera un control de entrada &, € L, ([0,77]) y defi-

niendo {e, };_, como una base ortonormal para L ([0,T])? laley de control contlnua 6 puede
ser expresada como:

— Z akek T+ Brey, T) (20)

|_2 representa un espacio de Hilbert.
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y con la aproximacion de Ritz3, la funcion 59 puede ser aproximada por una serie truncada
aun limite N. La nueva ley de control y la funcion objetivo son:

8y = Yh ke
(21)

t N
J(8g) = ftof < 8y(1),0g(t) > dt =37, o]

Donde o =a,,a,,...,a, € R" . La configuracion ¢ .(x) =x(T) es la solucion en el tiempo T
aplicando el control 6 . Para hacer que el sistema alcance la meta, un término debe ser
adicionado a la funcion de costo.

N
J(@) =Y laxl* +7f (@) —as|?  (@2)
k=1

Donde &, =f(a)y g, son la posicion meta. Note que el nuevo problema de dimension finita
converge a la solucion exacta cuando N — oo, cOnsultar a Zhang et al [24].

3. VALIDACIONY SIMULACION

Codificando los algoritmos descritos antes en Matlab y considerando una configuracion
inicial y una final, se tienen las siguientes trayectorias parametrizadas en funcién de la
velocidad de desplazamiento 6my el tiempo de muestreo 0.1s del sistema.

Considerando los modelos (6), (14) y (16), se realiz6 la planificacion de la trayectoria que
debe seguir el dirigible cuando parte de la configuracion inicial [0,0,0] y llega a la
configuracion final [250,250,0]. En la figura 5 se muestran los resultados logrados, donde
la imagen superior presenta la evolucion de la posicion, la intermedia sefala la evolucion
de la direccion en el plano 2D (y) y la curva inferior muestra el comportamiento de la
velocidad angular en el momento del giro segun la trayectoria calculada para el
desplazamiento del dirigible entre las dos configuraciones dadas.

Si se considera como punto de partida & _[0,0,0] y punto de llegada & _[250,-50,-90], las
trayectorias planificadas se presentan en la figura 6, donde de igual manera como se
plantes en lafigura 5, laimagen superior presenta la evolucion de la posicion, la intermedia
presenta la evolucion de la direccidn y la curva inferior presenta el comportamiento de la
velocidad angular del dirigible.

La aproximacién de Ritz consiste en hacer la solucion usando una aproximacién de dimension finita.
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Displacement in the honzontal plane (20), Dubins inred & SmoothingM 1 in blue & Smoothingm in black
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Figura 5. Trayectoria de vuelo para el dirigible, & _[0,0,0]y & _[250,250,0]

Otro ejemplo de una mision completa se tiene al considerar & _[0,0,0] y & _[-100,500,180],
tomando como configuraciones intermedias &, _[250,-50,-90], &, _[200,-300,180],
¢, _[-100,-250,-270], &, _[-100,-100,90], &, _[-50,200,0], &, _[250,250,-270], &, _[200,500,-180],
las trayectorias calculadas para el dirigible segun los tres modelos (sin inercia y con
inercia en la sefal de control), se muestran en las figuras 6 y 7, donde las curvas presentan
la evolucion en el plano 2D. Una pregunta que puede surgir al ver las gréficas, se centra
en las sefiales de control, pero para dar respuesta a esto se debe ver el esquema de la
figura 3, donde se observa que lo importante de la planificacion es encontrar la sefial de
referencia para lograr el seguimiento de la trayectoria y los puntos en donde debe estar
el sistema y no la sefial de control. Sin embargo, es interesante saber que el primer
modelo produce discontinuidades en la sefial de control, lo cual se mejora con la
expansion de los modelos, permitiendo tener sefiales mas continuas y propias para los
actuadores. Este problema es tratado desde el control 6ptimo, donde se crean sefales
bang-zero-bang, que se traducen a decir maximo positivo del actuador, cero en el
actuador y maximo negativo en el actuador.
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Displacement in the horizontal plane (2D), Dubins in red & Srrm(:thin[_]MI1 in blue & Smoalhingw in black
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Figura 6. Trayectoria de vuelo para el dirigible, & =[0,0,0] y & = [250,-50,-90]
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4. CONCLUSIONES

Un anélisis sobre el comportamiento y el modelo dinamico planteado por la ecuacion
(1) del dirigible, permitié encontrar un modelo suficientemente representativo de la
dindmica del dirigible en la fase de vuelo crucero. Bajo las hip6tesis mencionadas en la
seccion dos, el modelo es valido durante el desplazamiento del dirigible en el plano
horizontal y con una limitacion en los radios de giros. Asi, los deslizamientos seran
minimos durante los giros del dirigible y se respetaran las condiciones de vuelo de esta
fase.

Se demostré que el modelo reducido cae sobre la misma expresion que el problema de
Dubins [5]. Siendo este un problema largamente tratado por la robética movil, se procedid
a utilizar la teoria y herramientas desarrolladas para un carro que se desplaza hacia
adelante con velocidad constante.

El control 6ptimo y la interpretacibn geométrica permiten la determinacion de las
condiciones necesarias para encontrar el camino 6ptimo en tiempo y en distancia. Estos
resultados muestran que el llevar al limite o a cero las acciones de los actuadores de los
alerones, se logra desplazar el robot por lineas curvas de radio constante o lineas rectas,
y por tanto, el desplazamiento en el trayecto mas corto hasta la posicion meta, consumiendo
el minimo de tiempo para esta labor.

Aunqgue no se muestran en detalle, las funciones de conmutacién que resultan de aplicar
la teoria de control 6ptimo, permiten encontrar los momentos en que se debe cambiar la
accion de control que hace que el sistema se desplace sobre una linea recta o curva de
manera optima. Esto es lo que se conoce en un control 6ptimo como un regulador de tipo
bang-zero-bang.

El modelo simplificado para la dinamica de la altitud permite considerar inicialmente una
solucion 6ptima para encontrar los caminos 6ptimos para el dirigible, presentando sefiales
de control discontinuas y de dificil implementacion en estructuras reales (si se dispone a
controlar directamente el actuador), puesto que producen aceleraciones infinitas. Por esta
razén, dos modelos con dindmica relajada permiten abordar este problema, permitiendo
encontrar trayectorias con aceleraciones limitadas.

Para el sistemay segun la estrategia de control establecida, la sefial de control hallada no
esimportante. La sefial de evolucion de la direccion y es mas interesante para la estrategia,
segun lo presenta el esquema de la figura 3 (la capa de “planner”), pues solo envia la
sefal y como referencia, sin embargo, esta trayectoria no considera inercias en la dinamica
del sistema, pero sirve como punto de partida para encontrar trayectorias mas suaves.
Las dos extensiones propuestas al modelo permiten encontrar trayectorias mas apropiadas
a la dinamica del dirigible.
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Queda pendiente dentro de este trabajo cerrar el lazo de control y encontrar la ley de
control en funcion de la posicidn y orientacion deseadas, segun la trayectoria encontrada.
Esto hara que el desplazamiento del dirigible se haga sobre una trayectoria 6ptima y
robusta a perturbaciones externas, tales como el viento.

Queda abierta la posibilidad a las pruebas experimentales sobre plataformas reales,
labor que se espera atacar en trabajos futuros.
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