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Resumen

Las técnicas de agrupacién difusa trabajan, casi exclusivamente en la literatura existente, en la minimizacion
de las distancias de los elementos de la muestra. La formulacién de esta funcién objetivo se presenta exigiendo
condiciones, como el grado difuso de la particién igual a 2, para que los resultados sean acordes con los
esperados. En el presente trabajo damos marco formal a una deduccion diferente de la funcién objetivo a
partir de las propiedades locales de la muestra y cuyo significado fisico parte de la accidon, que conllevara una
mejora en la interpretacién de los grados de pertenencia y una concepciéon diferente de los algoritmos de
agrupacion difusa.

Palabras clave: Agrupacion difusa, funcién objetivo, fuzzy clustering, fuzzy c-means.

1. Introduccion Fue Dunn [2] quien la introdujo al formalizar el
algoritmo FCM. Aqui Dunn estudié dos funciones

En general, las técnicas de agrupacién (cluste-

ring) difusa se basan en encontrar el minimo una
funcién objetivo que determina los prototipos de
los grupos buscados. El nimero de grupos suele
ser una parametro conocido c. Llamemos

v={v1,v2,...,0.}
a los prototipos buscados. Sea
X ={z1,22,...,2n} C RF

el conjunto de todos los elementos de la muestra,
y llamemos u., a la probabilidad de que el ele-
mento x € X pertenezca al grupo k. La funcién
objetivo més utilizada en clustering, es la que nos
mide las desviaciones respecto de los prototipos,

J= Z > undiy (1)

k=lzeX
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C
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k=lzecX

(&
ngZZuik |z —we|?.

k=1lzeX

La tnica diferencia entre las dos funciones objeti-
vo es el exponente que afecta a las probabilidades
de pertenencia, lo que lleva a Bezdek [1] a gene-
ralizar la funcién objetivo de la siguiente forma:

I =303 i — il (2)

k=lzeX

siendo m un exponente que regula el grado difuso
"fuzzificacion” de la particién. Si m = 1 la parti-
cion es ’hard’, y para valores mayores la particion



36

Inteligencia Artificial, N°23, 2004

es difusa; aumentando m la particién es mas di-
fusa.

Esta funcién serd minima cuando los prototi-
pos estén situados de tal manera que represen-
ten agrupaciones de elementos alrededor de los
prototipos. Si para m=1 Dunn encuentra que el
minimo sélo se puede existir si ug, = {0, 1}, para
m = 2, imponiendo la condicién Yy _; ugr = 1
encuentra que

ZJZGX ug}cm

Vg = ’
m
ZmEX Uy k

|2 — v |0
c —2 )
Zj:l | @ —wv; [|t=D

La funcién J,, estd generalmente aceptada, aun-
que presenta una clara contradiccién [5]: si
aumentamos m , como las probabilidades son me-
nores de la unidad, el valor de la funcién objetivo
es cada vez menor, y esto nos lleva a que, para el
mismo nimero de grupos, una particion més difu-
sa tiene un error menor que una particién menos
difusa.

Flores-Sintas [3] también refleja que no es so-
lo el problema en relacién con el exponente m,
ademads el algoritmo FCM no funciona correc-
tamente cuando los grupos no estdn demasia-
do alejados y tienen tamanos desproporcionados.
Cuestiones que indujeron a Kamel y Selim [§], y,
Krishnapuram [10, 9] a proponer varias alterna-
tivas empiricas para corregir estas deficiencias.
Otro punto a tener en cuenta seria la obtencién
de las probabilidades. Para la deduccién de estas
dadas por el FCM, Dunn [2] las obtiene aplican-
do multiplicadores de Lagrange e imponiendo la
condicién de que las sumas de las probabilidades
de un elemento a todos los grupos sea 1.

Ante este desarrollo Flores-Sintas et al. [4] mues-
tra que esta condicién es necesaria pero no es sufi-
ciente. Es decir, la expresion de las probabilidades
dadas por el FCM son magnitudes que sumadas
dan 1, pero no tienen por qué ser probabilidades.
Y por tanto, la funcién objetivo a optimizar no
es la adecuada y las conclusiones que se obtienen
a partir de ella no son correctas.

Ademés como plasma Flores-Sintas [3] los grados
de pertenencia obtenidos con el algoritmo FCM
son grados de participacion, mientras que en la
formulacién de la teoria de conjuntos difusos de
Zadeh [13], el grado de pertenencia de un punto
en el dominio de discurso de un conjunto difu-
so no depende del grado de pertenencia en otro
conjunto difuso definido sobre el mismo universo

de discurso. Es decir, si los grados de pertenencia
R R D e Y20 5. Y Y T (R T R [ R

<k<c

Zadeh no se les puede imponer la condicién de
que en un punto la suma para todos los grupos
sea 1. Este es el punto de partida para que Flores-
Sintas et al. muestre una concepcion diferente de
la funcién objetivo.

El objetivo de este trabajo es dar un marco for-
mal matematico a la funcién objetivo hallada por
Flores-Sintas et al.[3] utilizando las definiciones
empleadas por Frank Hoppner et al. en [7]. Para
nuestro cometido primero haremos un breve resu-
men de los trabajos de Flores-Sintas [3, 4, 5] para
encontrar la funcién objetivo y darle una inter-
pretacién fisica, y por tltimo desarrollaremos el
formalismo matematico.

2. Meétrica y Funcién Accion

Simmons [12] escribe que ciertos hechos “le sugi-
rieron a Fuler que la naturaleza persigue sus fi-
nes por medios mds eficientes y econémicos y que
hay simplificaciones ocultas en la base del caos
aparente de los fenomenos”, motivo por el cual
FEuler creo el calculo de variaciones y desperté el
interés de Hamilton casi un siglo después, forma-
lizando lo que se conoce como Principio de Ha-
milton o Principio de minima accidn. Con esta
idea, Flores-Sintas [3] pensé en cémo trasladar el
Principio de minima accion a la clasificacion de
un sistema formado por una muestra de patro-
nes. ;Cudl deberia ser el resultado de una tras-
lacién del Principio a la deteccién de grupos en
una muestra?: que nos diese el conjunto de grupos
mas adecuados para la muestra.

Desde luego esta meta es el fin del clustering par-
ticional difuso y, como ya hemos dicho, habitual-
mente se ha considerado el minimizar la suma de
los cuadrados de los errores cometidos al estimar
que cada grupo estd representado por un prototi-
po como el procedimiento més utilizado. Aqui es
donde Flores-Sintas [3] varia el planteamiento del
problema, y comienza estudiando la accion en el
espacio de las caracteristicas.

La magnitud accion, en teoria de variedades, se
expresa mediante

/K\@ dq,

donde K es la curvatura escalar, \/g el determi-
nante del tensor métrico en un punto x y df) =
dat dz? - - - da¥ el elemento de volumen en el espa-
cio de las caracteristicas. Si /g df es el elemento
de volumen teniendo en cuenta la perturbacion
representada por g, una métrica diferente de la

R Bk R, IR A B . B Y R,
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volumen queda deformado por el factor ,/g. Es-
ta observacién es muy pertinente si estamos con-
siderando la posibilidad de utilizar una métrica
distinta de la euclidiana. Y jpor qué?. De nuevo
Flores-Sintas [3] muestra la necesidad de tener en
cuenta las propiedades locales del espacio de las
caracteristicas, como también reflejar la falta de
homogeneidad e isotropia del espacio de las ca-
racteristicas. Para ello se deberia contar con una
métrica que lo hiciese.

Si se utiliza la distancia Euclidea estamos supo-
niendo que el espacio es homogéneo e isétropo.
Sin embargo si consideramos que la falta de ho-
mogeneidad e isotropia del espacio de las carac-
teristicas es debida a la distribucién de los pa-
trones de la muestra, la magnitud mas utilizada,
y, aceptada como la que mas informacién nos da
sobre las caracteristicas espaciales de la muestra,
es la matriz de covarianzas en la que se basa la
distancia de Mahalanobis.

Por tanto, el principal cometido es encontrar una
métrica que tenga en cuenta las propiedades lo-
cales del espacio de las caracteristicas y refle-
je la falta de homogeneidad e isotropia de este.
Apoyédndose en la teoria de espacios vectoriales
curvos, Flores-Sintas [3], utiliza la matriz de co-
varianzas de la muestra para encontrar la métrica,
representada por g.

Siguiendo el estudio de la accidn, esta puede ex-
presarse de la siguiente forma tensorial:

/kﬁmgz/éﬁma+-/8deQ
X

Al realizar la integracién para todo el espacio,
el segundo miembro del sumando se anula, y por
tanto la accidn vendra dada por el primer término
de la suma; es decir, la funcién ® es caracteristica
de la perturbacién, o bien en nuestro caso, es ca-
racteristica de la muestra. También la curvatura
es caracteristica de la perturbacién y esta relacio-
nada con la magnitud .

Utilizando los simbolos de Christoffel se obtiene,
expresada en normas tensoriales:

gii (@' = mi)(a* —m")

L g (ot = mi) (k= mk)

d=(1-F)

donde gi(,T) son los elementos del tensor covarian-
te en la media, y m* las coordenadas del vector
que representa la media. Notar que, omitiendo el
factor (1 —F), el numerador de la expresién ante-
rior es la distancia de Mahalanobis entre el punto
z y la media.

Este es el punto de partida para definir la siguien-

te funcidn: q)
7o 2VIw) (3)

El subindice x muestra que la funcién esta cal-
culada para el elemento x de la muestra, si los
sumamos todos

JOn):: z{: Jzm
zeX
_ 2eex VI A
u—m (4)

L)

2
reX 1 + d“”
Teorema 2.1 (Flores-Sintas, [3]). La funcidn
J(m) mide la desviacidn total de la muestra en la
hipersuperficie asociada a la métrica.

Si bien es cierto que la accién estd definida para
un sistema fisico integrando en todo el espacio, la
“traslacion” a un sistema discreto seria sumando
para los patrones de la muestra. Luego, obtener
una desviacién minima de los datos a los prototi-
pos, proceso que se realizarfa minimizando la fun-
cién J(,,), podria trasladarse como maximizar la
accidn, justo al contrario que los sistemas fisicos.
Esto es precisamente lo que nos interesa si quere-
mos detectar grupos en una muestra: tendremos
que actuar en contra de la tendencia natural que
serd la formacién de un solo grupo.

La funcién J(,,) esta expresada en (4) consideran-
do la métrica derivada de la matriz de covarian-
zas en la media. Como la distancia Euclidea es
un caso particular de la distancia de Mahalano-
bis, tomando g,y = 1, la funcién Ji,), utilizando
la distancia Euclidea seria:

(.
ﬁm@d=2hjﬁ*

zeX

Pero al ser la métrica constante en cualquier pun-
to, tiene las mismas propiedades que la media, y
por consiguiente, para cualquier punto v perte-
neciente al espacio de las caracteristicas podemos
escribir:

d2
Ju(Bo) = 3 S
®) ;{ 1+d2,
Sin embargo, utilizando la distancia Euclidea im-
plicitamente asumimos que el espacio de las ca-
racteristicas es homogéneo e isétropo. La existen-
cia de los grupos implica que la homogeneidad e
isotropia estan rotas [3]. En [6] se propone medir
la rotura de la homogeneidad e isotropia median-
te un factor r, de modo que la funcién J,(Ec)
quedaria como

T2d2
Jw)(Ee) = 152 (5)
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3. Marco formal

A continuacién estableceremos las definiciones y
resultados necesarios siguiendo a Frank Hoppner
et al. en [7].

Definicién 3.1 (Hoppner, [7]). Dado un con-
junto D # () y un conjunto de conjuntos R con
cardinal |R| > 2 y tal que exista un conjunto
R € R con |R| > 2. Llamaremos a D un espa-
cto de datos y a R un espacio resultado. Entonces
denominaremos espacio de andlisis al conjunto

AD,R)={f|f: X — K, 0# X CD, K € R},

donde una aplicacion f: X — K € A(D,R) re-
presenta al resultado de un andlisis de datos me-
diante una aplicacion especial, dado un conjunto
de datos X C D y un posible resultado K € R.

Como las soluciones posibles pueden ser numero-
sas, se introduce una medida indirecta que per-
mita comparar las soluciones.

Definicién 3.2 (Héppner, [7]). Dado un espa-
cio de andlisis A(D, R) llamaremos funcién obje-
tivo a una aplicacion

J:AD,R) — R

De este modo, el valor de J(f) se entiende co-
mo una medida de error o calidad, y el propdsito
serd minimizar o maximizar, respectivamente, la
funcién J.

Definicién 3.3 (Hoppner, [7]). Dado un espa-
cio de andlisis A(D,R), X CD, f: X — K €
A(D,R), A, = f~1(k) para k € K. Entonces,
diremos que f es una particion si {Ay|k € K} es
una particion de X ; es decir,

U 4 =X,
keEK
Vi,je K, i#j=ANA; =0,
Vie K, 0 #A; #X.

Nosotros vamos a trabajar en clustering difuso
por tanto introduciremos la definicién de conjun-
to difuso para aplicarlo a las definiciones anterio-
res.

Definicién 3.4 (Zadeh, [13]). Llamaremos
funcion de pertenencia del conjunto X a una apli-
cacion p: X — [0,1]. De este modo un conjun-
to difuso del conjunto X puede representarse por
los pares

v — () /) r e X1

El valor u(z) describe un grado de pertenencia de
T en ux.

Definicién 3.5. Al conjunto de todos las funcio-
nes de pertenencia del conjunto X lo denotaremos
por

F(X) = {ulu: X — [0,1]}

Definicién 3.6 (Héppner, [7]). Dado un espa-
cio de andlisis A(D,R), llamaremos espacio de
andlisis difuso, y lo notaremos como Agir(D,R),
al conjunto

A4if(D,R) = A(D,{F(K)|K € R}).

Definicién 3.7 (Hoppner, [7]). Dado un es-
pacio de andlisis difuso Aqi¢(D,R), llamaremos
particion probabilistica difusa a una aplicacion
f: X —F(K) e Aur(D,R), con X C D, que
cumple:

VoeX, Y fla)(k) =1, (6)

keK

Vke K, Y f(z)(k) >0, y (7)

zeX

Con esta definicion diremos que f(x)(k) es la pro-
babilidad de pertenencia del dato x € X al grupo
k € K relativo a todos los otros grupos.

Asf la condicién (6) nos dice que la suma de los
grados de pertenencia de un dato a cada grupo
es 1, condicion necesaria para considerar el grado
de pertenencia como probabilidad de pertenencia.
La segunda condicién (7) mantiene que un grupo
k no puede ser vacio; es decir, siempre debe existir
un dato que tenga probabilidad de pertenencia al
grupo.

La condicién (6) no siempre se considera, siendo
Krishnapuram y Keller ([10], [11]) los que propo-
nen no considerar la restriccién (6) y establecen
una nueva definicién de particién difusa teniendo
en cuenta solo la condicién (7).

Definicién 3.8 (Hoppner, [7]). Dado un es-
pacio de andlisis difuso Agif(D,R), llamaremos
particion difusa a una aplicacion f : X —
F(K) € Auf(D,R), con X C D, que cumple:
Vk e K

> f@)k) >0

zeX

Con esta definicidn diremos que f(x)(k) es el gra-
do de pertenencia del dato x € X al grupo k € K.

Habitualmente a este tipo de particion se le de-
e D) LT
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Consideremos ahora la ecuacién (5). Esta se pue-
de escribir como

Joy(Ec) = Z o T2d2, (8)
reX

donde
1

1+r2d2, ©)

Hzy =
Del modo que acabamos de definir la funcién p,,,
se ve claramente que puede definirse mediante

Ve Xa HPo_v X — [07 1]7 N__V(-T) = Uzv,

lo que le confiere la caracteristica de ser una fun-
cién de pertenencia del conjunto X, por tanto po-
demos definir el siguiente conjunto difuso:

V= {(,ny/x)‘ reX}.

Teorema 3.9. Dados X CRF yV c Rf de car-
dinal finito, entonces el conjunto {V| v € V} es
una particion difusa convexa de X .

Prueba. Como hemos visto 7 = {(pan /)| = €
X} es un conjunto difuso, y ademds 7 # ) Vv € V,
por tanto es una particién difusa de X. Solo queda
por probar que cada conjunto difuso 7 es conve-
x0; es decir, que ., > min{pg,, iy}, para z =
Az+(1—X)y, A € [0,1] Vo, y € D. Basta con obser-
var que dy, < d7, <dj, 6 dy, < di, < di,. O
Teorema 3.10 (Algoritmo Fuzzy Mini-
mals(FM) de Flores-Sintas,[3]). Sea p €
N>Q, D = ]Rp, X = {161,$2,...,$n} Q D, C =
RP, R=p(C) y

dp :DXxC—R, (z,v)—|z—v].

Entonces existe un conjunto V € R, tal que la
particion difusa f : X — F(V), f(2)(v) — taw
minimiza la funcion

J = Z Zuwrzdiy

zeX vEY

siendo
2
_ ZﬂjeX /‘Lzyx
=<5
ZxEX Hazy

Prueba. Tomando la definicién de p,, dada en
(9), la funcién objetivo J podemos ponerla como

J = Z Z(l — Haw)-

reX veV

Supongamos que efectivamente existe V. Para sa-

1. o * 1 (o 57t e =YY Y

lamos la derivada parcial respecto de v

81/ o Z Z = Hav)

zeX veyY

— Z aﬂfvu

zeX

=2 Z y’iy(‘r - V)

zeX

De aqui es facil deducir que

aJ )

%ZO(E’ZMW(*T*V):O
reX

EweX N?ﬂ/x

—V = 5
erX :uzu

La existencia del conjunto V se puede ver en
Flores-Sintas [3] quién construye un algoritmo
que nos da los elementos de V.

Por 1ltimo sélo quedaria por probar que es una
particién difusa. Por la definicién p,, y la mane-
ra de obtener los elementos v € V siempre exis-
tird algin dato z € X lo suficientemente cer-
ca de v para que iy, > 0, y por tanto Vv €

V, > pex Mav > 0. O

La particién difusa que hemos creado no es pro-
babilistica pero podemos hacer que lo sea.

Teorema 3.11. SiV = {v1,v0,...,v.} es el con-
junto obtenido en el Teorema 3.10, entonces la
aplicacion f: X — F(V),

Havin/Gv; Z Hyv;

F@) ) — g, = — =
Zﬂzuj Vv, Z Hyv;
i=1 yex

(10)
donde g,, es el determinante de la inversa de la
matriz de covarianzas en vj, es una particion pro-
babilistica difusa.

Prueba. Las condiciones (6) y (7) se deducen
facilmente de las definiciones de wuy; y fizy, Tes-

nocrtivvamonto |
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] FCM |

1

Funcién Objetivo

=Y Y i,

k=1lzeX

!

Requerimientos para que la
funcién ugy, minimize J,,
Eleccién del niimero k de grupos
a determinar

!
Obtencién de k prototipos:

> eex UM T
v = zeX “zk

B dwex Uik

Figura 1. Esquema de funcionamiento del
FCM clasico

| M |

!

Funcién Objetivo

J = Z Zuwrzdiy

zeX vEY

!

Obtencién del conjunto de
prototipos que minimizan J

ZxEX Miu‘r
ZaceX Mg‘u
1

Obtencién de la particion
probabilistica difusa

V=

Figura 2. Esquema de funcionamiento FM

El algoritmo FM se sale de la érbita de los méto-
dos derivados del FCM puesto que no necesitamos
considerar un nimero de prototipos determinado,
pero mantiene la arquitectura del FCM que im-
plica una minimizacién de una funcién objetivo y
una siguiente optimizacion del proceso resolutivo
que dé la mejor particién: Alternating Optimiza-
tion(AO).

Vemos que el algoritmo FM trabaja s6lo con
la distancia Euclidea. No obstante, como refleja
Flores-Sintas, la posibilidad de detectar los gru-
pos sin conocimiento previo sélo es posible si la
métrica es la misma para toda la muestra. En este

DR TR I T [ T N T

por ejemplo que sea la distancia de Mahalanobis
utilizada como norma, también es posible traba-
jar con el algoritmo FM. Sin embargo, en el caso
de la distancia de Mahalanobis, es mas interesante
obtener una métrica para cada grupo. Ademas a
veces podemos necesitar elegir nosotros el niime-
ro de grupos. En tal caso la alternativa del FCM
es idonea.

Como habfamos dicho la funcién J,,) esta expre-
sada en (4) considerando la métrica derivada de
la matriz de covarianzas en la media, pero es mas
interesante obtener una métrica para cada grupo.
Sea X = {z1,22,...,7,} C RF una muestra
que queremos dividir en ¢ grupos difusos. Sea
V= {v,vs,...,v.} CRF el conjunto de los pro-
totipos de los grupos que queremos obtener. Re-
presentemos por g al determinante de la inversa
de la matriz de covarianzas difusa del grupo k. En
[5] Flores-Sintas propone que la métrica definida
por la matriz de covarianzas difusa del grupo k
se comporta igual que la métrica considerando vy
como si fuese la media del grupo k. Entonces la
funcién que nos da la desviacién para el grupo k

e8s:
Te= 1 /T (11)

zeX

donde, d?, es distancia de Mahalanobis entre x
YV Uk, V fok = ﬁ La probabilidad de que un
patrén x pertenezga al grupo k serd proporcional
a la densidad del grupo k en x. En consecuencia,
la probabilidad es:

H3/2 Ik

zk

Usk = 3 (12)
ijl Hzi /95

Teorema 3.12. Sea p € Nyo, D = RP,

X = {z1,22,...,2,} € D, C = RP x {g €
]RPXPL(; es simétrica y definida positiva}, ¢ € N,
R = (C), duy = {d5™,d 5} donde

d¥" D xCc—R,
(@, vk, gx)) — (& — i) T gr(@ — w),
d9 . DxRP — R,

(2, vp) — @ = |-

Si la funcion

J= Y,

zeX k=1

siendo Uz la funcion de pertenencia de la
particién probabilistica difusa {{(uer/x)|z €

v 4 7 " 1.1 gaay  (Mhn)
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y (10) para dgf;c), tiene un minimo, entonces

ZIGX UikiL’

vV = .
2
ZmEX Uk

Prueba. La prueba de este resultado sigue los
mismos pasos que la dada por Frank Hoppner
et al. en [7] para obtener los prototipos del
FCM. d

4. Conclusion

Como habiamos pretendido hemos expresado me-
diante teoremas algunos de los enunciados formu-
lados por Flores-Sintas, probandose la convexidad
de la nueva funcion de pertenencia, cuestion que
mostraremos importante en futuros trabajos, y
que justifica el mejor cumplimiento de las consi-
deraciones de Zadeh de esta funcién de pertenen-
cia que la funcién de pertenencia presente en el
FCM clasico. Ademas la nueva funcién objetivo
tiene un significado fisico concreto, y no necesita
de la arbitrariedad para la eleccién del pardmetro
de "fuzzificacion”.
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